WS 03/04, 25.11.2003 Blatt 7 H. Karcher, A.Vdovina
Differentialgeometrie 1

Aufgabe 7.1 (Parallelflichen von Rotationsflichen)

Wir bezeichnen zunéachst die Standardkoordinaten einer Euklidischen Ebene mit r, z und
betrachten eine nach der Bogenlinge parametrisierte Kurve c¢(s) = (r(s), z(s)), also mit
r'?2 + 2’2 = 1. Diese Kurve ist Meridiankurve der parametrisierten Rotationsfliche

F(u,v) := (r(u) - cosv, r(u)-sinv, z(u)) in R

(a) Geben Sie mit Hilfe der Funktionen 1/, 2’ ein (parametrisiertes) Einheitsnormalenfeld
N(u,v) der Rotationsfliche an und beschreiben Sie die dazu gehorige Schar von Paral-
lelflachen F(u,v) := 77 .

(b) Berechnen Sie fiir parametrisiert gegebene Kurven (u(t),v(t)), wie sich die Lange der
Bildkurven mit € andert, d.h., was ist
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(c) Vergleichen Sie das Resultat aus (b) mit der Rotationsgeschwindigkeit der Normale.
D.h., stellen Sie zuerst fest, dal N(u,v) auch parametrisiertes Normalenfeld der Paral-
lelflichen F ist, berechnen Sie dann %N (u(t),v(t)); was hat diese Ableitung mit (b) zu
tun?

(d) Es seien X,Y € R? Vektoren im Definitionsbereich der Parametrisierung F'. Berechnen
Sie die Riemannsche Metrik ¢(X,Y) := (T'F(X), TF(Y)) aus den Funktionen r/(u), 2’ (u)
und aus den Vektorkomponenten X7, X5, Y7, Ys. Was andert sich fiir F.7

(e) Differenzieren Sie F' zweimal und bestimmen Sie die Christoffelabbildung I'(X,Y") aus
der Definition T2F(X,Y)!" = TF(D(X,Y)).

Aufgabe 7.2 (Abstandsfunktionen)

Eine Funktion f : R® — R heifit Abstandsfunktion, falls ihr Gradient die Linge 1 hat.
Um das zu rechtfertigen, rechnen Sie nach, dafl die Integralkurven von grad f mit der
Geschwindigkeit 1 parametrisierte gerade Linien sind. Ist damit klar, dal die Niveaus von
f Parallelflichen sind? (Tip: Symmetrie der zweiten Ableitung benutzen.)

Da wir als Einheitsnormalenfeld (auf allen Niveaus) grad f nehmen konnen, ist die Hes-
seform von f die zweite Fundamentalform der Niveauflichen. Kennen Sie zwei oder drei
Abstandsfunktionen?

Aufgabe 7.3 (Krimmung fiir Niveauflichen und parametrisierte Flachen)

Die Tori der Aufgabe 5.3 sind in beiden Darstellungen (als Niveau und parametrisiert)
gegeben. Berechnen Sie in beiden Beschreibungen die zweite Fundamentalform und iiber-
zeugen Sie sich, daf§ die Ergebnisse iibereinstimmen. (In Aufg. 5.1 haben Sie die analoge
Berechnung fiir Kurven durchgefiihrt.)






