Übungen Differentialgeometrie I

Blatt 14 Prof. Karc her/Dr. Große-Brauc kmann 31. Jan uar 2001

Letztes Aufgabenblatt des WS, nicht alle Voraussetzungen am 31.1. vorhanden.

Aufgab e 47 – Dreifac h orthogonale Fl ächensc haren vgl. Rückseite Auf einer offenen Teilmenge des R^3 seien drei Flächenscharen gegeben, die sich paarweise senkrecht schneiden. Es sei N_i das Normalenfeld an die i-te Flächenschar, i = 1,2,3. a) An die Schnittkurv e zweier Flächen aus verschiedenen Scharen ist das Normalenfeld der dritten Schar tangen tial.

b) Zeigen Sie mit der Symmetrie der Weingartenabbildung ⟨D_{N i} N_j , N_k ⟩ = 0 für i ≠ j,k. c) Beweisen Sie nun Dupins Satz: Zwei Flächen einer dreifach orthogonalen Flächenschar schneiden sich in Krümmungslinien.

d) Beispiele: Die Röhren um eine Raumkurv e c (Aufg. 16, 34) und die Normaleb enen von c schneiden sich in Krümmungslinien (Aufg. 37). Die von im Normalen bündel parallelen Vektorfeldern längs c erzeugten Flächen (Aufg. 40) schneiden die beiden anderen orthogonal, also in Krümmungslinien. (Man kann sogar jedes orthogonale Netz in einer Normaleb ene normal-parallel verschieben.)

Aufgab e 48 – Eine Konsequenz der Co dazzi-Gleic hungen Wir betrachten eine Fläche mit zwei unterschiedlichen Hauptkr ümmungen λ_1 ≠ λ_2. a) Zeigen Sie durch kovariantes Differenzieren von Se_i = λ_ie_i (für i = 1,2) und unter Benutzung der Codazzi-Gleichungen, daß die geodätische Krümmung der Krümmungslinien zur Hauptkr ümmung λ_2 erfüllt κ_{g,2} = Dλ_2(e_1)/(λ_1 − λ_2). Geben Sie auch die entsprec hende Formel für die geodätische Krümmung κ_{g,1} der anderen Schar von Krümmungslinien an. Welchen Ausdruc k erhalten Sie für die Lieklammer [e_1,e_2]?

Wir setzen von nun an Rang( S) = 1 voraus, also z.B. λ_1 = 0, λ_2 ≠ 0. b) Warum sind die entsprec henden Krümmungslinien Geraden und die Krümmungslinien zu λ_2 Parallelkurv en?

c) In der Vorlesung wurde (evtl. später) für Parallelkurv en die Ricatti-Gleichung κ^′_g = − κ^2_g − det S gezeigt. Folgern Sie, daß (wie bei jedem Kegel) 1/λ_2 linear ist.

Aufgab e 49 – Eine Symmetrie des Kr ümm ungstensors R Benutzen Sie nur , daß der R in seinen drei Argumen ten X,Y,Z → R(X,Y)Z linear ist und daß die Identit¨aten (i) R(X,Y)Z = − R(Y,X)Z, (ii) R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z,X)Y = 0 und (iii) g(R(X,Y)U,V) = − g(R(X,Y)V,U) gelten, um g(R(X,Y)U,V) = g(R(U,V)X,Y) zu zeigen.

Aufgab e 50 – Vergleic h von Jacobifeldern auf Fl ächen (Definition bis 7.2.) Es seien zwei nach Bogenlänge parametrisierte Geodätische c_1,c_2 auf Flächen gegeben. Wir betrachten normale Jacobifelder J_1 = a Rot(90^∘) ċ_1 und J_2 = b Rot(90^∘) ċ_2 längs dieser Geodätischen, und nehmen für die jeweiligen Gauß-Kr ümmungen K(t) ≥ L(t) an. a) Zeigen Sie den Vergleichssatz: Ist a(0) = b(0), a^′(0) = b^′(0) und a > 0 auf (0,T), so folgt a(t) ≤ b(t) auf [0,T]. Dazu betrachten Sie logarithmisc he Ableitungen von a und b, nachdem Sie a^′b− ab^′ unter Benutzung der Jacobifeldgleic hung differenziert haben.

b) Eine Lösung, die nicht identisch verschwindet, hat höchstens einfache Nullstellen (das heißt die Ableitung ist von 0 verschieden in jeder Nullstelle).

RMrW

‰“ß� upajlcUCn

*pq?REps/j=pt##mn

.’j50b8k5YDk5YDp#l8A!:TmefDkgMh>dJ-rg‘tarW K R M r W ( @ G r W ) r t o & o o 5 r W ( I 2 r W ’ g u r V u u ^ k M k ( ! ; Q T e ! ; O S 5 ! 6 a R ) ! ! 2 9 G e * $ ] 1 h < 4 b ; q r d q Y j 6 - C A p # l ; S r o a 7 \ c ; O , q # C < n p ; Z a E n & G > , o u ? t 2 o

WA!7CiG!;>U5kPbJ/kPbJVkPG8YkOljo!<1"2‘r5u; kN:t,!9WJD!;5OSs8E#Gs8E#Ds7cT2s+C?*s+C?*s7-,Cs/Z0f rrE"ks8E#^s5*eT!;6Bh!;lfP‘qoc%kPXNB!8$E5!<20!:9ab!:Ts_!<20R‘pLe@!8#6f!8?W8!;bmDkPbJJkPbJYkPbJs8E#<s8Dus!3Q;#!9*tJ s+C?*s+C@Ls8E#Ds8E#bs8E#Vs82is!6G3>!7CiG!;5O5kPbJ/kPbJMkPbJkOlgp!!*’"o#CY/ l0&$Gj6-CApuhYVrW(@GrVuru‘rH#<_#K)fK

%�*O� � Zwei dreifach orthogonale Flächenfamilien mittels normaler Parallelverschiebung (eines in einer Normaleb ene orthogonalen Netzes) längs einer Raumkurv e (Aufg. 47).