Übungen Differentialgeometrie I

Blatt 10 Prof. Karc her/Dr. Große-Brauc kmann 20. Dezem ber 2000

Aufgab e 32 – Geo dätisc he auf dem Kegel Es sei C(α) ⊂ R^3 ein Rotationsk egel mit Öffnungswinkel 2α. a) Bilde einen Sektor in R^2 längentreu auf den Kegel ab (“Ab wicklung”) und beschreibe damit die Geodätischen auf dem Kegel (ohne den Punkt an der Spitze).

b) Wirf ein Lasso über die Kegelspitze, dessen Schlinge Länge l hat. Nimm idealisierend an, daß das Seil keine Dicke hat (und daher gewichtslos ist), daß es reibungslos auf dem Kegel gleitet (auch in der Öse); wir ziehen genau radial von der Spitze weg. Für welche Werte von α sitzt das Lasso fest, für welche rutsc ht es nach oben ab?

c) Betrac hte in dem ebenen Sektor das Urbild eines Breitenkreises des Kegels und wähle ein paralleles Einheitsv ektorfeld längs dieser Urbildkurv e. Bilde dies parallele Vektorfeld mit der (Ableitung der) Abwicklung auf ein Vektorfeld längs des Breitenkreises ab. Wie groß ist der Winkel zwischen dem Anfangsvektor und dem Endvektor (gleicher Fußpunkt)? Zeige, daß die Ableitung des Vektorfeldes proportional zum Tangentialfeld des Breitenkreises ist.

Aufgab e 33 – Katenoid und Helik oid Wir definieren zwei Flächen K,W : R × R = R^2 → R^3 durch

K(φ, h) = � � cosh h cosφ cosh h sin φ h

� � und W(φ, h) = � � sinh h sin φ − sinh h cosφ φ

� � . K ist injektiv auf [0,2π) × R und Rotations fläche der Kettenlinie, weshalb die Fläche als Ketten fläche oder Katenoid bezeichnet wird. W heißt Wendelfläche oder Helikoid. a) K und W definieren dasselb e Riemannsc he Skalarpro dukt auf R^2 und dieses ist winkeltreu zum Standardsk alarpro dukt auf R^2.

b) Beide Flächen haben dieselbe Normalenabbildung N : R^2 → S^2. c) Berechnen Sie die Weingartenabbildungen S_K und S_W und zeigen Sie Spur S_K = Spur S_W und det S_K = det S_W . Welche Beziehung besteht zwischen S_K und S_W ?

Aufgab e 34 – Kr ümm ungslinien auf R¨ohren vgl. Aufgabe 16 a) Auf jeder Fläche gilt: Eine ebene nicht gerade Geodätische ist Krümmungslinie. Betrac hte nun die Röhre F_ϵ(t, φ ) := c(t) + ε(cosφ v(t) + sin φ w(t)) wobei ċ,v,w ein c begleitendes orthonormales Dreibein sei, das wie in Aufgabe 16 v̇ = aċ, ẇ = bċ erfüllt. b) Die Kreise φ → F_ε (t, φ ) sind Geodätische und Krümmungslinien der Röhre. c) Warum sind die Linien t → F_ε (t, φ ) Krümmungslinien? Welchen Winkel bilden sie mit den Kreisen? Was ist ihr Krümmungsradius als Funktion von a, b,ε, φ ?

d) Geben Sie ohne weitere Rechnung die Weingartenabbildung der Röhre an.

Aufgab e 35 – Rotationsfl ächen konstan ter Kr ümm ung ( detS bzw. Spur S) F (u, φ ) := (r(u) cosφ, r(u) sin φ, h(u)) sei eine Rotations fläche wie in Aufgabe 26. Die Relation h^{′2} = 1 − r^{′2} erlaubt es, die Weingartenabbildung S in eine Form zu bringen, die nur Ableitungen von r enthält (laut Vorlesung oder durch Rechnen). a) Schreiben Sie det S = const und Spur S = const als Differentialgleichung für r(u). b) Löse die Differentialgleichung für r im Fall det S = 0, skizziere die Rotations flächen. c) Löse die Differentialgleichung für r, falls det S = ± 1. Verstehe h gut genug, um die Meridiankurv en skizzieren zu können (für jedes Vorzeichen von det S nur ein Beispiel).

U ] : ; n q # C < n o

] D q j 1 o

^ A n 0 4 p & G ! k q # C < n o

‘ ; f ] 7 o f K K I J p ] 0 m b o

Bild der Pseudosph äre , Rotations fläche mit detS = − 1 mit sechs Asymptotenlinien ; diese haben die Eigenschaft, daß sie an jeder Stelle tangen tial sind zu einer der beiden Schnittkurv en der Tangentialeb ene mit der Fläche. Daher gibt die Krümmung dieser Kurven dem Auge keinen Hinweis auf die Krümmung der Fläche. Sie sind daher als Parameterlinien zur Darstellung einer Fläche ungeeignet: