Vorschlage zur Anfangerausbildung

Im Akademischen Jahr 99/00 habe ich in einer 6-stiindigen Anfdngervorlesung Analysis
und Lineare Algebra gemeinsam behandelt. Zu der Frage, ob 6- oder 8-stiindig, hatte es
kontroverse Diskussionen gegeben, die riickblickend nicht mehr so wichtig sind, weil der
begrenzende Faktor die bei vielen Studierenden ungeniigende Auseinandersetzung mit den
Hausaufgaben war. Ich habe auch in 6 Stunden mehr erzahlt als nachgearbeitet worden
ist, obwohl die Studierenden nicht den Eindruck hatten, ich stiinde unter Zeitdruck.
Verschiedene Abweichungen von der Standardliteratur sind in dieser Vorlesung gut ange-
kommen, so dafl ich dariiber berichten méchte.

In der Linearen Algebra handelt es sich um zwei Anderungen, die sich auf die Beweisstruktur
der Theorie nicht auswirken, wohl aber auf die Koordination mit der Analysis und auf den
Transfer des Gelernten. Ich will sehr nachdriicklich dafiir pladieren, die Skalarprodukte
vor den Determinaten zu behandeln, und ich will schildern, warum es giinstig war, als
haufigste Beispiele Polynomvektorraume auftreten zu lassen und nicht hauptsachlich die
Standardriume K" zum Uben zu nehmen.

In der Analysis bin ich einem Konzept gefolgt, dafi in der Beweisstruktur (im ersten Semes-
ter) stark vom Standardaufbau abweicht. Ich plédiere fiir eine gednderte Reihenfolge der
Hauptbegriffe, namlich: Differenzierbarkeit, Vollstandigkeit, Stetigkeit.

Auch hier bekommen die Polynome ein starkeres Gewicht, und die Zeit, die fiir Aufgaben zur
Differentialrechnung zur Verfiigung steht, wird verlangert. Dafl diese Reihenfolge iiberhaupt
moglich ist, liegt im wesentlichen an zwei mathematischen Tatsachen:

1.) Der Monotoniesatz: “f’ > 0 = f schwach wachsend” (und die iiblichen Folgerun-
gen) 1aBt sich fiir Polynome schon beweisen, wenn man nur die rationalen Zahlen kennt.
(Der Beweis des sonst verwendeten Mittelwertsatzes — iiber den Maximumsatz fiir stetige
Funktionen — ist wesentlich verwickelter.)

2.) Die Eigenschaften von Grenzfunktionen, Differenzierbarkeit vor allem, kénnen mit
gleichméfligen Fehlerabschiatzungen ebensogut hergeleitet werden, wie mit gleichméafiger
Konvergenz. (Die Argumente sind sogar einfacher und kiirzer.)

Fiir die Vorteile einer so gednderten Reihenfolge werde ich mit Beispielen argumentieren.

Lineare Algebra Vorschliage
WARUM HILFT ES, SKALARPRODUKTE VOR DETERMINANTEN ZU BEHANDELN?

1.) Anwendungen der Skalarprodukte in der Analysis liegen weit vor Anwendungen der
Determinaten in der Analysis.

2.) Die Analysis braucht Skalarprodukte friither als die Lineare Algebra die charakteristi-
schen Polynome.



3.) Die Bedeutung der Funktionaldeterminante ist konzeptionell schwieriger als das charak-
teristische Polynom. Daher scheint es mir hilfreich, die Eigenschaften der Determinante
(multilinear + alternierend) durch anschauliche Volumeneigenschaften (Cavalieri) nahe zu
legen. Zumindest in Anfangervorlesungen miissen dazu Einheitswiirfel schon bekannt sein.

4.) Die Normalformen der selbstadjungierten, der orthogonalen oder der schiefen Endo-
morphismen werden h&ufiger benotigt und kénnen leichter hergeleitet werden als (auch
Abschwéchungen) der Jordanschen Normalform. Um diese spezielleren Normalformen auch
eher behandeln (und lénger iiben) zu kénnen, miissen Skalarprodukte vorhergehen.

5.) In Dimension 2 ist es leicht, die Gleichung (a;; — A) - (a22 — A) — @12 - as; = 0
durch Gauflelimination als notwendige und hinreichende Bedingung fiir rang (a — A\id) < 2
auftreten zu lassen.

Ein guter Tip fiir hohere Dimensionen: aq1 - ags — a1z - as ist der (signierte) Flédcheninhalt
des Parallelogramms aus den Spaltenvektoren.

6.) Die Dreiecksungleichung fiir die Norm |z|? = Y (x;)? fithrt auf Skalarprodukte.

7.) Da Linearformen, z. B. die Auswertungsabbildungen P — P(a) auf dem Vektorraum
der Polynome vom Grad < d schon bekannt sind, hat man viele euklidische Normen, wahle
z. B.n > d+ 1 Stellen a4, ...,a, und definiere

|P||? := P(a1)® + P(az)* + ...+ P(ay)?,
die entsprechenden Skalarprodukte sind:

(P,Q) == Plar) - Q(ar) + Plaz) - Qlaz) + ... + P(an) - Q(an).

Im Gegensatz dazu kann man Determinanten nicht direkt hinschreiben, sondern erst nach
Kenntnis des Vorzeichens von Permutationen.

WARUM SIND POLYNOMVEKTORRAUME OFT BESSERE BEISPIELE ALS DIE STANDARDVEK-
TORRAUME?

1.) Basiswechsel in K™ wirken auf viele Anfdnger als Verschlechterung gegeniiber der
Standardbasis. Demgegeniiber sind bei Polynomen die verschiedenen Taylorbasen

{Pu(X):= (X —a)*; 0<k<n}
viel gleichberechtigter. Auch die Interpolationsbasen

{P(X) := H (X —aj)/(ar —aj;); k=0,...,n}
j€{0,...,n}\{k}

sind optimal fiir naheliegende Interpolationsprobleme, aber ungiinstig zum Differenzieren.
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2.)Man hat mit den Auswertungen P — P(a) einen grofen Vorrat an Linearformen, die
nicht so leicht wie bei n-Tupeln mit Elementen des Vektorraums verwechselt werden konnen.

Aber nicht alle interessanten Linearformen sind Auswertungen, vgl. etwa die numerische
Integration: P — (P(a)+ P(b)) - (b—a)/2.

3.) Die grundlegende Aufgabe:

Zeige, daf$ die folgenden Elemente linear (un)abhdngig sind!
kann natiirlicher als bei K"-Beispielen variiert werden. Zum Beispiel sind die Polynome Pj
einer Interpolationsbasis linear unabhéngig, weil man nur die Auswertungen P — P(a;)
auf eine Linearkombination ) Ay - P, = 0 anwenden muf, um \; = 0 zu erhalten. Auch
die Frage:
Sind{X - (X-1)-(X-2), X-(X-1)-(X-3), X-(X—-1)- (X —4)} linear abhingig?
zeigt den Nutzen des Einsatzes linearer Abbildungen bei derartigen Problemen.
Hier: Lo(P):=Q-P, (Q(X)=X-(X-1)).

4.) Ein ganz sicherer Umgang mit Polynomen ist so wichtig, dal sie in Analysis und
Linearer Algebra geiibt werden sollten.

Analysis Konzept

I. WARUM KONNTE MAN WUNSCHEN DIE DIFFERENTIALRECHNUNG VOR DER STETIGKEIT
7ZU BEGINNEN?

I.1. Historisch war das 200 Jahre lang so.

1.2. In der Differentialrechnung ist einerseits ein Kalkiil einzuiiben, andererseits muf}
Verstandnis dafiir geweckt werden, wie Ableitungsinformationen zu guten Informationen
iiber f fithren und warum man das tiberhaupt will. Bei der Stetigkeit gibt es keinen Kalkiil:
Linearkombinationen, Produkte, Kompositionen stetiger Funktionen sind stetig — “wie soll
es denn sonst sein??’ Auch Hauptsitze wie Zwischenwertsatz und Maximumsatz sind viel
leichter zu glauben und anzuwenden als zu beweisen. Kurz: In der Differentialrechnung
muf} viel mehr Technik geilibt werden.

[.3. Wenn zu Beginn der Behandlung der Stetigkeit schon Erfahrungen mit Dreiecksunglei-
chung und konvergenten Funktionenfolgen vorliegen, kommt man erstens bei der Behand-
lung der Stetigkeit schneller voran, und zweitens kann man die zu dem Begriff gehorenden
Beispiele von Anfang an mit auftreten lassen.

II. WARUM KANN MAN DIE DIFFERENTIALRECHNUNG VOR DER STETIGKEIT BEGINNEN?

I1.1. Die Polynome erlauben beziiglich der Stetigkeit eine explizite Behandlung:
Ausz" —a" =(x —a) - (z" 1 +...+a" 1) und z,a € [-R, R] folgt:
lz™ —a™| <nR"!. |z —al.
Daher kann man fiir Polynome aus den Funktionsdaten auf jedem Intervall Dehnungs-
schranken ausrechnen:



Aus P(X) := >y ap X" und z,a € [-R, R] folgt:
|P(z) = P(a)| < (3 |axlk - R*1) - |z — al.
I1.2. Nicht notwendig, aber aus meiner Sicht wiinschenswert, ist die Beobachtung, daf}
die Graphen quadratischer Funktionen zwischen Kreisen und deren Tangenten verlaufen.
Man kann also mit demselben Recht von Tangenten sprechen wie bei Kreisen.

I1.3. Das Argument aus (II.1) kann wiederholt werden, um Polynome mit quadratischen
Funktionen zu vergleichen:
Aus |27 —a" —na" - (z—a)|=|(x —a) (2" P+ ...+ a" ) — (z —a) na"1]
und z,a € [—R, R] folgt:
2" —a™ —na" ! (x —a)| < n(nT_l) | —al?.
und dies setzt sich wieder auf Polynome P(X) := Y axX* und z,a € [-R, R] fort:

Pa) = Pla) - P (- @) < (Dl 2 R ol

Die Abweichung von der Tangentenapproximation z — P(a) + P’(a) - (x — a) wird also
durch einen quadratischen Fehler kontrolliert, der wieder auf jedem Intervall aus den Funk-
tionsdaten berechenbar ist.

I1.4. Die iiblichen Beweise der Differentiationsregeln haben folgende Eigenschaft: Ver-
scharft man die Voraussetzungen — zum Beispiel wie in (I1.3): “Die Abweichung von der
Tangente sei gleichmafig quadratisch kontrolliert” —, so ergeben sich auch die entsprechend
verscharften Behauptungen.

IL.5. Die rationalen Funktionen sind wegen der Kettenregel zugénglich, weil man x — 1/z
als weiteres Beispiel ohne Theorie behandeln kann:

1 1 — —a)?
O<a/2§90=>————|—(3j a):(x @) >0und <
x

2 2
a a? r-a E-(m—a).

Soweit ibt man Ungleichungen und lernt die Polynome kennen, aber
IIT. KANN MAN ECHTE ANALYSISSATZE BEWEISEN?

III.1. Der Monotoniesatz ist beweisbar, ohne die Vollstandigkeit zitieren zu miissen:
Sei f : [a,w] — R gegeben mit gleichméfBigen Tangentenapproximationen (wie in allen
bisherigen Beispielen), also:
a,b € [a,w] = |f(b) = f(a) = f'(a) - (b—a)| < K -|b—af
und sei zusétzlich vorausgesetzt: 0 < f’ | dann gilt

a<b = f(a) < f(b) ( Monotoniesatz)

Denn: Unmittelbar nach Voraussetzung gilt:
fla) < f(b) = f'(a) - (b—a)+ K -|b—al* < f(b) + K -|b—al®.
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Dies gilt auch fir a, m = (a +b)/2 bzw. m = (a + b)/2, b € [a,w], also haben wir fiir
beliebige a < b € [a,w] folgende Verbesserung:

fla) < f(m) + K - (m—a)* < f(b) + K - (m —a)* + K - (b—m)?
K
gf(b)+5-\b—a]2.
Wiederholung liefert f(a) < f(b) +27"- K - |b — al*.
Das Archimedesaxiom liefert die Behauptung f(a) < f(b).

III.2. Man hat die sonst aus dem Mittelwertsatz gezogenen Folgerungen :

f'<g unda<b= f(b)— f(a) < g(b) —g(a), (verallgemeinerter Monotoniesatz)
If'|<L=|f0)— f(a)] <L |b—a|l (Schrankensatz).
0< f,g, f'/f <4 /g= g/f ist nicht fallend (Multiplikativer Schrankensatz)

I11.3. Man kann die Anwendung des Monotoniesatzes iterieren:
If'l<Bund a<z = f'(a)—B-(x—a) < f(z)<f'(a)+B-(z—a)

= f'(a) - (r—a) ~ (@ —a) < [(@)~ f(a) < fla) (@ —a)+ oz —a)

III.4. Diese Ungleichungen sind drastische Verbesserungen der Fehlerschranken, die in
(I1.3) aus den Koeffizienten berechnet wurden. Beispiel: Fiir 0 < x < 1 betrachte die
Taylorpolynome P, (X) := Y.;_,(—=1)¥/k!- X*. Diese bilden in [0,1] eine Leibnizreihe,
insbesondere also |P)/(z)| < 1 fiir alle n. Der vorhergehende Satz liefert also fiir a, z € [0, 1]
und alle (!) n:

II1.5. Mit nur geringen Variationen (komplexer Schrankensatz) behandelt man die kom-
plexen Polynome und bereichert Anschauung und Handwerkszeug erheblich.

IV. WAS SIND DIE NACHSTEN WICHTIGEN ZIELE UND WIE ERREICHT MAN SIE?

IV.1. Meiner Meinung nach ist es ein wesentliches erstes Ziel der Analysis, differenzier-
bare Funktionen zu konstruieren, die andersartige Eigenschaften haben, als man sie bei
rationalen Funktionen findet. Beispiele: f' = f, f” + f =0.

IV.2. Nun ist Konvergenz und Vollstandigkeit von R zu diskutieren. Meine einzige Ande-
rung: Ich war hauptséchlich an Folgen von Funktionswerten {f,(z)} interessiert, der
Grenzfunktionen wegen. Damit steht der Monotoniesatz als zusétzliches Hilfsmittel zur
Verfiigung (Argumentationsbeispiel: f(x):=(1+z)" — (1 +n-x) > f(0) = 0 (Bernoulli),
solange f”(x) =n(n —1)(1 +2)""2 > 0 ist. Oder: n — f,(z) := (1 +x/n)" ist wachsend,
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weil f)/fn(x) = 1/(1+2/n) < f) 41/ fns1(z)). — Leibnizreihen und Majorisierung durch
die geometrische Reihe waren meine beiden anderen Werkzeuge.

IV.3. Die gleichméflige Fehlerabschétzung aus (II11.4) und das Archimedesaxiom liefern
fiir die Grenzfunktion (hier ist speziell P/ = —P,,_1):

z,a € [0,1] = |Po(z) — Px(a) + Px(a) - (x —a)| < = - |z — al?.

N | =

Diese Ungleichung zeigt: P, ist differenzierbar, P/, = —P.,, und auch die neue Grenz-
funktion wird von ihren Tangenten weiterhin mit quadratischem Fehler approximiert.

IV.4. Diese Argumentation habe ich auf komplexe Potenzreihen ausgedehnt.

IV.5. Mit dem Schrankensatz folgen Fehlerabschatzungen zwischen Stammfunktionen und
Riemannsummen:

[F(b) = F(a) = Y f(m) - (tk — ta—1)| < sup |f'| - |b— a| - max|t —tx_1,
k=1

diese fithren zur Integralrechnung.

IV.6. Alle bisherigen Funktionen f sind gleichméfiig durch stiickweise lineare (Sehnen-)
Funktionen s,, approximierbar. Diese s,, haben stiickweise quadratische Stammfunktionen
Sny SI, = $n, Sp(a) =0. Wegen des Schrankensatzes ist

[Sn(2) = Sm(2)| < sup[sn(z) = sm(x)[ - [b - al.

Die {sy(x)} waren als gleichméflige Cauchyfolgen konstruiert, also sind auch die {5, (z)}
Cauchyfolgen und fiir die Grenzfunktion gilt wie in (IV.3): S = s. = f, sie ist also
Stammfunktion von f.

V. UND WAS IST MIT DER STETIGKEIT?

V.1. Das erste Semester ist noch nicht zuende, aber allerhand Uben mit Analysisargu-
menten hat schon stattgefunden. Ich habe zunachst solche Funktionen als untersuchenswert
erklart, die @m Definitionsbereich konvergente Folgen abbilden auf konvergente Folgen. Der
Schrankensatz liefert alle bisherigen Funktionen als Beispiele: |f(ay)—f(am)| < L-|an—am].
Offenbar erben Summe, Produkt und Komposition die betrachtete Eigenschaft.

V.2. Aber f(a) >0= f > 0in [a—J, a+d] ist eine neuartige Schwierigkeit. Wir kommen
zur e-0-Definition.

V.3. Abschlufl des Semesters sind die Hauptsétze iiber stetige Funktionen, mit Beispielen
von Cantor, Hilbert, Koch, Weierstraf. Das macht die Hauptsétze eindrucksvoller.

Vom zweiten Semester an steht auch den so Ausgebildeten die Standardliteratur zur Verfi-
gung. FEin 60-Seiten Manuskript liegt auf meiner homepage.



