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Analysis III

Dozent: Hermann Karcher Assistent: Georg Biedermann

Ich hoffe, Konigsberger II, Abschnitte 6.1, 6.2, und was ich zum Cauchyschen Integralsatz
gesagt habe, liberzeugen Sie davon, dafl Integralsatze weitreichende Konsequenzen haben.
— Einen grofien Teil von Kapitel 5 habe ich schon einmal erzahlt, es folgt jetzt ein zweiter
Durchgang. Das Ziel der Aufgaben ist, dafl Sie danach die Anfangsdefinitionen als einfach
ansehen.

Erinnerung: Die Symbole dz; bezeichnen die Differentiale der (linearen) Koordinatenfunk-
tionen x; : RY — R, fiir die natiirlich eine Basis {e1,...,eq} von R? vorausgesetzt ist. Die
dzj|, sind unabhéngig vom FuBpunkt p, sie sind Dualbasis von {ey,...,eq}. Differential-

formen w : R — Hom(R?, R) sind daher Linearkombinationen der Basisdifferentiale, aber
mit (k-mal differenzierbaren) Funktionen w; : R? — R als Koeffizienten:

d
wlp = Z w;(p)dz;lp.
j=1

Fiir 1-Formen 1,/ € Hom(R? R) ist deren schiefes Produkt I; A lo definiert durch:

I Alg(u,v) i= 1 (w)lz(v) — 11 (v)la(u), u,v e RY.

Aufgabe 2.1 AuBere Ableitung, Definition und Basisdarstellung
Sel p — wlp = Z;.lzl w;(p)dz;|, eine 1-Form. Zeigen Sie, da8
dw|p(u,v) = Tyw|p(v) — Tywlp(u)

d
die Basisdarstellung = Z dw;|p A dxj|p(u,v) hat.
j=1

Aufgabe 2.2 Grofie Worte

Zeigen Sie, daf die k-mal differenzierbaren 1-Formen einen Modul tiber dem Ring der k-mal
differenzierbaren Funktionen bilden. Zeigen Sie, dafl die geschlossenen Formen ( Erinnerung:
dw = 0) keinen Untermodul bilden, wohl aber eine Untergruppe.

Aufgabe 2.3 Cauchyscher Integralsatz, reell geschrieben

Die iiber R angegebenen Definitionen werden iiber C gleichlautend verwendet. Sei f : C —
C eine komplex differenzierbare Funktion und w := fdz ihr Differential.

(a) Zeigen Sie erstens mit komplexer Notation: dw = 0.



(b) Lehrreicher ist der Vergleich mit den reellen Formeln: Definieren Sie
u(x,y) ;= Re f(z +1iy), v(z,y) :=Im f(x +iy), dz := dx + idy.
Zeigen Sie damit:
fdz = (udx — vdy) + i(vdz + udy) und d(udx —vdy) =0, d(vdx + udy) = 0.

Natiirlich muf3 zusétzlich zur reellen Differenzierbarkeit die komplexe Differenzierbarkeit,
also zusitzlich & f(z + tih)|;—0 = 1% f(2 + th)|=o , benutzt werden.

Aufgabe 2.4 Kurvenintegrale

Da die ersten drei Aufgaben kurze Antworten haben, bearbeiten Sie bitte alle Teile dieser
Aufgabe zur Integration von 1-Formen.
Betrachten Sie die 1-Formen

xdxr + ydy

) W4|(x,y) = 22 + 2

W1l(zy) = 2dY, Wol(zy) = —ydT, Wil(sy) =

(a) Berechnen Sie erstens die dufleren Ableitungen und zweitens die Kurvenintegrale langs
Kreisen ¢, (t) = (r - cos(t), r-sin(t)).

Schreiben Sie kurze Begriindungen, warum in den ersten beiden Féllen die Integrale vom
Radius abhangen, in den letzten beiden Fallen nicht. Warum erwarten Sie, Stammfunktio-
nen f,g mit df = wy, dg = w; — w9 zu finden? Geben Sie solche f, g an.

(b) Nachdem Sie beobachtet haben, dafl in den ersten beiden Féllen das Integral den um-
schlossenen Flacheninhalt ergibt, integrieren Sie wq,ws auch noch iiber den Rand achsen-
paraller Rechtecke der Seitenlangen a, b.



