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Analysis 1

Dozent: Hermann Karcher, Assistent: Georg Biedermann
Aufgabe 1.1 Rationale Zahlen und Ungleichungen

Zeigen Sie, daf fiir alle a,b € Q gilt:
2ab < a® + b

(Tip: Um zu zeigen, dafl x < y gilt, ist es oft einfacher zu zeigen, dafl 0 < y — z gilt. Das ist
so, weil man zeigen kann, dafl eine Zahl 0 < z erfiillt, indem man eine Zahl w € R vorgibt,
so dafl z = w? gilt.)

Aufgabe 1.2 Beispiele zu ‘“viel kleiner”

Bestimmen Sie eine Zahl r so daf fiir 0 < |z| < r gilt: 22 ist hochstens 3% von |z|. Wieviel
Prozent von |z| ist |z|> hochstens, und wieviel Prozent von |z|? ist |z|* hochstens (unter
derselben Voraussetzung 0 < |z| < r )? — Geben Sie zu jeder Prozentzahl p eine Zahl r(p)
an, so dafl aus 0 < |z| < r(p) folgt: x? ist hochstens p% von |z|.

Aufgabe 1.3 Parabeltangenten

Geben Sie die Gleichung der Parabel an, die den Einheitskreis in dem Punkt (a,b) mit
a?+b>=1, 0<a<1,b#0 von innen beriihrt und durch (1,0) geht.

Mit anderen Worten, zu jedem Kreispunkt (a,b), in dem die Tangente nicht parallel zur
y-Achse ist, gibt es eine Parabel, so dafl der Kreis in dem Interval [a — [, a+1] mit [ := 1—|a]
zwischen Parabel und Parabeltangente liegt. Beweisen Sie diese Aussage.

(Tip: Sie konnen ohne Beweis verwenden, dafl die Steigung der Normalparabel an der Stelle
xo gerade 2z ist. Auflerdem wissen Sie, dafl die Tangente eines Kreises an einem Punkt
senkrecht auf der Verbindungsgerade des Punktes mit dem Mittelpunkt des Kreises steht.
Vergessen Sie nicht, die Rechnungen mittels der Gleichung a? + b*> = 1 zu vereinfachen.)

Aufgabe 1.4 Beispiel einer abzahlbaren Menge

Wir versehen die Ebene mit einem kartesischen Koordinatensystem. Beweisen Sie die fol-
gende Aussage:

Die Menge aller achsenparallelen Rechtecke in der Ebene mit rationalem Mittelpunkt und
rationalen Kantenlangen ist abzahlbar.



Dazu erkldren wir nochmal, was wir unter Abzahlbarkeit verstehen. Technisch gesprochen
meinen wir damit, dafl wir eine Bijektion zwischen den natiirlichen Zahlen und der Menge
aller solcher Rechtecke angeben konnen. Die genaue Definition dieses Begriffs, Bijektion, er-
folgt spater, hier bedeutet er einfach, dal wir jedem dieser Rechtecke genau eine natiirliche
Zahl zuordnen konnen.

Was sollen Sie also tun? Uberlegen Sie sich zuerst, wieviele Parameter ein achsenparalleles
Rechteck eindeutig bestimmen. (Entscheiden Sie selbst, ob Sie Hoch- und Querformat ge-
trennt zéhlen oder nicht.) Nehmen Sie dann irgendeine Abzdhlung der rationalen Zahlen.
Die Existenz einer Abzédhlung wurde in der Vorlesung bewiesen. Beschreiben Sie dann ein
Verfahren, wie Sie jeder natiirlichen Zahl ein Tupel von Parametern zuordnen. Machen Sie
sich klar, daf} Sie alle moglichen Tupel erwischen.
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Aufgabe 2.1 Polynomfaktorisierungen

(a): Beweisen Sie mittels Induktion fiir alle n € N und a € Q:

n—1 n+1 n

X" —a" = (X —a) Z xXn—k-lgk (Deﬁniere: Z b, = (Z b)) + bt )
k=0 k=0 k=0

(b): Folgern Sie aus Teil (a), daB sich fiir jedes Polynom P € Q[X] und fiir jedes a € Q ein
Q. € Q[X] finden 148t, so daf} gilt:

P(X) = P(a) = (X — a)Qa(X)
Aufgabe 2.2 Kreise und der Graph von z +— 24

(a) Betrachten Sie den Graphen von z +— z%. Bestimme den Kreis mit Mittelpunkt auf der

y-Achse, der diesen Graph im Punkt (%, %) beriihrt. Zeigen Sie, daf§ fiir x < 1 die Punkte
des Graphen innerhalb dieses Kreises liegen.

(b) Bestimmen Sie ebenso den Kreis mit Mittelpunkt auf der y-Achse, der diesen Graph im
Punkt (2,16) beriihrt. Zeigen Sie, da der Graph von z + z* aulerhalb dieses Kreises
liegt.

(¢) Kénnen Sie einen Kreis finden, der den Graph im Punkte (3, 15) beriihrt, aber so, daf
der Graph auf3erhalb des Kreises verlauft?

Aufgabe 2.3 Polynomdivision
(a) Zeige, daB es kein P € Q[X] gibt, mit
X°+3X%24+7=(X-1)P(X).
(b) Zeige, daB es kein Q € Q[X] gibt, mit
X0 - X5 43X3 —3X24+7X - 7= (X —-1)2Q(X).
(c) Rechne R € Q[X] aus, so da8
X7 —3X%42X° —3X% +10X%2 - 9X +2=(X?-3X +2)R(X).

Aufgabe 2.4 Ungleichungen fiir rationale Zahlen

Eine rationale Zahl ist eine Aquivalenzklasse von Paaren (a,b) von ganzen Zahlen mit b # 0,



wobei zwei Paare (a,b) und (¢, d) dquivalent sind, wenn ad = be erfiillt ist. Wir nennen das
Paar (a,b) einen Représentanten der Zahl. Eine ganze Zahl n fassen wir als rationale Zahl
auf, indem wir sie mit der Aquivalenzklasse des Repriisentanten (n, 1) identifizieren.

(a) Geben Sie alle Représentanten einer rationalen Zahl an.
Wir schreiben ab sofort die Aquivalenzklasse eines Paares (a,b) mit b # 0 als 7

Das Problem bei Arbeiten mit Aquivalenzklassen ist, daB wir oft Dinge mit Hilfe der
Reprasentanten definieren, aber a priori nicht sicher sein konnen, dafi fir jeden einzel-
nen Reprasentanten der Aquivalenzklasse auch dasselbe geschieht. Ziel dieser Aufgabe ist,
Rechenregeln fiir Ungleichungen mit rationalen Zahlen auf die Rechenregeln fiir Ungle-
ichungen mit ganzen Zahlen zuriickzufithren. Dazu definieren wir zuerst, wann eine ratio-
nale Zahl positiv ist:

Die rationale Zahl 7 € Q ist positiv, in Zeichen 0 < 7, wenn 0 < a - b gilt.

(b) Zeigen Sie, daf§ dies fiir alle Représenten gilt, wenn es fiir einen einzigen gilt. Machen
Sie sich klar, daf§ fiir ganze Zahlen diese Definition mit dem iibereinstimmt, was Sie fiir

ganze Zahlen kennen.

Dies dient gerade dazu, klarzustellen, dafl die soeben gegebene Definition unabhangig von
der Auswahl eines Repréasentanten ist und konsistent mit alten Definitionen.

Auch Addition und Multiplikation rationaler Zahlen sind reprasentantenweise definiert,
wir setzen aber voraus, dafl wir gezeigt haben, dafl diese unabhingig von der Wahl der
Reprasentanten ist. Setzen Sie folgende Behauptungen fiir ganze Zahlen voraus und zeigen
Sie:

(d) Wenn p, ¢ positive rationale Zahlen sind, so auch p+ ¢ und p - q.

Unser Ziel ist es, die Anordnung der ganzen Zahlen auf die rationalen Zahlen zu tibertragen.
Dies geschieht durch den Trick, zuerst zu definieren, was eine positive Zahl sein soll, und

erst dann mittels der Differenz die Anordnung zu erkléren.

Fiir p,q € Q definieren wir p < ¢ € Q, genau dann wenn ¢ — p positiv ist (oder in Zeichen:
wenn 0 < g — p gilt).

Dies ist eine strikt axiomatische Vorgehensweise. Wir konnen dies in jedem Ring bzw.
Kérper tun, wenn wir eine Teilmenge aussondern konnen, die Aussage (d) erfiillt. Jetzt
endlich konnen wir die gewilinschten Ungleichungen beweisen.
(e) Zeigen Sie, daf fiir p,q,r,s € Q und p < ¢ < r die Ungleichungen

p<rund p+s<q+s,

gelten und, falls zusatzlich 0 < s gilt, so auch

p-s<q-s.
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Dozent: Hermann Karcher Assistent: Georg Biedermann

Aufgabe 3.1 Eindeutigkeit der Ableitung bei groberen Fehlern

In der Vorlesung wird (wie auch im Manuskript) die Eindeutigkeit der Ableitung aus der
Definition mit quadratischen Fehlern gefolgert.

Wir erlauben jetzt grobere Abweichung von der Tangente: Fiir ein gegebenes a betrachten
wir die Menge aller Funktionen h fiir die ein ¢ > 0 (wahrscheinlich klein), ein K > 0
(vielleicht grof) und eine Zahl h'(a) existieren, so daf§ fiir alle z € (a — ¢,a + ¢)

\h(z) — (h(a) + B/ (a)(z — a))| < K|z — a|>/?

gilt.
Zeigen Sie, dafl auch aus dieser groberen Eigenschaft folgt, dafl h’(a) eindeutig bestimmt ist.

Aufgabe 3.2 Parabel und Kreise

Betrachten Sie an einer Stelle a # 0 die Parabel P(x) = 2% und bestimmen Sie zu jedem a
(durch Wahl von x,,, ym, ) den Halbkreis

h(x) = ym =V (r? = (& = 2m)?),

der h(a) = P(a), h'(a) = P'(a), h''(a) = P"(a) erfiillt. Dieser Halbkreis beriihrt also die
Parabel. Zeigen Sie, dafl fiir a # 0 der Kreis die Parabel durchquert, d.h. dafi P — h bei a
das Vorzeichen wechselt. Setzen Sie dazu die Parabelpunkte (x, z?) in die Kreisgleichung ein
und klammern Sie méglichst viele Faktoren (x —a) aus. Was passiert bei a = 07 — Natiirlich
diirfen Sie hier die Differentiationsregeln und "=0.5/ / verwenden.

Gibt es einen quantitativen Grund zu sagen, “diese Kreise beriihren die Parabel besser als
die Parabeltangenten die Parabel beriihren”? (Bild hierzu auf der Riickseite.)

Aufgabe 3.3 Binomialkoeffizienten und Induktion

Wiederholen Sie “durch Zahlen auf zwei verschiedene Weisen” die Begriindung aus der Vor-
lesung fiir die beiden Rekursionsformeln

(D)0 () (o)

mit den Anfangswerten () =1 = (). Wir definieren n! (sprich n Fakultét) induktiv durch
0l:=1und (n+ 1) :=n!-(n+1). Geben Sie mit jeder der beiden Rekursionsformeln einen

Induktionsbeweis fiir
Mo ™ gck<n
k) K(n—k!’ — "~



Aufgabe 3.4 Nicht alle Funktionen sind differenzierbar.
(a) Zeigen Sie, daf |x| an der Stelle 0 nicht differenzierbar ist.

(b) Zeigen Sie, daf |x|® erste und zweite Ableitungen besitzt (welche?). Auch an der Stelle
0 besitzt |z|3 eine erste und zweite Ableitung, aber ist dort nicht dreimal differenzierbar.

Parabel mit Kreis, der bei (a,a?) beriihrend durchquert.

Die Mittelpunkte (x,,, ¥, ) dieser Kreise liegen auf der Kurve mit Spitze; dies ist ein Beispiel
einer parametrisierten Kurve a — (2, ym )(a).
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Dozent: Hermann Karcher Assistent: Georg Biedermann

Aufgabe 4.1 Nicht alle Funktionen sind rational

Aus der Schule weifl man (glaubt man zu wissen), dafl es Funktionen wie den Sinus und
die Exponentialfunktion gibt. Man “weif3” vielleicht auch, dafl die zweite Ableitung von sin
gleich — sin ist und die erste Ableitung von e” gleich e* ist.

Unabhéngig von solchem Vorwissen sollen Sie zeigen, dafl es keine rationalen Funktionen
f(x) = Pi(z)/Q1(z), g(x) = Pa(z)/Q2(z) (auBer f =0 oder g = 0) gibt, so dafl

f'(@) = =f(z), bzw. ¢'(x) = g().

gilt. Also sind die Exponentialfunktion und der Sinus, falls sie doch existieren sollten, keine
rationalen Funktionen. (Tip: Die Grade der beteiligten Polynome vergleichen.)

Aufgabe 4.2 Polynome mit grofien Argumenten

Sei P(X) =>"" ,a; X" € Q[X] mit a, = 1. Berechnen Sie aus den Koeffizienten ein R > 1,
so dafl Sie fiir alle ¢ [—R, R| zeigen konnen

|P(x) B 1‘ Konstante
" I
P
} (Z;) ‘ < 2z|"7F, falls n < k
x
P(.’B) 1 n—~k
| e | > 5]36\ , falls n > k.

Aufgabe 4.3 Koeffizienten an der Entwicklungsstelle

Beweisen Sie mittels Induktion fiir alle a € Q die binomische Formel
((l"-X)n :i n an—k:Xk
k=0 k ‘

Wenden Sie diese Formel auf X = a + (X — a) fiir a € Q an, um auf eine andere Weise als
in Aufgabe 2.1 zu zeigen, daf3 es b; € Q gibt mit

P(X) - P(a) =) b(X —a).
=1

Wir sagen auch, wir entwickeln das Polynom an der Stelle a. Wie hangen die Werte P(k’)(a)
der k-ten Ableitung von P an der Stelle a mit den Entwicklungskoeffizienten by, zusammen?



Aufgabe 4.4 Schmiegparabeln schneiden

Sei P € Q[X] ein Polynom vom Grad n > 3. Betrachten Sie die folgende “Schmiegparabel”
an der Stelle a gegeben durch

S(X) = P(a) + P'(a)(X — a) + %P”(a)(X _a),

Bemerken Sie, daB8 S(a) = P(a), S’(a) = P'(a), und S”(a) = P"(a) gilt. Ferner setzen wir
P""(a) # 0 voraus. Zeigen Sie, daf} es ein Polynom @, gibt, das die Gleichung

P-S=(X-a)P Q,
erfiillt. Verifizieren Sie Q,(a) # 0. Folgern Sie, daf} jede solche Schmiegparabel den Graph

von P beriihrt und durchquert. Prézisieren Sie die Aussage: Im allgemeinen (falls P”(a) # 0)
wird P besser von der Schmiegparabel beriihrt als von der Tangente.

Graph eines Polynoms mit Schmiegparabel
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Dozent: Hermann Karcher, Assistent: Georg Biedermann
Aufgabe 5.1 Produktformeln fiirs Differenzieren

(a) Seien f und g nm-mal differenzierbare Funktionen. Zeigen Sie fiir k¥ < n die Formel

£ ¥ =3 (1)@ o)

=0

(b) Leiten Sie fiir differenzierbare fi,..., f,, die Formel

(fi-- fo) (z) = Z A@) . fima(@) (@) figr (@) - fal)

her.

Aufgabe 5.2 Beste Approximationen

Seien f eine auf dem Intervall (o, w) n-mal differenzierbare Funktion und a € (o, w).

(a) Zeigen Sie, daf es ein eindeutiges Polynom 7}, , € Q[X] vom Grade < n gibt mit
Toola) = fla), T, 4(a) = f'(a), ... , T (a) = f™(a)

Das Polynom T;, , heilt Taylorpolynom vom Grad n bei a zu f. Speziell ist die Tangente T,
das Taylorpolynom 74 , vom Grad 1.

(b) Sei jetzt 2 < k+ 1 < n. Sei weiterhin K eine Zahl, so daf fiir alle z € (a,w) die
Ungleichung |f*+1) (z)| < K gilt. Zeigen Sie, daB fiir alle a,z € (o, w)

K
[f (@) = Tha(2)] < m’x —a|FH!

gilt. Insbesondere zeigt dies nochmal, daf3 die Tangente dasjenige lineare Polynom ist, das
als einziges f an der Stelle ¢ mit quadratischem Fehler approximiert.

Aufgabe 5.3 Induktion und Abschatzung

(a) Zeigen Sie mittels Induktion fiir alle n € N die Ungleichung

L 3 —
—n> < k<.



(b) Finden und beweisen Sie fiir alle n € N eine Formel fiir Y-, _; k% = gn® + ...
(c) Leiten Sie (a) noch einmal aus (b) her.

Aufgabe 5.4 Polynomfunktionen

Fassen Sie P,Q € Q[X] als Polynomfunktionen auf und nehmen Sie an, dafl ein C' € Q
existiert, so daf} fiir alle z € Q

[P(z) — Q)] <C

gilt. Zeigen Sie, daf} es ein A € (—C, C) gibt, so dafl die Gleichung P(x) = Q(z) + A erfiillt
ist.

20

20 ! ! ! ! ! ! ! J
-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

Taylorpolynome der Ordnungen 1, 3, 5
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Aufgabe 6.1 Wachsende Funktionen

Zeigen Sie fur differenzierbare f: f wachsend = f/ > 0.
Da die Werte f’(z) durch eine Eigenschaft charakterisiert sind und nicht aus f ’ausgerechnet’
werden, muf} dies indirekt bewiesen werden. — Woher kennen Sie die Umkehrung?

Aufgabe 6.2 Folgen und Nullfolgen

Welche der nachstehenden Folgen sind Nullfolgen (immer n € N), und warum?

(a) an, =1 fiiralle n mit (k— 1) +1 < n <k* und dann fiir alle k € N.

(b) a, = fL—T fiir ein festes (evtl. sehr grofies) = > 0.

(¢) an = ﬁ — > i jo?~1 fiir |z| < 1 . Differenzieren Sie die Summenformel fiir die
endliche geometrische Reihe; zeigen Sie zuerst a,, > 0. Ist {a,,} monoton?

(d) a9y = ﬁ und A2n+1 = 1-— m

(e), (f) Zeigen Sie fiir alle n € N die Abschitzung n'/™ < 1+2/\/n

— mit Hilfe der binomischen Formel.
— mit Hilfe einer quadratischen Taylorparabel (also mit dem Monotoniesatz).

(g) Mit Hilfe der Wachstumsrate f’/f wurde in der Vorlesung gezeigt: (1 + x/n)" ist
monoton wachsend in n. Zeigen Sie analog:
an(z) == (1 4+ x/n + 0.52%/n?)" ist fiir > 0 monoton in n.

Aufgabe 6.3 Folge der ersten n Mittelwerte

Zeigen Sie: Falls die Folge {a,}nen gegen den Grenzwert a konvergiert, so konvergiert
auch die Folge {b, },en der Mittelwerte der Anfangsstiicke der Folge {a,} gegen denselben
Grenzwert.

1 n
Definition: b, := — Zaj, Behauptung: limb,, = a.
n n

Es gibt einfache Beispiele dafiir, dafl die Umkehrung falsch ist. Finden Sie eines.



Aufgabe 6.4 Ableitung Rationaler Funktionen

Gegeben sei folgende Schar von Funktionen f(z) := (1 + ax + bz?)/(1 — (1 — a)z) .

(a) Differenzieren Sie f zweimal und bestimmen Sie a und b, so da§ f(0) = f/(0) = f”(0)
und f'(1) = f(1) erfiillt ist.

(b) Zeigen Sie (mit den a,b aus (a)), dal fiir 0 <z <1 gilt: f'(x)/f(z) < 1.

(c) Vergleichen Sie numerisch f(1), f(1/2)%, f(1/4)* und e!. Fillt Thnen eine Begriindung
ein, warum diese drei rationalen Werte die Zahl exp(1) so gut approximieren? Uberlegen
Sie zuerst, wie sich Fehler unter Quadrieren fortsetzen, dann warum f naher bei 0 viel
besser approximiert.

45 T T T T T

0 ! ! ! ! !
0 0.5 1 15 2 2.5 3

Approximationen der Exponentialfunktion nach Aufgabe 6.4c
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Aufgabe 7.1 Ein Taylorfeind

Sei die Funktion f gegeben durch f(x) := exp(—x2) fiir x # 0 und f(0) := 0.
(a) Zeigen Sie mit Hilfe von (0 <z = (1 + )" < e”) die Ungleichung:

0 < f(z) < n"x®"

(b) Berechnen Sie f’ und f” (fiir = 0 mit der Differenzierbarkeitsdefinition).

(c) Zeigen Sie, daB es fiir alle k € N eine rationale Funktion Ry (z) = Py(x)-273%, P, € Q[X]
gibt, so daf fiir alle 2 # 0 gilt: f*)(z) = Ry(x)f(x) (Induktionsbeweis).

(d) Zeigen Sie, dafB es fiir alle k € N Konstanten K}, gibt, so daf gilt:

Vae[-1,1]— {0} : |f®(2)] < K, - 22

Insbesondere gilt also f**1(0) = 0. Wie sehen die Taylorpolynome an der Stelle 0
aus?

Aufgabe 7.2 Splines - ohne Fehlerschranken, aber mit Basis

Sei § > 0. Sei Diff*(a — §,b+ 6) der Vektorraum aller auf dem offenen Intervall (a — &,b+ 6)

differenzierbaren Funktionen mit Werten in R.

(a) Betrachten Sie diejenige Abbildung, die einer Funktion f aus Diff ! den reellen Vektor
(f(a), f'(a), f(b), f'(b)) € R* zuordnet. Zeigen Sie, daB dies eine lineare Abbildung ist.

(b) Schrénken Sie diese Abbildung auf den Untervektorraum Pols[X] der Polynome vom
Grad < 3 ein und zeigen Sie, dafl diese eingeschrankte Abbildung injektiv ist. Bestim-
men Sie auflerdem explizit eine Basis von Pol3[X] auf die folgende Weise: Setzen Sie
drei der vier Komponenten des Bildvektors Null und die vierte Eins. Finden Sie ein
Urbild. Sie erhalten so vier linear unabhéngige (warum?) Polynome, also eine Basis fiir
P013 [X ]

(¢) Zeigen Sie, daB es zu einem gegebenen f € Diff'(a — §,b + &) genau ein Polynom vom
Grad < 3 gibt, dessen Funktions- und Ableitungswerte bei a, b mit f iibereinstimmen.

Funktionen, die stiickweise mit kubischen Polynomen tibereinstimmen und die an den Stiitz-
stellen (also den Stellen, an denen verschiedene kubische Polynome zusammen stofien) dif-
ferenzierbare Funktionen sind, heiflen Splines. Sie sind hervorragend geeignet fiir Interpola-
tionen.

Aufgabe 7.3 Folgen von Sehnensteigungen

Sei {7y, }nen eine Nullfolge mit r,, # 0 fiir alle n € N. Sei f eine auf (a,w) differenzierbare
Funktion und a € (a,w). Zeigen Sie zuerst: Es gibt eine Zahl n, € N so daf fiir n > n,



gilt a + 7, € (a,w). Zeigen Sie fiir diese n > n,, daf die Folge der Sehnensteigungen durch
(a, f(a)) und (a + r,, f(a + 7,)) gegen die Ableitung f’(a) von f im Punkt a konvergiert,

also
lim f(a’ + Tn) B f(a)

n—oo Tn

— f'(a).

Aufgabe 7.4 Kettenregel und Umkehrfunktionen

(a) Seien f,g9:R — R dreimal differenzierbar, und es gelte g o f = idg, fog = idg. Gib
"(v),q"(y),q" in Abhéngigkeit von (f(z), f'(x), f"(x), f"(z)) mit z = an.

(9'(W),9"(y), 9" (y gig 9y

b) Seien f(z) = z* und = Yy ; berechne ¢, g" einerseits mit der Kettenregel, ande-

( 9y Y 9.9 g
rerseits nach (a).

(c) Sei f =cos und a € [1/10,1]. Geben Sie die ersten drei Taylorpolynome der Umkehr-
funktion an der Stelle A := cos(a) an, vgl. Abbildung.

1.4 T T T T T T

12 .

0.8 .

0.6 .

0.4 .

0.2 I I I I I I
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

Bild des Graphen von cos, {(z,cos(z)); « € [-1,7/2]} und der ersten drei Taylorpolynome
der Umkehrfunktion. Diese sind als (T'(y),y) geplottet, obwohl man leider der Zeichnung
nicht sehr ansieht, ob die x-Achse auf die y-Achse, oder umgekehrt, abgebildet wird. Das
Bild der zweiten Taylorapproximation ist nur fiir die Richtung y — x Graph einer Funktion.
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Aufgabe 8.1 Auswahl von Teilfolgen und wichtige Argumente
Eine Menge M C C heifit beschrénkt, wenn es ein K > 0 gibt mit |m| < K fir allem € M.
(a) Sei M C C eine beschriankte unendliche Menge. Zeigen Sie, dafl man eine Folge {z,,} C
M auswihlen kann, fiir die x; # x; fiir © # j gilt und die konvergiert. Kann man etwas

dariiber aussagen, ob der Grenzwert in M liegt oder nicht?

Eine Folge {a, }nen in einer Menge M ist ein Abbildung a : N — M, n +— a, := a(n). Sei
¢ : N — N eine Abbildung. Die Verkniipfung a o ¢ der beiden Abbildungen

NENS M, ne agm)

ist wieder eine Folge. Wir nennen {a, ) nen eine Teilfolge von {a,}nen, wenn ¢ streng
monoton ist. Wir nennen {a,(,)}nen eine Umordnung von {a, }nen, wenn ¢ bijektiv ist.

(b) Beweisen Sie, dafl jede beschriankte Folge eine konvergente Teilfolge enthélt.
(¢) Zeigen Sie, daB fiir jede konvergente Folge in C auch jede Umordnung konvergiert, und
zwar gegen denselben Grenzwert.

Aufgabe 8.2 Produktregel fir komplex differenzierbare Funktio-
nen

Formulieren und beweisen Sie die Produktregel fiir komplex differenzierbare Funktionen.
Aufgabe 8.3 Potenzreihen

Sei P, (z) := Y_j_, axz" eine Potenzreihe mit |ay| < 1. Zeigen Sie, daB fiir jedes z € C mit
|z| < 1 die Folge {P,(z)}nen konvergiert. Beweisen Sie die von n unabhéngige Schranke

, 1
[P(2)] < m

Aufgabe 8.4 Komplexe Multiplikation
Wir betrachten den Ring der Gaufischen Zahlen Z[i] = {c € C | 3m,n € Z ¢ = m+ni} C C.

(a) Zeigen Sie, dafi dies tatséchlich ein Unterring von C ist.

(b) Zeigen Sie, dafl Z[i] ein euklidischer Ring ist. (Tip: Die fiir einen euklidischen Ring
geforderte Gradfunktion ist hier einfach das Quadrat des Betrags einer komplexen
Zahl. Betrachten Sie das Bild des Gitters Z + Zi unter Multiplikation mit einer Zahl.



Welcher Punkt eines Bildquadrates hat den gréffiten Abstand zum néachsten Eckpunkt
des Bildgitters?)

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
Multipliziere das Standard Quadratgitter mit 3+i

Multipliziert man das Standardgitter (es hat als Eckpunkte die Punkte in Z[i]) mit einer
Zahl ¢ € Z[i], so entsteht ein schrig liegendes quadratisches (!) Untergitter.
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Aufgabe 9.1 Die komplexe Funktion 1

Betrachten Sie die Funktion f : C\ {0} — C\ {0}, f(z) := 1. Zeigen Sie, daB z — 1 im
Definitionsbereich komplex differenzierbar ist.

Variieren Sie den fritheren Beweis, indem Sie verschiedene Moglichkeiten, die Konstanten zu
wéhlen, angeben: Finden Sie zu jedem ¢ € C — {0} und jedem r € R mit 0 < r < % ein
moglichst kleines K., > 0, so daf} fiir alle z € C gilt:

[z —cl < v =f(2) = fle) = f'(e)(z = )] < Keylz —cf?

Aufgabe 9.2 Folgen

Alle in dieser Aufgabe betrachteten Folgen seien Folgen in C. Formulieren Sie die folgenden
Aussagen in Quantorenschreibweise. Verneinen Sie anschliefend die Aussagen in Quantoren-
schreibweise, und geben Sie jeweils ein Beispiel an, fiir das Sie die verneinte Eigenschaft
nachweisen.

(a) Die Folge {ay,}nen ist beschrankt.

(b) Die Folge {a, }nen ist Nullfolge.

(¢) Die Folge {ay,}nen ist monoton.

(d) Die Folge {a,}nen ist konvergent.

Betrachten Sie jetzt zu einer Folge {b, },en die Folge der Partialsummen {B,, },en gegeben
durch B,, := >"}_, bk. Zeigen Sie:

{Bn }nen konvergiert = {by }ren ist Nullfolge
Geben Sie ein Beispiel, das zeigt, dal die Umkehrung nicht gilt.

Aufgabe 9.3 Teleskopsummen

(a) Sei {an}nen eine Folge in C. Beweisen Sie fiir alle natiirlichen Zahlen n > 2 die

Aussage:
n n

> (aps1 — ar) = apy1 — a1 bzw. appy =ar + Y (akp1 — ax)

k=1 k=1
Solche Summen nennen wir Teleskopsummen. Gilt diese Aussage in beliebigen Ringen?
(b) Zeigen Sie mit einer Folgerung des Schrankensatzes und log’(z) = 1/z die folgenden
Ungleichungen fiir alle n € N:

<log(n+ 1) —log(n) <

S|

n+1

Zeigen Sie mit Hilfe von (a), daf die Folge der Partialsummen S, :=Y_;_; + der harmoni-
schen Reihe nicht konvergiert.



(c) Zeigen Sie folgende Ungleichung, und folgern Sie die Konvergenz der linken Reihe.

"1 =, 1 1
Z;%iSZ;Qk—n"?

(d) Zeigen Sie den folgenden Satz von Euler:

n

1
Die Folge {ay, }nen, an :=logn — sz z ist konvergent.

Tip: Betrachten Sie die Teleskopsumme Y ;_,(ax — ag—1).
Aufgabe 9.4 Additionstheorem und Eindeutigkeitssatz

Ziel dieser Aufgabe ist es, einen Beweis fiir das folgende Additionstheorem anzugeben:
Vz,a € R sin(a + =) = sin(a) cos(z) + cos(a) sin(z)
Wir gehen dabei folgendermafien vor. Bekanntlich 16st Sinus die Differentialgleichung
() f"+f=0.

Wenn eine zweimal differenzierbare Funktion f eine Losung von (x) ist, so nennen wir f(0)
und f/(0) ihre Anfangswerte.

(a) Zeigen Sie, dafl jede Losung der Gleichung () auch die folgende Gleichung erfiillt:
(f)? + f* = const., ausfithrlicher 3¢ € RVz € R f'(2)* + f(z)* = .

(Diese Gleichung ist der Energieerhaltungssatz. Bis auf einen Faktor % entspricht (f/)? der
kinetischen und f? der potentiellen Energie eines harmonischen Pendels.)

(b) Seien g und h zwei Losungen der Differentialgleichung. Zeigen Sie mit Hilfe von (a),
dafl g und A schon gleich sind, wenn ihre Anfangswerte tibereinstimmen.

(c) Beweisen Sie mit Hilfe von (b) das Additionstheorem, indem Sie nachweisen, dafl beide
Seiten des Additionstheorems Gleichung (x) erfiillen und dieselben Anfangswerte haben.

hexagon grid (1+2).*(1+z)
ir 2.5

08f B

0.6 1.9

04f 4

02 osk

0r o

02} ]

-0.4 -

-0.6 -

-0.8 -

T 05 o 05 . o 1 2 3 7 5
Diese Bilder veranschaulichen das Verhalten der Funktion (1 + z)2. Die Stelle, an der der
120°-Winkel verdoppelt wird, ist die Nullstelle der Ableitung.
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Aufgabe 10.1 Argumentieren Sie mit der Definition einer Null-
folge!

Betrachten Sie Folgen in C, und zeigen Sie sorgfaltig die folgenden beiden Aussagen.
(a) Die Summe zweier Nullfolgen ist eine Nullfolge.
(b) Das Produkt einer Nullfolge mit einer beschrénkten Folge ist eine Nullfolge.

Sei {an, }nen eine reelle Folge mit a,, > 1 fiir alle n € N. Zeigen Sie die Aquivalenz der beiden
folgenden Aussagen:

(¢) Die Folge {a;, }nen ist beschrankt.

(d) Fiir jede Nullfolge {c, }nen ist die Folge {aycy, }nen eine Nullfolge.

Aufgabe 10.2 Das Bild der reellen Exponentialfunktion

(a) Sie kennen die definierende Differentialgleichung und die Taylorreihe der Exponential-
funktion. Leiten Sie aus exp’ = exp die Funktionalgleichung e*? = e%¢® her.

(b) Zeigen Sie, dafl das Bild der Exponentialfunktion exp : R — R in Ry := {z € R|z > 0}
liegt. (Tip: Schétzen Sie zuerst die Werte fiir x > 0 mit Hilfe der Definition ab.)

(c) Zeigen Sie jetzt unter Verwendung des Zwischenwertsatzes, dafl die Exponentialfunktion
surjektiv auf R4 abbildet.

Aufgabe 10.3 Komplexe Exponentialfunktion

Die Eulersche Formel fiir die komplexe Exponentialfunktion lautet:
VzeC e® =cosz+isinz (%)

Beweisen Sie (%) zum einen mit den Potenzreihendarstellungen und zum anderen, indem Sie

die Funktion o
COS z +18In z

eiz

ableiten und die Konsequenzen des Schrankensatzes benutzen.

Beweisen Sie auch die Formel
Vz€C (cosz)? + (sinz)? =1

auf zwei verschiedene Weisen, einmal durch Differenzieren der linken Seite, und ein zweites
Mal als Folgerung aus (*). (Tips fiir den zweiten Weg: |z|?> = zZz; warum ist exp(z) =

exp(z)?)




Aufgabe 10.4 Fixpunktsatz fiir kontrahierende Selbstabbildungen

Wir nennen eine Teilmenge M C C vollstandig, wenn jede Cauchy-Folge aus M in M
konvergiert, d.h. wenn fiir jede Folge, deren Glieder alle in M liegen und die eine Cauchy-
Folge ist, auch ihr Grenzwert in M liegt.

Wir nennen eine Abbildung f : M — C kontrahierend, wenn ein 0 < L < 1 existiert, so
daB fir alle  und y aus M die Ungleichung

[f(x) = f(y)| < Llx -y
gilt. Wir nennen f eine Selbstabbildung, wenn f(M) C M gilt.

(a) Zeigen Sie, daBl eine kontrahierende Selbstabbildung einer vollstdndigen Teilmenge M
von C genau einen Fixpunkt besitzt, d.h. dafl es ein x € M gibt mit f(x) = x. Betrachten
Sie dazu zu einem beliebigen ¢ € M die Folge {c, }nen mit ¢g := ¢ und ¢, := f(cp—1),n >
0. Zeigen Sie, daf} alle Folgen dieser Form gegen x konvergieren. (Tip: |c,411 — ¢n| <7,
geometrische Reihe zum Majorisieren.)

(b) Sei U C C eine offene Teilmenge. Sei f : U — C eine komplex differenzierbare Funktion,
und sei A C U eine konvexe und vollsténdige Teilmenge, auf der |f'| < ¢ < 1 gilt, d.h. fir
alle z € A gilt |f'(2)] < q¢ < 1. Zeigen Sie, dal f auf A kontrahierend ist. Besitzt f dann
auch notwendigerweise einen Fixpunkt? (Beweisversuch oder Gegenbeispiel?)

(c) Zeigen Sie, dafl die Abbildungen f:R; — Ry, f(x) = %H und g:Ry — Ry, g(z) =7
einen Fixpunkt haben. Berechnen Sie den Fixpunkt von f explizit, aus der Definition von f.
Berechnen Sie auch einige Elemente der Iterationsfolge, die bei ¢y = 1 beginnt; man nennt
diese Folge, die gegen den Grenzwert konvergiert, einen Kettenbruch. (Tip fiir g: Betrachten
Sie das Intervall [0.1, —log0.1].)

1+

0.8

0.6

05 0.4+

0.2

ok

-02 -

0.5 - 0.4 -
06 -
08

a1+

1 1 1 1 1 1 1 I
-1.5 -1 1 15 l -1 -0.5 0 0.5 1

Bilder des gepflasterten Sechsecks mit Einheitskreis (Blatt 9) unter z — 2z — 23/3 und unter
2z +— 2z — 27/7. In welchen Punkten ist f/(z) = 07
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Aufgabe 11.1 Polarkoordinaten

(a) Zeigen Sie, daf sich jede komplexe Zahl z # 0 eindeutig darstellen lifit als z = re®¥
mit » € Ry und 0 < ¢ < 27. Wir nennen dies die Polarkoordinatendarstellung der
komplexen Zahl z.

(b) Betrachten Sie die Abbildung exp : C — C* := C — {0}. Zeigen Sie, daf die Exponen-
tialfunktion ein surjektiver Gruppenhomomorphismus der additiven Gruppe (C, +) auf
die multiplikative Gruppe (C*,-) ist. Bestimmen Sie den Kern der Abbildung.

(Tip: e*T% = e*(cosy + isiny))

(c) Sowohl die reelle, als auch die imagindre Achse sind Untergruppen von (C, +). Bestim-

men Sie deren Bild unter dem Gruppenhomomorphismus exp.

Aufgabe 11.2 Umkehrfunktionen von Potenzreihen

Die Funktion Tangens ist definiert durch tan z := % fiir 2 € C und cos z # 0. Wir schauen

uns an, welche Eigenschaften eine Umkehrfunktion haben muf}, wenn sie denn existiert.

(a) Geben Sie zuerst das maximale Definitionsgebiet des Tangens an (Tip: 3 (e + e %) =
cos z) und zeigen Sie die Differentialgleichung des Tangens:

tan’ = 1 + tan?

(b) Folgern Sie, dafl jede Umkehrfunktion U des Tangens die folgende Gleichung erfiillt:

1

o) —
U'(w) = Tl

Mit Hilfe der geometrischen Reihe erhalten Sie eine Potenzreihe fiir U’. Zeigen Sie, dafl
diese Reihe fiir |w| < 1 konvergiert und fiir |w| > 1 nicht konvergiert.

(c) Definieren Sie U, indem Sie “wie bei Polynomen” eine Stammfunktion der Potenzreihe
aus (b) angeben. Warum ist U(0) = 0 wichtig? Wo konvergiert die neue Potenzreihe?
Zeigen Sie, dafl U wirklich eine Umkehrfunktion des Tangens ist. Kénnen Sie sich eine
Umkehrfunktion mit groflerem Definitionsgebiet vorstellen? Umkehrfunktionen, die bei
w = 0 den Wert 0 haben, heiflen Arcustangens. Wir und andere schreiben arctan.

(d) Folgern Sie aus den Additionstheoremen fiir sin und cos das fiir tan. Folgern Sie aus
tan(§) = 1 auch 7 = arctan(1/4) + arctan(3/5). (Puzzle: 1 liegt nicht im Konvergen-
zkreis von U, aber U(1) ist eine konvergente Leibnizreihe. Gilt T =1—3+1—-1+..7)

Aufgabe 11.3 Konvexe Funktionen

Wir nennen eine Funktion f : (a,b) — R konvex, wenn fiir alle z1,z,25 € (a,b) mit z; <
x < x9 die Ungleichung

To— T T — T

fz) < fw1) +

T2 — X1 T2 — X1

f(z2)



erfiillt ist.
(a) Zeigen Sie: Eine Funktion ist genau dann konvex auf (a,b), wenn fiir je zwei Punkte
21,29 € (a,b) mit 21 # 29 und jedes A € (0,1) die folgende Ungleichung gilt:

FOz1 + (1= N2z2) < Af(z1) + (1= \)f(22).

(b) Charakterisieren Sie konvexe Funktionen umgangssprachlich. Veranschaulichen Sie sich
dazu den Graphen der rechten Seite der beiden Ungleichungen.

Sei jetzt f auf (a,b) zweimal differenzierbar. Zeigen Sie die Aquivalenz der folgenden drei
Aussagen:
(i) f ist konvex.
(ii) f’ ist monoton wachsend.
(iii) f” >0, d.h. Yz € (a,b) f'(x) > 0.

Aufgabe 11.4 Einfache Naherungen fir das Integral

Sei f : R — R eine Funktion, und seien a,b € R mit a < b. Wir betrachten

fla) + f(b)

STrs(a,b) = 5 (b —a),
TTrs(a,b) == f(a;b)(b— a).

Dies sind die Flacheninhalte des Sehnentrapezes und des Tangententrapezes von f zwischen
a und b. Sei F' eine Stammfunktion, also F' = f. Zeigen Sie:

f konvex = TTrs(a,b) < F(b) — F(a) < STr¢(a,b).

Graph f mit stiickweise linearer Approximation und maximalem Fehler, Stammfunktion F
von f und stiickweise quadratische Stammfunktion der Approximation.
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Aufgabe 12.1 Abbildungsnorm fiir lineare Abbildungen

Seien (V.| |,,) und (W,] |, ) normierte Vektorraume iiber R oder C. Dann kénnen wir auf
dem Vektorraum der linearen Abbildungen V' — W — d.h., nach Wahl von Basen von V' und
W, auch auf dem entsprechenden Matrizenraum — die Abbildungsnorm definieren:

(%) [A]] == sup{|Avly,; v €V, v, <1}

Um dieses Supremum hinschreiben zu konnen, miissen Sie zunéachst eine obere Schranke

fiir die rechts stehende Teilmenge von R angeben. Wir zeigen das fiir d-dimensionale Vek-

torrdume V' mit Basis vy,...,v4 bei Verwendung der Wiirfel- oder Maximumnorm |v|g :=

max{|xg|; v = Z?:l Tpvgt, d < oo.

(a) Finden Sie (z.B. wie in der Vorlesung) zu einer linearen Abbildung ( bzw. Matrix)
A :V — V des d-dimensionalen Vektorraums V ein S > 0, so daf fiir alle v € V' gilt:

|Av|g < S - |v|n  (Beachte: Av = Zxk - Avg)

(b) Wegen (a) kann Definition (x) fiir Wiirfelnormen gemacht werden (fiir V' # W &hnlich).
Folgern Sie: |Avlg < ||l - [ola, A+ BJ| < |A]l + B, |40 BJ < ||| *|B].

(¢) In der Vorlesung wurde gezeigt: Eine beliebige Norm | |, auf V' ist dquivalent zu jeder
Wiirfelnorm (passende Worte zu: ¢| |op < | |u < C| |g). Rechtfertigen Sie damit
Definition (x) fir | |-

Aufgabe 12.2 Normen und Cauchyfolgen von Matrizen

Wir verwenden auf C? Thre Lieblingsnorm und nach 12.1 () auf Mgy q(C) die zughdrige
Abbildungsnorm und die Ungleichungen 12.1 (b).

Es sei A € Mgxq(C). In welchen der folgenden Beispielen handelt es sich um Cauchy-
Folgen? Begriinden Sie IThre Antwort und geben Sie bei Konvergenz evtl. den Grenzwert,
auf jeden Fall eine gute Abschéatzung fiir den Abstand zum Grenzwert an.

(1) (an)n mit a, == (A/(1+ HAH))”, und A4, := >, a.

(2) (bn)n mit by, :== A", ||A|| <1; und B, :=1I4+> ,_, bx; B := (Ig— A)B,.

(3) (cn)n mit ¢, := A™, A # I; und ||A]| > 1. (Ist die Antwort fiir jedes solche A 'nein’?)

(4) (en)n mit e, := I+ > p_;(—1)*AF/kl. Der Grenzwert heifit exp(—A).

Aufgabe 12.3 Iterationsverfahren fiir die Nullstelle von sin

Wir verwandeln das Problem, Nullstellen einer Funktion f zu finden, in ein Fixpunktproblem

fiir
h(z)::z—l—M zeC

9(2)’
und versuchen g so zu wéahlen, daf |h’'| < ¢ < 1 in der Nihe der Nullstelle z, von f gilt, so
daBl die Voraussetzungen des Fixpunktsatzes 10.4 erfiillt sind. Wir wollen folgendes Beispiel



diskutieren: h(z) := x +sin(z), x € R. Probieren Sie zuerst mit dem Taschenrechner aus,

wie schnell die rekursiv definierte Folge xg € [2,3|, zp+1 := h(z,) = 2, +sin(z,) gegen den

Fixpunkt x, = m = h(m) konvergiert. (Bez.: x reel in (b),(c), z komplex in (a),(d))

(a) (Newton Verfahren) Es sei f(z.) = 0, f/(z«) = 1 und |f"(2)| < 8, falls |z — z,| < 1.
Zeigen Sie fiir die Wahl ¢ = —f’, daBl h in der Scheibe {z; |z — zi| < 0.04} eine
kontrahierende Selbstabbildung ist. Warum ist h auf kleineren Scheiben besser kon-
trahierend? — Beachten Sie, wie klein der Konvergenzbereich ist.

(b) (Modifiziertes Newton Verfahren). Sei f := sin und 7 als erste Nullstelle z, > 0 von
sin definiert. Folgern Sie zunéichst (z.B. mit dem Zwischenwertsatz und der Differen-
tialgleichung) sin’(7) = —1. Setzt man g(z) := 1 = —f’(x.), so 1a8t sich h einfacher als
in (a) ausrechnen, und eine Schranke < 1 fiir 4 ergibt sich ebenfalls leichter als in (a).
In welchem Intervall um 7 konnen Sie zeigen, dafl h kontrahierend ist?

(c) Die experimentelle Konvergenz von x,41 := z, + sin(x,) ist so schnell, daf§ sie nicht
durch die Diskussion in (b) erklért wird. Beachten Sie: = € (5, 2F) = arcsin(sin(z)) =

m — x. Begriinden Sie mit dem quadratischen Taylorpolynom von arcsin bei 0, warum
die Konvergenz so viel besser als erwartet ist. Tip: Betrachten Sie auch d as kubische
Taylorpolynom von arcsin bei 0, probieren Sie 1 := x,, + sin(z,) + %sin(xn)?’ aus.
(d) Die Differentialgleichung sin” = — sin und die Symmetrie sin(7 — z) = sin(z) gilt auch
in C. Modifizieren Sie Ihre Argumente in (b) und geben Sie eine Kreisscheibe um 7 € C

an, in der h(z) := z + sin(z) kontrahierend ist.
Aufgabe 12.4 Intervallschachtelung fiir die Wurzelfunktion

Sei g1(x) := (14+x)/2 (x > 0), betrachte die folgenden rekursiv definierten Funktionenfolgen:

z 94() + fi(x)

fi(@) = — gia(e) = LD L)
.7( ) g](x) J+1( ) 2

Zeige, dafB fir jedes feste x > 0 durch { [fi(z),gk(z)] }ken eine Intervallschachtelung
gegeben ist. Wie folgt /= € [fr(z), gr(z)] fiir jedes k € N aus der Definition von f;?

i=12,...

0.9 T T T T T T T T T

0.8 b
0.7 B
0.6 B
0.5F b
0.4 .
0.3F B
0.2 b
0.1F b

0

0.1 | | | | | | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 1.6 1.8 2

Stiickweise lineare Funktionen, deren Graphen iiber jedem Intervall [a,b] die Lénge 2(b —
a) haben. Der Graph der Grenzfunktion 0 hat aber nur die Léngen (b — a), die Langen
der approximierenden Graphen konvergieren also nicht gegen die Lénge des Graphen der
Grenzfunktion.
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Aufgabe 13.1 Nichtstetige Ableitung, aber iiberall definiert
Wir betrachten die Funktion

1
x?sin = fiir x # 0
fa) = :
0 firz=0

Zeigen Sie, dafl f auf R differenzierbar ist und berechnen Sie die Ableitung. Zeigen Sie,
dafl die Ableitung bei 0 nicht folgenstetig ist, indem Sie zwei Nullfolgen {p, }, {¢,} angeben,
so daf die Folgen der Funktionenwerte {f’(p,)},{f (¢n)} gegen 1 bzw. —1 konvergieren.
Zeigen Sie auch, dafi die Kehrwerte y der Nullstellen von f’, f/(1/y) = 0, die Gleichung
Y
t = =
any = g

erfiillen, und beweisen Sie mit dem Zwischenwertsatz, daf es eine Nullfolge {r, },en gibt, so
dafl die Folge {f'(r,)}nen die konstante Nullfolge ist. (Tip: tan ist periodisch.)

Aufgabe 13.2 Regeln zum Differenzieren und Integrieren

(a) Leiten Sie aus der Produktregel fiir das Differenzieren die Formel fiir partielle Integration
her. Seien dazu f und g reellwertige differenzierbare Funktionen mit Lipschitz-stetigen
Ableitungen. Seien a und b mit a < b im Definitionsbereich von f und g. Zeigen Sie:

b b
F()g(b) — f(a)g(a) = / £ (@)g(z)dz + / f(2)g (2)da

(b) Leiten Sie fiir streng wachsendes ¢ die folgende Formel her (s. Abbildung am Schlu8):

»(z)

rp(e) — apla) = [ "oty + / e,

wobei ¢! die Umkehrfunktion von ¢ sein soll. Fiir die Behandlung dieser Aufgabe diirfen
Sie ¢ und ¢! als Lipschitz-stetig voraussetzen. Leiten Sie dazu beide Seiten der Gleichung
ab, wobei Sie die Substitutionsregel benutzen, oder, bezeichnen Sie mit F' eine Stammfunk-

tion von ~!, driicken Sie das zweite Integral mit Werten von F aus und differenzieren
Sie.

Aufgabe 13.3 Eine Kurve im Raum der Matrizen
Die Kurve t € R, t — exp(tA) :=I3+> oo, é—ftk im Raum der quadratischen d x d-Matrizen

tiber R ist differenzierbar und hat bei ¢ die Ableitung A exp(tA).
Tip: Die Teilsummen der Reihe konnen Sie leicht nach ¢ differenzieren.



Aufgabe 13.4 Linearisieren von Matrixpotenzen

Sei A € Myxq(R) gegeben. Betrachten Sie (A + X)™ : Mgxq(R) — Mgxq(R) als Funktion
in X. Zeigen Sie — zuerst fiir n = 2, n = 3 —, daf} sich diese Funktion schreiben 143t als

(A+X)" := A"+ lin(X) + R(X).
Dabei sei lin eine Funktion, die nur linear von X abhangt, d.h. es gilt
VA peRVXy, Xo € Mgya(R) lin(AXy 4+ pX2) = A lin(Xy) + p lin(Xs)
und R(X) sei der Restterm (die Abweichung, der Fehler), fiir den gilt:
3C>036>0VX € Mgxa(R) : || X|| <= ||RX)| <C|X]|>

Wie bei (reellen oder komplexen) Polynomen brauchen Sie sich mit § nicht viel Miihe zu
geben, und ebenfalls wie bei den schon behandelten Polynomen hiangt C' von der Stelle A
und von der Wahl von ¢ ab. Beachten Sie, daf§ i.a. AX # XA !l

Man schreibt auch manchmal R(X) = O(||X]|?) statt |R(X)|| < C|| X]|?.

Puzzle: Konnen Sie die Ableitung einer Funktion f : Mgxqa(R) — Mgxq(R) definieren?

0 1 ! ! ! ! !
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

Zu 13.2 (b). Das Integral von f: @ ist gestreift veranschaulicht, mit A = p(a), B = ¢(b)

veranschaulicht die punktierte Flache das Integral ff ¢~ . Man kann also 13.2 (b) schon
mal glauben, das erleichtert den Beweis.
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Aufgabe 14.1 Differenzierbarkeit von Produktkurven

Seien (V| |,,) und (W, ] |, ) normierte Vektorrdume tiber R oder C. Sei Il : V xV — W eine
bilineare Abbildung. Es gebe weiterhin ein C' > 0, so daf} fiir alle v,v € V die Abschétzung

(v, 0),y < Clol, [0

v

gilt. Jede solche Abbildung nennen wir Produkt, z.B. Skalarprodukt, Kreuzprodukt, Ma-
trixprodukt ... Fiir a < b seien auerdem fi, fs : (a,b) — V zwei auf (a,b) differenzierbare
Kurven. Zeigen Sie, dal dann auch die Produktkurve II( f1, f2) : (a,b) — W (definiert durch
II( f1, f2)(t) := I (f1(t), f2(t)) ) auf (a,b) differenzierbar ist und dafl die Ableitung gegeben
ist durch

(IL(f1, f2))" = IL(f1, f2) + (1, f2)-

Aufgabe 14.2 Stetige Funktionen und dichte Mengen

(a) Seien f und g zwei stetige Funktionen von R nach R, die auf Q tibereinstimmen, d.h.

VeeQ f(q) =g(q).

Zeigen Sie, dafl die Funktionen dann schon gleich sind, also fiir alle x € R iibereinstimmen.

(b) Sei h eine auf Q definierte reellwertige Funktion, die auf Q Lipschitz-stetig mit Dehn-
ungskonstante L ist, d.h.

h:Q—=RundVp,qecQ |h(p)—h(q)] <Llp—q|

Zeigen Sie, daf} es eine eindeutige stetige Fortsetzung von h auf R gibt, und dafl diese
Fortsetzung wieder Lipschitz-stetig mit Konstante L ist, d.h. (3!: “es gibt genau ein*)

A H:R—-R,Hlg=h,Vz,yeR |H(zx)— H(y)| < L|z —y|.

Aufgabe 14.3 Partielle Integration und Substitution

(a) Zeigen Sie, dafl die Funktion z"e” eine Stammfunktion der Form P, (x)-e” besitzt, wobei
P,(Y) = Z?:o a;,Y" ein Polynom n-ten Grades ist. Geben Sie eine Formel fiir a;, an,
zuerst fiir n = 1, dann weiter mit Induktion. (Tip: Uberschrift)

(b) Differenzieren Sie log o f und finden Sie damit eine Stammfunktion fiir tan. Differenzieren
Sie arctan of und finden Sie eine Stammfunktion fir

T
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Aufgabe 14.4 Die Beschreibung des rollenden Rades

Wir nennen die Kurve roll : R — R?
roll(t) :=r - (wt + sin(wt), 1 — cos(wt)), r=1

Rollkurve oder Zykloide, denn sie beschreibt die Bewegung eines Punktes auf dem Rand
eines auf der x-Achse mit der Geschwindigkeit rw rollenden Rades. Geben Sie zu jedem
Zeitpunkt t die Weglidnge an, die dieser Punkt zuriickgelegt hat, d.h. berechnen Sie die
euklidische Bogenldnge der Rollkurve bis zum Zeitpunkt ¢. (Tip: Sie kénnen das Thnen

bekannte Additionstheorem 1+ cos a = 2(cos %)2 verwenden, und den Satz des Pythagoras.)

TR
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Zu Aufg. 14.4, eine Zykloide mit fiinf Positionen des rollenden Rades.

Zwei Approximationen der e-d-stetigen Kochsche Schneeflockenkurve.
Zue=3""1ist 6 = 47" eine geeignete Wahl. Diese Kurve ist nirgends differenzierbar. Sie
besitzt jedoch eine differenzierbare Stammfunktion. Die Lange wird mit jedem Approxima-
tionsschritt um den Faktor 4/3 langer, links sind die zwei ersten Schritte gezeigt, rechts die
Aproximation zwei Schritte weiter.



