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Alle Aufgaben sind 4 Punkte wert.

Aufgabe 1. Seien f € C®°(M,N), w € Q¥(N) und n € QY(N). Dann gilt
(i) f*wAn)=f'wAf'n und
(i) d(f*w) = f*(d).

Aufgabe 2 (De Rham-Kohomologie des 2-Torus.). Es sei T? = R?/Z2.
(i) Begriinde, warum H°(T?) = R.

ii) Es sei w = o(z,y)dx + ¥(x, € , d.h. @ un sin -periodisch. Es
(i) Es sei w = p(z,y)dz + ¢(z,y)dy € Q1(T?), d.h. ¢ und ¢ sind Z*-periodisch. E
sel w geschlossen. Zeige, dass dann die Funktionen

1 1
yH/O o(a,y)da’, xH/O Y(z,y)dy'

(iii) Es sei w wie oben. Zeige, dass w genau dann exakt ist, wenn

konstant sind.

1 1
/ o(z',0)dz’ = 0 und / ¥(0,y")dy’ = 0.
0 0

Man folgere, dass H'(T?) = R[dz] ® R[dy].

(iv) Es sei w = f(z,y)dx A dy eine 2-Form, d.h. f ist Z2-periodisch. Zeige, dass w

genau dann exakt ist, wenn
/ / f(z,y)dxdy = 0.

Folgere, dass H?(T?) = R[dx A dy].

Hinweis zu (iv): Man betrachte die Form n = ¢(z,y)dx + ¢ (z, y)dy mit

fx y)da'dy',  (x,y) = xf(w’,y)dx'—:v 1f(ﬂc’,y)cl:v’
0 0

Wann ist 7 eine glatte 1-Form auf T??

Aufgabe 3. (i) Essei (M, g) eine orientierte m-dimensionale Riemannsche Mannig-
faltigkeit und N C M eine orientierte Hyperflache. Die Einschrankung von g auf
den Tangentialraum von N liefert eine Riemannsche Metrik von N.

Es sei X das Finheitsnormalenfeld an N, d.h. es gelte fiir alle p € N:



(1) X(p) L T,N und || X(p)|| = 1.
(2) Bilden ey, ...,e,—1 eine orientierte Basis von T,V so sind X (p),e1,...,en—1
eine orientierte Basis von T, M.

Zeige, dass fir alle p € N
voly (p) = int x () (volar(p)).

(ii) Es sei n € Q*(R"!) gegeben durch

n+1
n= Z(—l)jﬂxj dz' Ao Adxd Ao A da T
j=1

und i: S™ — R"*! die natiirliche Einbettung. Folgere aus (i), dass i*n € Q"(S™)
das orientierte Volumenelement der n-Sphére ist.

Aufgabe 4 (Poincaré-Lemma fiir de Rham-Kohomologie mit kompaktem
Trager). Es sei Qo(M) := {w e QM ‘ supp w kompakt} fiir eine glatte Mannig-

faltigkeit M. Offenbar gllt d(QB(M)) C QB (M). Wir setzen
HE(M) = (kerd: Q5(M) — Q5P (M) /(imd: (M) — Q§(M).
Man beachte, dass jede Form w € Qy(M x R) von der Form
w=wi(t) +wa(t) Ndt
ist, wobei w; € C§°(R, Qp(M)). Es sei n € Q§(R) mit [ = 1. Setze:
R

(a) pe: Q5(M X R) — ngl(M), pww = [wa(s)ds, “Integration entlang der Faser”.
R

(b) ex: Qg_l(M) — (M xR), exw:=wAn=mn(t) wAdt.

(c) K: Qb(M x R) — ngl(M x R), Kw := (—l)p( [ wa(s)ds _IR[WQ(S)dS -_f n).

—0o0

Man zeige:

[

0, k=0
(1) HF(M) ist eine Diffeomorphie-Invariante und H¥(R) = { ' ’

R, k=1
(1) do = dun (8) + ((—1)P22(8) + dun(t)) A d.
(iii) ps: Qo(M x R) — Qo(M) ist ein Komplexhomomorphismus vom Grad —1.
(iv) es: Qo(M) — Qo(M x R) ist ein Komplexhomomorphismus vom Grad +1.
(v) exopy,— Id = do K+ Kod, psoe,=1d.
(vi) Folgere, dass p, einen Isomorphismus

H(p.): HF(M xR) = HE Y (M)

0, k<mn,

induziert. Mit (i) gilt insbesondere H¥(R") =
R, k=n.

Aufgabe 5. Beweise das Schlangenlemma.



