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Alle Aufgaben sind 4 Punkte wert.

Aufgabe 1. Beweise mit Hilfe des Morse-Lemmas (siehe z.B. Milnor: Morse-Theory),
dass für eine Morse-Funktion f : M → R und einen nicht-entarteten kritischen Punkt
p von f gilt

ind(gradp(f)) = (−1)ind(Hessp(f)).

Aufgabe 2. Seien α, β ∈ Z
n
+ Multiindizes. Wir setzen β ≤ α, falls βi ≤ αi für

i = 1, . . . , n. Definiere α! := α1! · . . . · αn! und
(

α
β

)

:= α!
β!(α−β)! für β ≤ α. Zeige

Dα(fg) =
∑

β≤α

(

α

β

)

(Dβf)(Dα−βg).

Aufgabe 3. Zeige:

(i) Für Ω0(Rn) = C∞(Rn) ist ∆ = −
n
∑

i=1

∂2

∂x2
i

.

(ii) ∗∆ = ∆∗.

Aufgabe 4. Sei M eine geschlossene Mannigfaltigkeit. Zeige, dass die nicht-entartete
Bilinearform

〈α, β〉 :=

∫

M

α ∧ ∗β, α, β ∈ Ωp(M)

symmetrisch und positiv definit ist.


