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Aufgabe 1. Nur wahr oder falsch oder Enthaltungen sind mögliche Ergebnisse (es sind
je Aufgabenteil ± 2 P., insgesamt mindestens 0 P. und höchstens 10 P. erreichbar)

a) Für jedes k ∈ N sei Mk ⊆ R
n eine kompakte Menge. Dann ist die Vereinigung

⋃

k∈N
Mk ⊆ R

n messbar.

b) Es sei A ⊂ R
n eine Borel-Menge und n ≥ 2. Für alle α > 0 gilt dann λ(αA) = αλ(A).

c) Es sei (fn) eine Folge integrierbarer Funktionen fn : [0, 1] → R, welche gleichmäßig
gegen eine Funktion f : [0, 1] → R konvergiert. Dann ist f integrierbar und es gilt
‖fn − f‖1 → 0 (n → ∞).

d) Die Menge {et(cos t, sin t) : t ∈ R} ⊂ R
2 eine Lebesgue-Nullmenge.

e) Es seien (X,A, µ) und (Y,B, ν) Maßräume und Q ∈ A ⊗ B. Dann gilt Qx ∈ B für
alle x ∈ X.

Aufgabe 2. (10 P.)
Beweisen oder widerlegen Sie: Für n ∈ N ist die Funktion

f : R
n → R, f(x) =

{

1
|x|n log2(|x|)

falls |x| > 2,

0 falls |x| ≤ 2.

integrierbar.

Aufgabe 3. (4 P.)
Formulieren Sie den Satz von Lebesgue über die dominante Konvergenz.

Aufgabe 4. (10 P.)
Beweisen Sie, dass die Funktion B : (0,∞) × R

n → R, definiert durch

B(t, x) = t−
n

2 e−t− |x|2

4t

integrierbar ist und bestimmen Sie das Integral
∫

(0,∞)×Rn B(t, x)dλ(t, x).

Aufgabe 5. (12 P.)

a) Es sei (X,A, µ) ein Maßraum und f : X → [0,∞) sei integrierbar. Zeigen Sie, dass
für jedes n ∈ N die Funktion

fn(x) := n log(1 + f(x)/n)

nichtnegativ und integrierbar ist.

b) Zeigen Sie

lim
n→∞

∫

X

fn(x)dµ(x) =

∫

X

f(x)dµ(x).

Sie können log(1 + x) ≤ x sowie (1 + x/n)n → ex für n → ∞ und x ≥ 0 als bekannt voraussetzen.

– bitte wenden –



Aufgabe 6. (10 P.)
Berechnen Sie das Integral

∫ π

2

0

∫ π

2

x

sin(y)

y
dy dx

mit Hilfe des Satzes von Fubini zur Vertauschung der Integrationsreihenfolge.

Aufgabe 7. (10 P.)
Wir definieren für n ∈ N und x ∈ (0, 1)

fn(x) = nχ[2−n,21−n)(x).

Zeigen Sie, dass f(x) =
∑∞

n=1 fn(x) eine integrierbare Funktion f : (0, 1) → R definiert.

Aufgabe 8. (14 P.)

a) Es sei S = {(x, y) ∈ R
2 : x > 0, y > 0, x + y < 1}. Zeigen Sie, dass die Abbildungs-

vorschrift
φ(u, v) = (u(1 − v), uv)

einen C1-Diffeomorphismus φ : (0, 1)2 → S definiert.

b) Es sei S = {(x, y) ∈ R
2 : x > 0, y > 0, x + y < 1}. Bestimmen Sie

∫

S

1√
x + y

dλ(x, y).

Aufgabe 9. (10 P.)
Berechnen Sie das Oberflächenmaß von

M = {(x, y, z) ∈ R
3 : x2 + y2 < 4, z = x2 − y2}.

Aufgabe 10. (10 P.) Es bezeichne B1(0) = {(x1, x2) ∈ R
2 : x2

1 + x2
2 < 1}. Berechnen Sie

das Integral
∫

∂B1(0)

〈F (y), y〉 dS

für das Vektorfeld

F (x1, x2) =

(

x3
1 − x2

2

x3
2 − x1

)

durch Anwendung des Integralsatzes von Gauß.


