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Aufgabe 1. Nur wahr oder falsch oder Enthaltungen sind mogliche Ergebnisse (es sind
je Aufgabenteil 4+ 2 P., insgesamt mindestens 0 P. und hochstens 10 P. erreichbar)

a) Fir jedes k € N sei M C R" eine kompakte Menge. Dann ist die Vereinigung
Ukeny Mi € R™ messbar.

b) Essei A C R" eine Borel-Menge und n > 2. Fiir alle a > 0 gilt dann A(aA) = aA(A).

c) Es sei (f,) eine Folge integrierbarer Funktionen f, : [0,1] — R, welche gleichmé&Big
gegen eine Funktion f : [0, 1] — R konvergiert. Dann ist f integrierbar und es gilt
[fn = fll = 0 (n — o0).

d) Die Menge {e’(cost,sint) : t € R} C R? eine Lebesgue-Nullmenge.
e) Es seien (X, A, p) und (Y, B,r) Mafirdume und ) € A® B. Dann gilt ), € B fiir
alle x € X.
Aufgabe 2. (10 P.)
Beweisen oder widerlegen Sie: Fiir n € N ist die Funktion
1

———  falls |z| > 2
R" S R, f(x) = 4 107D )
d /@) {0 falls |z| < 2.

integrierbar.

Aufgabe 3. (4 P.)
Formulieren Sie den Satz von Lebesgue iiber die dominante Konvergenz.

Aufgabe 4. (10 P.)
Beweisen Sie, dass die Funktion B : (0,00) x R” — R, definiert durch

B(t,z) =t"2et" s
integrierbar ist und bestimmen Sie das Integral f(O,oo)XR” B(t,z)d\(t, x).
Aufgabe 5. (12 P.)

a) Es sei (X, A, u) ein Mafiraum und f : X — [0,00) sei integrierbar. Zeigen Sie, dass
fiir jedes n € N die Funktion

fu(z) :==nlog(l + f(x)/n)
nichtnegativ und integrierbar ist.

b) Zeigen Sie
i [ £ @)du(e) = [ a)duta

Sie konnen log(1 + z) < z sowie (1 +x/n)" — €® fiir n — oo und x > 0 als bekannt voraussetzen.

— bitte wenden —



Aufgabe 6. (10 P.)
Berechnen Sie das Integral

/ ' / S g
0 T Y

mit Hilfe des Satzes von Fubini zur Vertauschung der Integrationsreihenfolge.

Aufgabe 7. (10 P.)
Wir definieren fiir n € N und = € (0,1)

fn(x) = nxpp—n21-n)(2).

Zeigen Sie, dass f(x) = >~ fn(z) eine integrierbare Funktion f : (0,1) — R definiert.

Aufgabe 8. (14 P.)

a) Essei S = {(z,y) e R?*:2 >0,y > 0,2 +y < 1}. Zeigen Sie, dass die Abbildungs-
vorschrift

¢(u,v) = (u(l —v),uv)
einen C'-Diffeomorphismus ¢ : (0,1)? — S definiert.

b) Essei S = {(z,y) e R?*:2 >0,y >0,z +y < 1}. Bestimmen Sie

1
d\(z, ).
/Sx+y (z,v)

Aufgabe 9. (10 P.)
Berechnen Sie das Oberflachenmafl von

M ={(r,y,2) e R® : 2* +y* < 4,z = 2" — y*}.

Aufgabe 10. (10 P.) Es bezeichne B;(0) = {(x1,22) € R? : 27 + 22 < 1}. Berechnen Sie

das Integral
| r)as
9B1(0)

3.2
F(xy,29) = (xé xz)

durch Anwendung des Integralsatzes von Gauf.

fiir das Vektorfeld



