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Die Abgabe ist optional: Die hier erreichten Punkte werden zu Ihrem Punktestand im
Rahmen der Klausurzulassung hinzuaddiert.

Aufgabe I. Es sei n ∈ N und

In =

∫
Rn

e−|x|
2

dλ(x).

a) Zeigen Sie In = (I1)
n.

b) Leiten Sie mit Hilfe der Ergebnisse des Übungsblatts 9 eine explizite Formel für In

und das Volumen der Einheitskugel ωn, getrennt für gerades und ungerades n, her.

Aufgabe II. Es sei G : Rn → R, G(x) = (4π)−
n
2 e

−|x|2
4 , und Gs(x) := s−nG(x/s) für

s > 0, x ∈ Rn.

a) Zeigen Sie, dass Gs integrierbar ist mit
∫

Rn Gs(x)dλ(x) = 1.

b) Für stetige und beschränkte Funktionen f : Rn → R definiere

u : (0,∞)× Rn → R, u(t, x) :=

∫
Rn

G√
t(x− y)f(y)dy.

Zeigen Sie, dass für alle t > 0, x ∈ Rn gilt

∂tu(t, x) =
n∑

j=1

∂2
xjxj

u(t, x).

c) Bestimmen Sie für x ∈ Rn den Grenzwert limt→0+ u(t, x). Ist die Konvergenz gleichmäßig?

Aufgabe III. Beweisen Sie für x > 0 die Darstellung

Γ(x) = lim
n→∞

n!nx

x(x + 1) . . . (x + n)

durch Anwendung des Satzes über majorisierte Konvergenz auf die Folge

fn(t) := tx−1

(
1− t

n

)n

χ(0,n)(t).

Aufgabe IV.

a) Untersuchen Sie folgende Funktionenfolgen auf punktweise Konvergenz in R und
bestimmen Sie die Grenzfunktion:

fn(x) = sinn(x)χ[0,π](x)

gn(x) =
1

1 + n2x2

hn(x) = log(x +
1

n
)χ(0,1)(x)

b) Untersuchen Sie die Folgen ‖fn‖1, ‖gn‖1, ‖hn‖1 (siehe a)) auf Konvergenz und be-
stimmen Sie ggf. den Grenzwert.


