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Aufgabe 33.

a) Zeigen Sie, dass für x > 0 die Funktion γx(t) = tx−1e−t auf (0,∞) integrierbar ist.

b) Betrachten Sie für x > 0

Γ(x) =

∫ ∞

0

tx−1e−tdt.

Beweisen oder widerlegen Sie: Γ ist differenzierbar.

c) Zeigen Sie mittels partieller Integration, dass

Γ(x + 1) = xΓ(x), (x > 0); Γ(1) = 1,

und schließen Sie Γ(n + 1) = n! für n ∈ N.

Aufgabe 34.

a) Betrachten Sie die Hilfsfunktion

F (x) =

∫ 1

0

e−(1+y2)x2

1 + y2
dy (x ∈ R)

und beweisen Sie, dass F differenzierbar ist und bestimmen Sie die Ableitung F ′.

b) Betrachten Sie die Hilfsfunktion

G(x) =

(∫ x

0

e−u2

du

)2

und beweisen Sie, dass G differenzierbar ist mit (G + F )′ = 0.

c) Folgern Sie hieraus, dass F + G konstant ist, und bestimmen Sie

I1 :=

∫
R

e−x2

dλ(x).

d) Bestimmen Sie Γ(1
2
).

Aufgabe 35.

a) Es sei f ∈ L1(Rn, R) nichtnegativ. Zeigen Sie, dass die Funktion

F : [0,∞) → R, F (s) = λ({x : Rn : f(x) > s}),
eine Regel-Funktion ist (vgl. Analysis I).

b) Sei t eine nichtnegative Treppenfunktion. Zeigen Sie∫
Rn

t(x)dλ(x) =

∫ ∞

0

λ({x : Rn : t(x) > s})ds.

c) Zeigen Sie mit Hilfe monotoner Approximation durch Treppenfunktionen, dass für
nichtnegatives f ∈ L1(Rn, R) die Funktion F uneigentlich Regel-integrierbar ist mit∫

Rn

f(x)dλ(x) =

∫ ∞

0

λ({x : Rn : f(x) > s})ds.

Aufgabe 36. Es bezeichne ωn = λ(B1(0)) das Maß der Einheitskugel im Rn. Zeigen Sie
mit Hilfe der Aufgabe 35, dass∫

Rn

e−|x|
2

dλ(x) = ωnΓ(
n

2
+ 1).


