Das Testat besteht aus einer festgesetzten Zahl von Entscheidungs-
fragen des folgenden Typs: Zu finden ist die schérfste der folgenden
drei Holomorphieeigenschaften, die eine Funktion haben kann:

e Holomorphie auf ganz C.

e Holomorphie auf C mit Ausnahme einer diskreten Ausnahme-
menge.

e Holomorphie auf einer offenen dichten Teilmenge von C.

Offenbar ist jede dieser Eigenschaften schwécher als die vorher genann-
te. Es besteht auch die Moglichkeit, dafl f keine dieser Eigenschaf-
ten hat, etwa fiir f(z) = Rz. Es besteht also die Wahl zwischen vier
Moglichkeiten. Diese muf} fiir eine richtige Losung nicht begriindet,
sondern nur richtig getroffen werden.

Komplexe Zahlen, fiir die der Ausdruck nicht wohldefiniert ist, durch
welchen wir die Funktion beschreiben, sollen stets zur Ausnahmemenge
gezihlt werden.!. Da Holomorphie nur fiir Funktionen definiert wurde,
die auf offenen Teilmengen von C definiert sind, sind auch Haufungs-
punkte dieser Menge zu der Ausnahmemenge zu zéhlen.

Wir geben einige Beispiele, die Auflosung erfolgt eine Seite weiter.
Mit log wird der Hauptzweig des Logarithmus bezeichnet.

e sin(e?).
sin(tan(z)).
z 4 tan(1/z2).
exp(sin(z)) + exp(— |2]?).
exp(tan(1/z)).
exp(Rz) + tan(1/z).
sin(e® + z2).
tan ().
log(1 + €7).
Die folgenden Beispiele sind etwas schwieriger, da wir fiir die Begriindung
der Entscheidung verschiedene Fakten benutzen, die erst spéter in der
Vorlesung eingefithrt werden. Derartige Aufgaben werden also in der
ersten Auflage des Testates noch nicht gestellt.

ez
® Tre1
[} ;
sin(el/z—&-cos(z))

z
e tan < z2010+z2009+2008> .

'Wir kiimmern uns hier also noch nicht um den funktionentheoretischen Begriff
der ,hebbaren Singularitéit“. Um Miflverstdndnisse iiber diesen Punkt auszuschlie-
Ben, wollen wir aber ohnehin keine Testataufgaben produzieren, fiir die Stellen der
Undefiniertheit des Ausdruckes hebbare Singularititen der Funktion sind.
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o log (22910 + 2).

Die meisten erfahrenen Mathematiker wiirden derartige Fragen zunéchst
intuitiv entscheiden und sich erst dann im Bedarfsfall die genaue Be-
griindung iiberlegen. Ziel des Testates ist sicher auch die Entwicklung
derartiger intuitiver Fahigkeiten. Auf der anderen Seite ist es wichtig,
sich im Bedarfsfall genaue Begriindungen zu iiberlegen, gerade auch um
intuitiv getroffene Fehlentscheidungen zu vermeiden. Die Entscheidun-
gen der obigen Beispielfragen sollen daher relativ penibel begriindet
werden. Dabei gibt es oft mehrere mogliche Begriindungen. Ich habe
versucht, diese so auszuwihlen, dafl eine Reihe héufig moglicher Vor-
gehensweisen vorgestellt wird.
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Unter einer ganzen analytischen Funktion versteht man eine auf ganz
C holomorphe Funktion.

e sin(e?). Die Funktion ist auf ganz C holomorph.

In der Tat, sin und exp sind ganze analytische Funktionen,

und nach der Kettenregel gilt das auch fiir ihre Verkniipfung.
e sin(tan(z)). Die Funktion ist holomorph mit Ausnahme einer
diskreten Teilmenge von C.

In der Tat, die Funktion sin ist ganz analytisch. Nach der Ket-
tenregel ist sin (tan(z)) holomorph auf jeder offenen Teilmenge,
auf der tan holomorph ist. Dies ist auf ganz C \ (2 + 7Z) der
Fall. Die Ausnahmemenge 7 + 7Z ist diskret, auf ihr ist der zu
betrachtende Ausdruck nicht definiert.

e z+tan(1/z). Die Funktion ist holomorph auf einer offenen dich-
ten Teilmenge von C.

Offenbar ist tan(1/z) holomorph auf der Menge aller z mit
z# 0und 1/z € § + nZ. Da der erste Summand (also z) eine
ganze analytische Funktion ist, ist die Summe analytisch aufler-
halb der Ausnahmemenge {0} U{m | n € Z}, auf welcher

der zu betrachtende Ausdruck nicht definiert ist. Diese (abge-
schlossene) Ausnahmemenge ist nicht diskret, denn sie hat 0 als
Haufungspunkt. Thr Komplement ist aber dicht in C, denn sie
enthélt nur Zahlen mit §(z) # 0, so daB man zu jeder komple-
xen Zahl durch geringfiigiges Storen des Imaginérteiles beliebig
gute Approximationen finden kann, die der Ausnahmemenge
nicht angehéren.

e exp(sin(z)) + exp(— |2|*). Die Funktion ist auf keiner offenen
dichten (in Wahrheit sogar auf keiner offenen nichleeren) Teil-
menge von C holomorph.

In der Tat, nach der Kettenregel und der Holomorphie von
exp und sin ist der erste Summand eine ganze analytische Funk-
tion. Wire Q2 C C offen und nichtleer und f(z) = exp(sin(z)) +

exp(—|z|?) holomorph auf €, so wiire also auch exp(—|z|*) =
f(z) — exp(sin(z)) holomorph auf Q. Da diese Funktion reell-
wertig ist, miifite sie nach dem in der Vorlesung (Folgerung 1
aus Satz 1.2.2) Gezeigten lokal konstant sein, was aber offenbar
nicht der Fall ist.

e exp(tan(1/z)). Die Funktion ist auf einer offenen dichten Teil-
menge von C holomorph.



In der Tat, die Ausnahmemenge ist dieselbe wie beim vor-
letzten Beispiel, also

A= 0 Ul g 17)

Auflerhalb dieser Menge ist die Funktion nach der Kettenre-
gel holomorph, und auf A ist der betrachtete Ausdruck nicht
definiert.

exp(Rz) +tan(1/z). Die Funktion ist auf keiner offenen dichten
(sogar auf keiner offenen nichtleeren) Teilmenge von C holo-
morph.

In der Tat, wére die Funktion holomorph auf der offenen
Teilemenge 2 # (), so wire f(z) = exp(Rz) holomorph auf
'\ A, mit der durch (1) gegebenen Menge A, auflerhalb derer
die Funktion tan(1/z) nach der Kettenregl und den Holomor-
phieeigenschaften des tan holomorph ist. Da das Komplement
von A dicht in C ist, ist auch © \ A nicht leer. Da die Funktion

f reellwertig und nicht lokal konstant ist, kann sie auf Q \ A
nicht holomorph sein.
sin(e® + z?). Die Funktion ist holomorph auf ganz C.

In der Tat, nach der Kettenregel liegt eine ganze analytische
Funktion vor.
tan(ﬁ). Die Funkion ist holomorph auf einer offenen dichten
Teilmenge von C.

Die Ausnahmemenge ist

+i +iy [ 1 2 Y/
{ Z}U{ ? 2n+ r n e }

und hat 44 als Haufungspunkte. Sie ist also nicht diskret. Da
ihre Elemente durch jede Storung des Realteiles die Ausnahme-
menge verlassen, ist ihr Komplement dicht.
log(1+€*). Die Funktion ist auf einer offenen dichten Teilmenge
von C holomorph.

Die Ausnahmemenge ist

B={z€C|R(z) > 0und S(z) € m+ 27Z}.

AuBlerhalb dieser Ausnahmemenge ist f(z) = log(1 4 €*) in der
Tat nach den Holomorphieeigenschaften der Exponentialfunk-
tion und des Hauptzweiges des Logarithmus holomorph. Da je-
des Element der Ausnahmemenge durch Stérungen um < 1 des
Imaginéarteiles diese verléafit, ist ihr Komplement dicht. Da jeder
Punkt von B Haufungspunkt von B ist, ist sie nicht diskret.
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Zu begriinden ist aber noch, warum f wirklich auf keiner
grofleren offenen Teilmenge von C holomorph ist. Mit Ausnah-
me der ungeradzahligen Vielfachen von i ist f ja an den Ele-
menten von B durchaus wohldefiniert. Angenommen, z, € B
und Rz, > 0 (so daB f auf einer Umgebung von z, wohldefiniert
ist). Dann ist 1 4 e* reell und negativ, also Sf(z,) = m. Der
Imaginérteil von 1 + exp(z, + i) ist fiir gentigend kleine £ > 0
ebenso wie der Realteil negativ, und lim,_,,_ %(1 + ez) =0. Es
folgt lim.yo S f(2,+1ic) = —m, aber S f(z,) = 7. Alsoist f an der
Stelle z, unstetig und damit auch nicht komplex differenzierbar.

Die Diskussion der folgenden Beispiele ist etwas komplizierter und
nutzt zum Teil Fakten, die aus der Vorlesung noch nicht bekannt sind.
Derartige Beispiele sind also in der ersten Auflage des Testattypes noch
nicht zu erwarten.

° ﬁ Die Funktion ist holomorph auflerhalb einer diskreten
Teilmenge von C.

In der Tat, die Ausnahmemenge ist die Menge der Nullstellen
des Nenners. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra hat das
Polynom P(¢) = ¢*+(+1 vier komplexe Nullstellen (3, .. ., (4,2
unter denen die 0 offenbar nicht vorkommt. Sei A\; = log((;). Die

(offenbar nichtleere) Ausnahmemenge ist dann
{Nj+2mik | 1<j<4keZ}

Sie ist diskret, weil sie aus jedem Kreis vom Radius 1 hochstens
vier Punkte enthélt.
° m Die Funktion ist holomorph auf einer offenen
dichten Teilmenge von z.
Die Ausnahmemenge A besteht aus 0 sowie aus allen kom-
plexen Zahlen z mit g(z) = sin(e'/* + cos(z)) = 0. Nach dem

Identitétssatz fiir holomorphe Funktionen ist 0 der einzig mogli-
che Haufungspunkt von {z eC ‘ sin (e/* + cos(z)) = 0}, denn
wenn ¢(z) in einer Umgebung eines solchen Haufungspunktes z
holomorph wére (was mit Ausnahme von z = 0 der Fall ist), so
miifite g nach dem Identitéitssatz identisch verschwinden (denn
C\ {0} ist zusammenhéngend), was aber offenbar nicht der Fall
ist (zB. wegen lim,,,_ g(27n) = sin(1) # 0).

2Man kann sich iiberlegen, daf} in diesem Fall in der Tat keine Doppelnullstellen
vorliegen kénnen. Die obige Diskussion wiirde sich aber ohnehin nicht &ndern, wenn
die Folge (3, ..., (4 nicht wiederholungsfrei wire.



Die Ausnahmemenge hat also hochstens 0 als Haufungspunkt
und ist daher dicht.?

Wir miissen uns noch davon iiberzeugen, dafl 0 in der Tat ein
Héufungspunkt der Ausnahmemenge und diese damit nicht dis-
kret ist. Dazu miiite man verifizieren, dafl es beliebig nahe an 0
komplexe Zahlen z gibt, fiir die h(z) = e'/*4-cos(z) ein ganzzah-
liges Vielfaches von 7 ist. Man kann dazu einfach das Verhalten
von h(z) fir reelle z | 0 studieren und den Zwischenwertsatz
fiir stetige Funktionen anwenden. Andererseits wird von Thnen
nur verlangt, die richtige Alternative zu wéhlen, ohne dafl ein
Preis fiir eine moglichst elementare Begriindung vergeben wird.
Eine andere Moglichkeit ist daher, einfach schwere Geschiitze
aufzufahren und den Groflien Picardschen Satz zu zitieren:

Wenn h eine auf einer Umgebung von z, € C mit
Ausnahme von z, selbst holomorphe Funktion ist, die
eine wesentliche Singularitit an der Stelle z, hat, so
gibt es eine komplexe Zahl a, so dafi alle Elemente von
C\ {a} in jeder Umgebung von z, als Funktionswerte
von h auftreten.
Im vorliegenden Fall hat h(z) = e/* + cos(z) eine wesentli-
che Singularitdt bei 0, so dafl von den Zahlen 7n mit n € Z
héchstens eine nicht in jeder beliebig kleinen Umgebung von 0
als Funktionswert von h auftaucht und die Ausnahmemenge A
in der Tat von 0 verschiedene Elemente beliebig nahe bei 0 hat.*

4
e tan 22010 1 ;2009 4 5008

fenen dichten Untermenge von C.
Die Ausnahmemenge besteht aus den folgenden paarweise
disjunkten Mengen:
A den (endlich vielen) komplexen Zahlen z, fiir die das Poly-
nom im Nenner verschwindet, sowie
B,, den komplexen Zahlen, fiir die ganze Zahl n mit
2n+1

=7 existiert.

>. Die Funktion ist holomorph auf einer of-

3Eine andere Argumentation zu demselben SchluB besteht einfach darin, daf
(wie in der Vorlesung gezeigt wird) eine holomorphe Funktion auf einer zusam-
menhéngenden Teilmenge von C identisch verschwindet oder hichstens abzéhlbar
viele Nullstellen hat. Die Ausnahmemenge ist daher abzéhlbar und ihr Komplement
dicht in C, siehe die Argumentation zum néchsten Beispiel. Es ist fiir derartige Dis-
kussionen charakteristisch, dafl mehr als ein Weg zum Ziel fiithren kann.

4Wobei mit der Anwendung des GroSen Picardschen Satzes auf dieses Beispiel
in der Tat mit Kanonen auf Spatzen geschossen wird, aber sehr wohl auch Beispiele
auftreten konnten, fiir die ein solches Argument das bequemste ist.

4
22010 +22009 +2008 -
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Nach dem Fundamentalsatz der Algebra ist A nichleer und end-
lich, und nach aus demselben Grund sind auch alle Mengen B,
nichtleer und endlich, denn es handelt sich um die Lésungsmen-
gen von

2
Z2010 4L 2009 = - 1 9008 = 0.
(2n+ )7

Wegen lim,, MW = 0 ist die Ausnahmemenge F =
AU, ez Bn offenbar beschrénkt. Um sich von der Abgeschlos-
senheit zu iiberzeugen, sei z; eine Folge von Elementen von F
mit Limes z, wir miissen z € E zeigen. Durch Streichen der
Wiederholungen kann man die Folge als wiederholungsfrei vor-
aussetzen, den bei unendlich oftmaliger Wiederholung eines Fol-
gengliedes k ware dieses der Limes und der Limes damit in £.
Da A endlich ist, diirfen wir die zu A gehorenden Folgenglieder
streichen. Es gilt dann 2z, € B, , und auf Grund der Endlichkeit
der B, gilt lim,,_,o, B, = 0. Dann muf} aber z € A C F sein,
denn sonst wiirde MW gegen mm ;a9 005 KOLVer-

gieren und bliebe beschrankt.

Also ist F in der Tat abgeschlossen. Da E als abz#ihlbare Ver-
einigung endlicher Mengen abzéhlbar ist, ist das Komplement
von F dicht in F, denn jede Umgebung jeder komplexen Zahl
ist iiberabzdhlbar und kann daher nicht nur aus Elementen von
E bestehen. Auf der anderen Seite kann E nicht diskret sein,
denn F ist beschrinkt und unendlich und hat daher nach dem
Satz von Bolzano-Weierstraf§ Haufungspunkte.
log(2?°1% + 2). Die Funktion ist holomorph auf einer offenen
dichten Teilmenge von C.

Die Ausnahmemenge A besteht aus allen komplexen Zahlen
z, fiir die 22°1%+ 2 reell und < 0 ist. Da sie (—oo, —1] enthélt und
diese Menge Haufungspunkte hat, ist nur noch auszuschlieflen,
daB C\ A nicht iiberall dicht ist. Wére dies der Fall, so gébe
es eine nichtleere offene Teilmenge U C C, die in A enthalten
ist. Die holomorphe Funktion 221° 4 z wire dann rellwertig auf
U und damit lokal konstant, was aber nicht der Fall sein kann,
denn ein nichtkonstantes Polynom nimmt jeden Funktionswert
nur endlich oft an.

Fiir die Losungen von 2291 + » = 0 ist der betrachtete Aus-
druck gar nicht definiert. Um zu sehen, dafl an den anderen
Elementen z der Ausnahmemenge keine Holomorphie eintreten
kann, kann man zum Beispiel den Satz iiber die Invarianz des



Gebietes ausnutzen, wonach auf jeder Umgebung von z das Po-
lynom z?°1% + » auch Funktionswerte mit negativem Realteil
und Imaginérteil —e fiir beliebig kleine ¢ > 0 annimmt. Der
Imaginérteil des Logarithmus springt also von Werten beliebig
nahe bei —7 beliebig nahe bei z auf 7 an der Stelle z, es liegt
also sogar Unstetigkeit vor.



