1. UNTERSUCHUNG AUF ABSOLUTE KONVERGENZ

Als Beispiel fiir die Vorgehensweise betrachten wir die Reihe
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Zunéchst soll der Nenner vereinfacht werden. Fiir geniigend grofie n

gilt 2" > n, also
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Die Reihe (1) konvergiert also nach dem Majorantenkonvergenzkriteri-
um genau dann, wenn
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konvergiert. Fiir geniigend groBe n gilt 2"/ > \/n, der zu derartigen n
gehordende Summand in (2) ist dann < 272 und es liegt Majorisie-
rung durch eine konvergente geometrische Reihe vor.

Die Vorgehensweise bestand hier also darin, sich zunéchst einen Uber-
blick iiber das Wachstumsverhalten der einzelnen Terme im Zéhler und
Nenner zu verschaffen und auf diese Weise eine einfachere Reihe bilden,
deren Konvergenz relativ leicht entschieden werden konnte.

Als anderes Beispiel betrachten wir
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Zunéchst iiberzeugt man sich davon, dafl die jeweils zweiten Summan-
den im Zéhler und Nenner asyptotisch viel langsamer wachsen (z. B. gilt
lim,, . 5"/(3"n!) = 0, denn fiir geniigend grofe n hat man n! > 5).
Die Konvergenz oder Divergenz der Reihe (3) ist also dquivalent zur
analogen Eigenschaft von
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denn fiir geniigend grofies n ist der n-te Summand in (3) kleiner als
das Doppelte des n-ten Summanden in (4), und der n-te Summand
in (4) kleiner als das Doppelte des n-ten Summanden in (3). Zur Un-
tersuchung der Konvergenzeigenschaften von (4) kénnte nun die Stir-
lingsche Formel benutzt werden, wonach n! wie (n/e)™ wichst. Der
n-te Summand in (4) sollte sich also wie (3/e)"™ verhalten, was wegen

e = exp(l) = 2.718281828... auf die Divergenz der Reihe hindeutet.
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Da wir die Stirlingsche Formel in der Vorlesung nicht behandelt haben,
soll eine andere Vorgehensweise skizziert werden. Division des n+ 1-ten
Summanden in (4) durch den n-ten ergibt
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fiir n — oo, wegen exp(z) = lim,, (1 + x/n)". Die Folge der (posi-
tiven) Summanden in (4) beginnt also ab einem gewissen n monoton
zu wachsen, und die Reihe divergiert daher, denn die Folge ihrer Sum-
manden kann nicht gegen 0 konvergieren.

Durch Ersetzen des Faktors 3" im ersten Summanden des Ziahlers
von (3) durch 2" erhielte man eine konvergente Reihe, denn fiir die
Reihe
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ist der Quotient aus (n + 1)-tem und n-tem Summanden
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Fiir die im Testat auftretenden Reihen kann die absolute Konver-
genz durch die beschriebene Vereinfachung der Summanden, gefolgt
von einem der folgenden Prinzipien, entschieden werden:

e Quotientenkriterium: Gilt |a,+1| < ¢la,| fiir geniigend grofe
n, mit einem von n unabhingigen ¢ < 1, so konvergiert die
Reihe > °° a, absolut. Gilt hingegen fiir geniigend groBe n

n=0
|ant1| > |an| > 0, so divergiert die Reihe.
e Die Reihe
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konvergiert genau fiir a > 1.

Wir der Aufgabentyp in dem {iber meine Netzseite zugdnglichen Java-
Skript auf ,,schwierig® gestellt, so werden auch Aufgaben erzeugt, fiir
deren Losung bekannt sein muf}, daf§ die Reihe

o0

1
(7) Z nlog(n)®
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genau fiir @ > 1 konvergiert. Derartige Aufgaben werden nicht als Te-
stat geschrieben werden.



2. UNTERSUCHUNG AUF BEDINGTE KONVERGENZ

In den Féllen, in denen in den Testaufgaben konvergente Reihen
auftreten, die nicht absolut konvergieren, kann die Konvergenz mit Hilfe
des Satzes von Leibniz eingesehen werden. Dieser ist anwendbar auf
Reihen
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wobei fiir geniigend grofie n die a,, eine monoton fallende Folge bilden
und nichtnegativ sind. In diesem Fall konvergiert die Reihe genau dann,
wenn die Folge der a,, gegen 0 konvergiert.

Da die Untersuchung der a, auf Monotonie fiir die im Testat auf-
tretenden Reihen ohne Berechnung der Ableitung der im Zéhler und
Nenner auftretenden Funktionen nicht immer ganz einfach wére, sei
hier mitgeteilt, dal fiir alle im Testat auftretenden Reihen die Folge
der |a,| ab einem Glied monoton fillt, falls sie gegen 0 konvergieren
sollte. Man kann sich also beim Testat den Test auf Monotonie sparen,
nicht aber im Allgemeinen bei der Anwendung des Leibniz-
schen Kriteriums. Die korrekte Formulierung dieses Krite-
riums konnte sehr wohl Gegenstand von Klausuraufgaben
sein!

3. NACHTRAG: BEWEIS DER AUSSAGE UBER (7)

Der Beweis unserer Aussagen iiber die Konvergenzeigenschaften von
(7) sei hier fiir die Neugierigen nachgetragen, obwohl er fiir die Bear-
beitung der Aufgaben nicht ben6tigt wird.

Wir betrachten die Summanden m mit 28 < n < 281 mit k >
1. Fiir derartige n gilt klog(2) < log(n) < (k + 1)log(2) < 2klog(2),
also ist m von oben und unten durch positive Vielfache von 27%k~¢
beschrinkt. Da es genau 2* derartige n gibt, ist die Konvergenz von
(7) dquivalent zur Konvergenz von
2k
k=
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was eine Reihe der Form (6) ist. Unsere Aussage tiber (7) ist also auf
die entsprechende, aus der Vorlesung bekannte Behauptung iiber (6)
zuriickgefiihrt.



Die Zuriickfithrungsmethode ist {ibrigens bekannt als ,, Verdichtungs-
kriterium® und ist auch eine von mehreren Methoden zum Beweis un-
serer Aussage iiber das Konvergenzverhalten von (6). Auch das Inte-
gralkriterium konnte benutzt werden, was aber den Rahmen der in der
Vorlesung bisher bereitgestellten Techniken sprengen wiirde.



