Es geht um die einfachsten nichttrivialen Beispiele einer Partial-
bruchzerlegung. Integriert werden sollen Integranden der Form

) ax2+ba:—|—c:a+(b—ap)x—l—(c—aq)

2+ pr+q 22+ pr+q

also Quotienten zweier quadratischer Polynome. Wie soeben schon voll-
zogen, zerlegt man den Integranden zunéchst einen konstanten Sum-
manden und einen Summanden, der Quotient eines linearen und eines
quadratischen Polynomes ist. Dieser Schritt entspricht der Polynomdi-
vision mit Rest, die am Anfang einer allgemeinen Partialbruchzerlegung
steht.

Da eine Stammfunktion des ersten Summanden in (1) durch az ge-
geben ist, beschrianken wir uns von nun an auf Integranden der Form

ar +
2+ pr+q
Die weitere Vorgehensweise hingt davon ab, ob das Polynom in Nenner
zwei verschiedene reelle Nullstellen (Typ A), zwei nichtreelle Nullstellen
(Typ B) oder eine reelle Doppelnullstelle (Typ C) hat. Das Testatpro-

gramm erzeugt in der gegenwértigen Version nur die Typen A und B,
was sich auch im weiteren Verlauf des Semesters nicht &ndern wird.

Tyr A

Des gilt 2 + pr + ¢ = (x — &)(xz — &) mit &9 = PRVl V;’Q_Zlq. Die
Partialbruchzerlegung wird in der Form
2

2 T =
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angesetzt. Nach Multiplikation mit 22 +pz+q = (x—&;)(z — &) kommt
(3) ax + = Ai(z — &) + As(z — &).

Man kann Koeffezientenvergleich (v = Ay + Ay, = A& + As&y) vor-
nehmen oder (wohl stets einfacher) = = &; setzen, in welchem Fall auf
der rechten Seite nur der der A; enthaltende Summand von 0 verschie-
den ist, so daf} leicht nach A; aufgelost werden kann.

Da die Integrale Summanden in (3) bis auf die Verschiebung x «
x — & und die Multiplikation mit A; Grundintegrale sind, kann die
Stammfunktin nun leicht berechnet werden.

Als Beispiel betrachten wir
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Die Nullstellen des Nenners sind —3 und 5, die Partialbruchzerlegung
(2) ist daher als

M—6r _ A B
a2 -2x—15 x+4+3 x-5
anzusetzen. Es kommt 14 — 6x = A(x — 5) + B(x + 3) sowie (z = —3)
32= -84, A= —4und (z =5) —16 = 8B, B = —2, also

14—6z 4 2
2—-2xr—15  x+3 x-5

und
—5a% 4 4z + 89
= —br —41 —21 — .
/ NS dx b og |z + 3 oglr —5|+C
Die rechte Seite ist genauer gesagt eine Stammfunktion des Integranden
auf jedem Intervall, das keine der Polstellen x = —3 und x = 5 enthélt.

Das Testatprogramm wiahlt ein solches Intervall aus und stellt die Be-
rechnung des entsprechenden bestimmten Integrales als Aufgabe. Als
Zwischenschritte gibt das Java-Skript auf Wunsch die Partialbruchzer-
legung des Integranden sowie die Stammfunktion aus.

Tyr B

Im Prinzip kann wie bei Typ A vorgegangen werden, nur dafl die
¢ nun komplex sind. Fiir nichtreelle £ € C ist log(t — &) (Hauptzweig
des Logarithmus wie in der Vorlesung eingefiihrt) eine Stammfunkti-
on von ﬁ auf ganz R. Allerdings mufl bei dieser Vorgehensweise mit
komplexen Logarithmen gerechnet werden.

Bequemer diirfte sein, rell zu rechnen:

(4)
ar+p ar + [ B B alx —p/2)
2+pr+q (r—p/2)2+d>  (x—p/2)2+d>  (x—p/2)2+ d?
wobei man B =  + & durch Koeffizientenvergleich findet. Der erste
Summand ist bis auf eine Verschiebung um p/2 und eine Skalierung um

den Faktor d proportional zu dem Grundintegral [ %, und der zweite

ﬁdfg. Alternativ dazu (und wohl

einfacher) kann im zweiten Summanden gleich ¢ = (z — p/2)? + d?
substituiert werden, was auf das Grundintegral % S % fiihrt.
Fiir den ersten Summanden in (4) ist vielleicht sinnvoll, sich als Res-

kalierung von wgf_l = arctan(z) + C

dx 1 x
(5) /m = g . arctan(a) + C

steht in einer analogen Beziehung du
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einzuprigen, diese Gleichung mufl dann nur noch um p/2 verschoben
und mit B multipliziert werden.
Als Beispiel betrachten wir

/—2x2—2x+9
dx
2 + 62 + 18

Es gilt 22 + 62 + 18 = (2 + 3)? + 32 und

-2z —2x4+9 10z + 45
22 + 6z + 18 22 4 6x + 18
10(z 43 15
(6) -2+ ( )

@+32+3 @132+
Zur Integration des zweiten Summanden auf der rechten Seite substi-
tuieren wir t = (z + 3)% + 32, dt = 2(x + 3) dz,

10(x + 3 dt

und erhalten unter Benutzung von (5)
—222 — 22+ 9
7 dr =
(7) / 2+ 6z + 18 .
= =2z +5log((z + 3)*+ 3%) +5 arctan(% +1)+C.

Auch in diesem Fall ist ein bestimmtes Integral zu berechnen und gibt
das Java-Skript als Zwischenschritte die Zerlegung (6) und die Stamm-
funktion (7) aus.

Typ C
Der Vollstandigkeit halber sei noch erwéhnt, dafl in diesem Fall
2 +pr+q=(x+p/2)?
sowie

ax + Q B — pa/2

(z+p/22 z+p/2 (z+p/2)?

ax + p B -0
ol ]
/(x+p/2)2 x = alog x—|-2 +x+§ +C

gilt, und zwar auf jedem Integrationsintervall, das die Polstelle —% des
Integranden nicht enthélt.

und




