In Testat 10 sind verschiedene Typen von Funktionen f mit un-
terschiedlichem Definitionsbereich auf Monotonie und lokale Extrem-
stellen zu untersuchen. Das Monotonieverhalten kann dem Vorzeichen
der Ableitung entnommen werden. An Punkten des Umschlages von
monoton wachsendem (f’(z) > 0) zu monoton fallendem (f'(x) < 0)
Verhalten liegen lokale Maxima vor, an Punkten des Vorzeichenwech-
sels der Ableitung in die entgegengesetzte Richtung lokale Minima. Die
von der Testatmaschine produzierten Funktionen sind so beschaffen,
daf§ Nullstellen der Ableitung ohne Vorzeichenwechsel der Ableitung
(also Nullstellen von f’, die zugleich lokale Extrema von f sind) hori-
zontale Wendepunkte sind.

Das Java-Skript gibt zusétzlich zu den fiir eine korrekte Losung der
Testataufgabe erforderlichen Informationen iiber das Monotonieverhal-
ten und iiber lokale Extrema auch verschiedene Zwischenschritte der
Losung aus. Dies dient zu IThrer Hilfestellung und ist nicht Teil der
Losung der Testataufgabe.

Die in den folgenden Uberlegungen auftretenden Variablen sollen
stets reelle Zahlen bezeichnen.

Typ A

Die Funktionen haben die Form f(z) = (az® + bz + ¢) exp(dz + €).
Es gilt

(A1) f(x) = (az® + Pz + ) exp(dz + ¢).

Das Programm produziert nur Beispiele mit o # 0.

Da der zweite Faktor in (A1) positiv ist, hingt das Monotoniever-
halten vom Vorzeichen des quadratischen Polynomes ax? + 3z + v ab.
Hat dieses keine reellen Nullstellen, so stimmt das Vorzeichen von (A1)
stets mit dem Vorzeichen von « iiberein. Andernfalls ist dies nur aufler-
halb des Intervalles zwischen den beiden Nullstellen der Fall, wahrend
zischen den beiden Losungen von az?+ 3z + v = 0 das Vorzeichen von
(A1) verschieden vom Vorzeichen von « ist.

Tyr B

Die Funktionen haben die Form f(z) = (ax + b) exp(cz® + dz + ¢).
Es gilt

(B1) f(z) = (az® + Bz +7) exp(ca® + dz + ¢).

Wiederum ist der zweite Faktor positiv, und das Programm produziert
nur Beispiele mit a # 0. Die Diskussion des Vorzeichens von (B1)

gleicht also der Diskussion des Vorzeichens von (Al).
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Typ C
Die Funktionen haben die Form az + blog(1 + 2?) + carctanz. Es

gilt
az? + Br +
C1 "(z) = ————F—.

() fia) =

Der Nenner ist positiv, und das Programm produziert nur Beispiele
mit o # 0. Die Diskussion des Vorzeichens von (C1) gleicht also der
Diskussion des Vorzeichens von (Al).

Typ D

Die Funktionen haben die Form (az+b)+v/1 — 22+ carcsin x und sind
nur auf [—1, 1] definiert. Auf (—1,1) gilt

. ar? + fr +
DY) fla) = 2
Der Nenner ist positiv, und die Diskussion des Vorzeichens gleicht daher
der Diskussion des Vorzeichens von (Al). Zu beachten ist aber, daf
nicht alle Nullstellen von ax? + 3z + v im Definitionsbereich von f
liegen miissen. Losungen von az? + S+~ = 0 mit || > 1 entsprechen
daher weder lokalen Extrema noch horizontalen Wendepunkten von f.

Tyr E

b
cos T

Die Funktionen haben die Form ax + 4+ ctanz und sind auf

(=5, %) definiert. Es gilt

e) = a bsin(x) c _—a sin(z)? + bsin(z) + (¢ + a)
(1) fiz) =a+ cos(z)?  cos(z)? cos(x)?
daselbst, also
(52) f(x) = asin(x)? + Bsin(z) + v

cos(z)?

Der Nenner ist positiv, also hat f/(z) dasselbe Vorzeichen wie o sin(x)?+
B sin(x) 4 7. Zu untersuchen sind also wieder die Vorzeichenwechsel ei-
nes quadratischen Polynomes as®*+(3s+7, wobei auf die entsprechenden
s erst der Arkussinus angewendet werden muf}, um die Punkte des Vor-
zeichenwechsels von f’ zu bekommen. Wiederum entsprechen Losungen
s von as® + s+ = 0 mit |s| > 1 keinen Nullstellen von f’.

Die fiir die Losung dieses Aufgabentypes benttigten speziellen Werte
des Arkussinus entsprechen den fiir Testat 4 benttigten und kénnen der
folgenden Tabelle entnommen werden:
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Typ F

Die Funktionen haben die Form f(z) = ax + bsin(2z) + ccos(x)
und sind auf ganz R definiert. Es gilt f(z + 27) = f(x) + 2am, das
Monotonieverhalten und die Ableitung sind daher (im Unterschied zu
f selbst) stets periodisch mit der Periode 27. Es gilt

(F1) f'(z) = a+2bcos(2z)—csin(z) = —4bsin(z)? —csin(z)+(a+2b),
also
(F2) f'(z) = asin(z)? + Bsin(z) + 1.

Es ist also @hnlich wie fiir Typ E die Diskussion des Vorzeichens eines
quadratischen Polynomes in sin(x) erforderlich. Zu beachten ist der
groBBere Definitionsbereich und die Periodizitiat von f’.

Typ G

Die Funktionen haben die Form f(x) = az + bsin(x) + ¢ cos(z) und
sind auf ganz R definiert. Ahnlich wie bei Typ E ist das Monotonie-
verhalten periodisch mit der Periode 27. Zur Losung der Aufgabe geht
man adhnlich wie in Testat 4 vor und formt unter Benutzung des Add-
tionstheoremes

(G1) f(z) = ax + Acos(x + V)
mit
(G2) f(z) = a— Asin(z + 9)

um. Die Vorgehensweise zur Ermittlung der Nullstellen gleicht also Te-
stat 4, wobei im Unterschied zu Testat 4 auch das Vorzeichen der Ab-
leitung zwischen den Nullstellen eine Rolle spielt, wozu man sich den
Graphen des Sinus veranschaulichen muf.

Alternativ zu (G1) und (G2) kann auch erst differenziert und dann
das Additionstheorem angewendet werden.



LOSUNG DER QUADRATISCHEN GLEICHUNG

Die Losungsformel z = —£ & \/%2 — q fiir

(Q1) 22 4+pr4+qg=0

sollte aus der Schule bekannt sein. Die meisten auftretenden quadra-
tischen Gleichungen haben, nach Vielfachheit gezéhlt, zwei rationa-
le Nullstellen. Seltener produziert das Programm fiir die Typen A-D
auch quadratische Gleichungen ohne reelle Nullstellen. Bei den Typen E
und F konnen auch zu

(Q2) 272 — 1 oder 42° — 3

proportionale quadratische Polynome als vorzeichenbestimmende Fak-
toren der Ableitung entstehen, deren Nullstellen durch die speziellen
Funktionswerte sin(4+7) und sin(£%) des Sinus gegeben sind. Von die-
sen Fallen abgesehen, konnen Sie davon ausgehen, sich verrechnet zu
haben, wenn die entstehenden quadratischen Gleichungen keine ratio-
nalen Losungen haben. Liegen keine rellen Losungen vor, wére das Er-
gebnis sicherheitshalber nochmal nachzurechnen. Allerdings wird dieser
Fall bisweilen erzeugt. Sind die reellen Losungen nicht rational, liegt
entweder Typ E oder F und ein zu einem der Polynome in (Q2) pro-
portionales Polynom vor, oder Sie haben sich verrechnet.

Zum Test der Losung kann der Vietasche Wurzelsatz
(Q3) p=—(21+12)

q = T122

fiir die Losungen von (Q1) benutzt werden. Dieser kann auch zum Erra-
ten rationaler Losungen benutzt werden, zusammen mit dem folgenden
Fakt: Wenn ax? + bz + ¢ = 0, a # 0, eine quadratische Gleichung mit
ganzzahligen Koeffizienten a, b, ¢ ist und x = Z ein teilerfremder Bruch
(z,m € Z) ist, der die Gleichung 16st, so ist z ein Teiler von ¢ und n ein
Teiler von a. Insbesondere sind im Fall @ = 1 alle rationalen Nullstellen
ganzzahlig und Teiler von c.



