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HamiLToN hat jahrelang gehofft, eine Multiplikation fiir reelle Tripel mit guten
Eigenschaften zu finden. An seinen Sohn schreibt er 1865 kurz vor seinem Tode
(Math. Papers 3, p. XV): .,Every morning, on my coming down to breakfast, you
used to ask me: Well, Papa. can you multiply triplets? Whereto 1 was always
obliged to reply, with a sad shake of the head: JNo, I can only add and subtract
them®."

Heute ist es leicht, sich klar zu machen, daB es keine R-lineare Multiplikation
im R* aller reellen Tripel (x, §.) geben kann, welche die Multiplikation von C =
R? = R’ der Paare (e, ff) fortsetzt. Bezeichnet nidmlich e:= (1,0.0), i:= (0,1,0),
j:=(0,0,1) die kanonische Basis des IR’ so miilte gelten: ij:= pe + ai + .

Daraus wiirde folgen, wenn man i’ = — e und i(ij) = (ii)j = — j unterstellt:
—f=pi—oe+ Tif=pi —ae+ tlpe + ot + tf) = (tp — 6l + (16 + PN + %,
also (wegen der lincaren Unabhiingigkeit von e,i,j):t* = — 1, das heiBt ¢ R.

Aus Ebbinghaus et al.: Zahlen, S. 155 (3. Auflage)

Aufgabe 49: (Matrixinversion)

Berechnen Sie die inverse Matrix zu folgenden drei Matrizen aus Mats 3(Q):

1 2 3 10 1 2 1 0
-1 2 3]: (1 1 1|;[1 21
2 0 1 2 0 1 0 1 2

Aufgabe 50: (Rechnen mit komplexen Zahlen)

Berechnen Sie die inversen Matrizen zu folgenden Matrizen in Mats o(C) und schreiben Sie alle Koeffizi-
enten der inversen Matrizen in der Form a + ib mit a,b € R:

34+i 1\, (1-i 1\ (1L o8
=2 0)7 \1+i 1-5i)’ \a8 1 -

1. Zeigen Sie: Fiir jedes o € (R™)* gibt es ein eindeutig bestimmtes € R™ so dass gilt: a(v) = (z,v)
fir allev e V.

Aufgabe 51: (Uber Dualriume)

*

1%

2. Zeigen Sie: Ist S eine (moglicherweise unendliche) Menge, so gibt es einen Isomorphismus (K(S)))
K*.

Aufgabe 52: (Bidualraum)

Es sei V ein K-Vektorraum und V* der Dualraum. Man definiert den Bidualraum von V als V** := (V*)*.
Sei v € V. Die Formel (v (v))(l) = l(v) € K definiert eine lineare Abbildung ¢y (v) : V* — K, mit anderen
Worten ein Element ty (v) € V**. Die Abbildung ¢y : V — V**, v +— 1y (v) ist linear.

Es sei jetzt W ein weiterer Vektorraum und f : V' — W eine lineare Abbildung. Aus der Vorlesung
ist bekannt, dass f eine lineare Abbildung f* : W* — V* induziert. Folglich erhélt man eine lineare
Abbildung f** = (f*)* : V** — W™,



1. Zeigen Sie: f** oy =1y o f.

2. Zeigen Sie: Ist V' endlich-dimensional, so ist ¢y ein Isomorphismus.
Aufgabe 53: (Dualrdume von Homomorphismenrdumen) Es sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum.

1. Esseien V, W endlichdimensionale Vektorrdume, (v1, ... v,) eine geordnete Basis von V', (w1, ..., wsy,)
eine geordnete Basis von W und (a,...,ay) die duale Basis von W*. Durch t; ;(f) = a;(f(v:))
sind Elemente aus Hom(V, W)* definiert. Zeigen Sie: die Familie (¢; ;)1<i<n;1<j<m ist eine Basis von
Hom(V, W)*.

2. Zeigen Sie, dass die lineare Abbildung 7' : Hom(V,V) — Hom(V,V)*, welche durch T(A)(B) =
spur(AB) definiert ist, ein Isomorphismus von Vektorrdumen ist. Hinweis: {iberlegen Sie sich zuerst,
dass es gentigt, die Injektivitdt von T' zu zeigen. Berechnen Sie dann spur(ADjy ), wobei Dy ; wie in
Aufgabe 38 ist.

*-Aufgabe 54: (Die Hamiltonschen Quaternionen)

Es sei H C Matg 2(C) die Menge aller Matrizen der Form

a —b
b a
mit a,b € C. Offensichtlich ist H ein R-Untervektorraum von Mats 2(C) und die Familie (1,7, J, K) ist

. . . i 0 0 1 0 4
eine R-Basis, wobei I = (0 —i)’ J = (_1 0>, K= <2 0).

1. Ist H ein C-Untervektorraum?

2. Zeigen Sie: Sind A, B € H, so ist auch AB € H.

3. Zeigen Sie: Jedes A € H, A # 0, ist invertierbar in Maty 2(C) und es gilt A~ € H.

4. Zeigen Sie I’ = J? =K?=-1,1J=-JI=K,JK=-KJ=1,KI=—-IK = J.
Da offensichtlich 1 € H, so erfiillt H alle Kérperaxiome mit Ausnahme der Kommutativitit der Multipli-
kation. Eine solche algebraische Struktur nennt man auch Schiefkorper.
Es sei ¢ : R@R3 — H die lineare Abbildung ((z1, (y1,y2,y3)) — o114+ y11 +yoJ + y3 K. Dies ist offenbar

ein Isomorphismus.

5. Zeigen Sie, dass fiir alle 2,y € R und v, w € R3 gilt:

¢~ (d(,0)(y, ) = (zy — (v, w); 2w + Yo + v X W).

6. Bestimmen Sie mit Hilfe der obigen Gleichung die Losungsmenge der Gleichung z* = 1 in H. Hinweis:
z* = (22)2. Hinweis 2: Die Losungsmenge hat mehr als 4 Elemente. Der Satz von Vandermonde
(Aufgabe 35) ist also in Schiefkérpern falsch.



