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Aufgabe 49: (Matrixinversion)

Berechnen Sie die inverse Matrix zu folgenden drei Matrizen aus Mat3,3(Q): 1 2 3
−1 2 3
2 0 1

 ;

1 0 1
1 1 1
2 0 1

 ;

2 1 0
1 2 1
0 1 2

 .

Aufgabe 50: (Rechnen mit komplexen Zahlen)

Berechnen Sie die inversen Matrizen zu folgenden Matrizen in Mat2,2(C) und schreiben Sie alle Koeffizi-
enten der inversen Matrizen in der Form a + ib mit a, b ∈ R:

(
3 + i 1
−2i 0

)
;
(

1− i 1
1 + i 1− 5i

)
;

(
1
2

i
√

3
2

i
√

3
2

1
2

)
.

Aufgabe 51: (Über Dualräume)

1. Zeigen Sie: Für jedes α ∈ (Rn)∗ gibt es ein eindeutig bestimmtes x ∈ Rn so dass gilt: α(v) = 〈x, v〉
für alle v ∈ V .

2. Zeigen Sie: Ist S eine (möglicherweise unendliche) Menge, so gibt es einen Isomorphismus (K〈S〉〉)∗ ∼=
KS .

Aufgabe 52: (Bidualraum)

Es sei V ein K-Vektorraum und V ∗ der Dualraum. Man definiert den Bidualraum von V als V ∗∗ := (V ∗)∗.
Sei v ∈ V . Die Formel (ιV (v))(l) = l(v) ∈ K definiert eine lineare Abbildung ιV (v) : V ∗ → K, mit anderen
Worten ein Element ιV (v) ∈ V ∗∗. Die Abbildung ιV : V → V ∗∗, v 7→ ιV (v) ist linear.

Es sei jetzt W ein weiterer Vektorraum und f : V → W eine lineare Abbildung. Aus der Vorlesung
ist bekannt, dass f eine lineare Abbildung f∗ : W ∗ → V ∗ induziert. Folglich erhält man eine lineare
Abbildung f∗∗ = (f∗)∗ : V ∗∗ → W ∗∗.
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1. Zeigen Sie: f∗∗ ◦ ιV = ιW ◦ f .

2. Zeigen Sie: Ist V endlich-dimensional, so ist ιV ein Isomorphismus.

Aufgabe 53: (Dualräume von Homomorphismenräumen) Es sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum.

1. Es seien V , W endlichdimensionale Vektorräume, (v1, . . . vn) eine geordnete Basis von V , (w1, . . . , wm)
eine geordnete Basis von W und (α1, . . . , αm) die duale Basis von W ∗. Durch ti,j(f) = αj(f(vi))
sind Elemente aus Hom(V,W )∗ definiert. Zeigen Sie: die Familie (ti,j)1≤i≤n;1≤j≤m ist eine Basis von
Hom(V,W )∗.

2. Zeigen Sie, dass die lineare Abbildung T : Hom(V, V ) → Hom(V, V )∗, welche durch T (A)(B) =
spur(AB) definiert ist, ein Isomorphismus von Vektorräumen ist. Hinweis: überlegen Sie sich zuerst,
dass es genügt, die Injektivität von T zu zeigen. Berechnen Sie dann spur(ADk,l), wobei Dk,l wie in
Aufgabe 38 ist.

*-Aufgabe 54: (Die Hamiltonschen Quaternionen)

Es sei H ⊂ Mat2,2(C) die Menge aller Matrizen der Form(
a −b
b a

)
mit a, b ∈ C. Offensichtlich ist H ein R-Untervektorraum von Mat2,2(C) und die Familie (1, I, J,K) ist

eine R-Basis, wobei I =
(

i 0
0 −i

)
, J =

(
0 1
−1 0

)
, K =

(
0 i
i 0

)
.

1. Ist H ein C-Untervektorraum?

2. Zeigen Sie: Sind A,B ∈ H, so ist auch AB ∈ H.

3. Zeigen Sie: Jedes A ∈ H, A 6= 0, ist invertierbar in Mat2,2(C) und es gilt A−1 ∈ H.

4. Zeigen Sie I2 = J2 = K2 = −1, IJ = −JI = K, JK = −KJ = I, KI = −IK = J .

Da offensichtlich 1 ∈ H, so erfüllt H alle Körperaxiome mit Ausnahme der Kommutativität der Multipli-
kation. Eine solche algebraische Struktur nennt man auch Schiefkörper.

Es sei φ : R⊕R3 → H die lineare Abbildung ((x1, (y1, y2, y3)) 7→ x11 + y1I + y2J + y3K. Dies ist offenbar
ein Isomorphismus.

5. Zeigen Sie, dass für alle x, y ∈ R und v, w ∈ R3 gilt:

φ−1(φ(x, v)φ(y, w)) = (xy − 〈v, w〉;xw + yv + v × w).

6. Bestimmen Sie mit Hilfe der obigen Gleichung die Lösungsmenge der Gleichung x4 = 1 in H. Hinweis:
x4 = (x2)2. Hinweis 2: Die Lösungsmenge hat mehr als 4 Elemente. Der Satz von Vandermonde
(Aufgabe 35) ist also in Schiefkörpern falsch.
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