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Blatt 4
72, Letthers cxist a system of entitics for which are given the following defini-
tions: (a=b) <(ma=obj; ma+ b) =ma < mbh; {m+ ne=ma - na;
m(na) = (mnja; ija=a
1. The equivalence of two entities a and b of the system is defined, that is, a ¥
propesitian, indicated by'n = b, fs defined, which ex T R Vee will suppose thut  menning is attributed o the expression ma, whatever may
two encicies of (he system, satisfied by ccrtain pairs njf entilies, and not by otbers, be the mﬁmﬁ m, in such a way that the preceding cquations are also satisfied,
and which satisfies the logical equations: The catity mais callad the product of the (real) number m with the extity 2.
(@=b)=(b=a), (1=h (b= <=ch 4. Finally we will suppuse there exists an entily of the system, which we will
% call the sull entiry, and that we will indicate by 0, such that whatever may be the
2. The sum of twa entities a and b is defined, that s to sav an entity, indicated entity 4, the product of the number ) with the entity @ shvays gives the entity {),
by 6 + b, i dofined that also belongs 10 the system givén, and which safisfies the : :
conditions thar s
fa=bi<(@t+e=b+el, n+b=b+a a+(b+=(a+b)+e e =)
the common value of the lwo bers of the last equivalence being indicated b Ao the expression a ~ b butes 4 i 1
B Ll g ¥ PrEssIon a wune alr the meaning &+ {=13h, one dednces
a—as=0, a+il=a
3. 1f a is an enlfity of the syster, and m is a positive integer, by the expression
ma w will mean the sum of m entities equal 1o 8. It is easy 1o recognize thal, if Definition. The system of ensiti i
g . il : 4 . F
a, b, ... are entities ol the system, and m. n,... positive inlegers, such a way as 10 s:;xj.sfv h m_fﬂ b dclﬁmnms i
) d ¥ the ticns 1mposed, is calied a Nnear systen,

Die historisch erste Definition des Vektorraumbegriffs. Giuseppe Peano, Calcolo Geometrico, 1888, iibersetzt
von L.C. Kannenberg.

Aufgabe 19: (Lineare Abbildungen I)
Es seien V und W zwei K-Vektorriume, und f,g: V — W lineare Abbildungen und A € K. Man zeige:

1. f + g ist linear;
2. Af ist linear;
3. Ist f:V — W bijektiv, so ist auch die Umkehrabbildung f~': W — V linear.

Aufgabe 20: (Lineare Abbildungen II)
Esseien f: V — W und g : W — Z lineare Abbildungen von K-Vektorrdumen und A € K. Man zeige:

1. idy ist linear;

2. go f ist linear;

3. Ist f = Aif1 + Aafo, so gilt go f = Aigo fi + Aago fo;
4. Ist g = Mg1 + Azga, soist go f = Mgy o f+ Asgao f.

Aufgabe 21: (Funktionenriume)

Es sei C°([0,1]) der R-Vektorraum der stetigen reellwertigen Funktionen auf [0, 1]. Welche der folgenden
Teilmengen sind R-Untervektorraume von C°([0, 1])? Und welche Teilmengen sind nur Q-Untervektorriume,
aber keine R-Untervektorrdume? Begriinden Sie IThre Antwort.

1. die Menge aller Polynomfunktionen,
2. die Menge aller positiven Funktionen,
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3. die Menge aller Funktionen f mit f(0) = [ f(t)dt,
4. die Menge aller differenzierbaren Funktionen,
5. die Menge aller Funktionen f mit f(1) € Q.

Aufgabe 22: (Die Simpsonsche Regel)

Es sei Pola(R) der Vektorraum der Polynomfunktionen auf R mit Grad kleiner gleich 2. Zeigen Sie, dass
die folgenden Abbildungen Poly(R) — R linear sind:

o pi [y p(t)dt;
e p— p(y) fiir ein festes y € R.

Zeigen Sie dann: es gibt eindeutig bestimmte ag, a1, a2 € R (und geben Sie diese Zahlen an), so dass fiir
alle p € Pola(R) gilt:

1
[ ooyt = acp(0) + asp(z) + azp().

Aufgabe 23: (Folgen- und Polynomriume)
Es sei eg(No; R) der Vektorraum aller abbrechenden Folgen, mit anderen Worten

co(Ng; R) == {a: N — R|3ng € Np : ¥n > ng : a(n) = 0}.

Konstruieren Sie eine bijektive lineare Abbildung ¢ : cg(Np;R) — Pol(R), dem Vektorraum aller Poly-
nomfunktionen. Auf Pol(R) existiert eine Multiplikation. Finden Sie auf ¢g(Np; R) eine Multiplikation, so
dass ¢ multiplikativ ist.

*_Aufgabe 24: (Der Frobenius-Endomorphismus)

Es sei K ein Kérper der Charakteristik p > 0 und [F,, C K der darin enthaltene Primkérper. Dadurch wird
K zu einem F,-Vektorraum. Wir betrachten die Abbildung ¢ : K — K, welche durch 4(z) := 2 definiert
ist. Man zeige:

1. 1) ist ein Kérperendomorphismus. Hinweis: Um die Additivitéit zu zeigen, benutzen Sie den binomi-
schen Lehrsatz, wobei bewiesen werden muss, dass die Binomialkoeffizienten {i) fiir 0 < k < p durch
p teilbar sind.

2. ¢ ist F-linear und injektiv.
3. Ist K endlich, so ist 1 bijektiv.




