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112 Das skalare Produkt zweier Vektoren

@ Wiederhole die Herleitung des wProjeklionssatzes” g - bg=1b @y
auf §, 20. Beachte insh dere auch die ,,B kung™ auf S, 20,

& Wiederhole auch die Harlniiung des veraligemeinerién Satzes von
Pythagoras auf . 20 (Fig. 20.3 und 20.4).
L. In Fig. 146.1/2 sei b, = CD die Linge der ortho-
gonalen Projektion von AC auf (BC), ferner a = CI
die Linge der orthogonalen Projektion von BC auf| (4cC).
In 146.1 ist y spitz, b, =b-cosy, g, = arcosy.
In 146.2 ist y stumpf, b, = b+ cosy’ = b- [ cosy | und
% =a+|cosy|; also gilt fiir die roten Rechtecke:
Projektionssatz (S.20):a b, = b - a,=a- b-|cosy|.
1 gile auch fiir y = 90°; es gilt dann
ab,=bra,=0,

A
146.2. g bg=b-ap

Der Projektionssatz

Aufgabe 1: (Fiinf Gleichungen in 5 Unbekannten)
Bestimmen Sie die Lésungsmenge des folgenden LGS:

T + 339 + dag +2x5
2z +darn + Teg  +a4
—xy + 215 — 313
32y +8xo + 11xq  +4my
dry + 8o + 1lxy 4y +2xy

Aufgabe 2: (Vogelanfgabe)
Fiir welche by, by ist das folgende LGS lésbar?

61 +8xy =
271 4+ 332 =

b
b

Fiir welche positiven by, by gibt es positive Losungen x,x2?
Fiir welche ganzzahligen by, by gibt es ganzzahlige Losungen x, o7



Wir gehen nun zur Ableitung des Erhaltungssatzes iiber, der aus der Iso-
tropie des Raumes folgt.

Diese Isotropie bedeutet, daB die mechanischen Eigenschaften eines abge-
schlossenen Systems sich bei einer beliebigen Drehung des Gesamtsystems im
Raum nicht éndern. Dementsprechend betrachten wir eine unendlich kleine
Drehung des Systems und fordern, daB seine LaeraneE-Funktion dabei unge-
dndert bleibt. ' '

Wir fiihren den Vektor ¢ einer infinitesimalen Drehung ein, dessen Betrag
gieich dem Drehwinlel dp ist und dessen Richtung mit der Drehachse zusammen-
fallt (und zwar so, daB die Drehrichtung mit der Richtung von de eine Rechts-
schraube bildet). '

Zunichst wollen wir den durch eine solche Dreh
) : ung verursacht

eines Radiusvektors bestimmen, der vom Koordinateianfan scunei;; Zélwachs
der Drehachse liegt) zu i ; oy PRy (der. with

§ gt) zu irgendeinem Massenpunkt des sich
drehenden Systems verliuft. Die lineare Verschiebung d

: e g des ‘}5_'; %
En}(lies des Radiusvektors ist mit dem Winkel durch die Be.
ziehung |0r] = r sin 6 . dp verkniipfs (Abb. 5). Der Vek by
- 92). tor dr ) __.9,’ cf_'p

steht sex_ah'euht auf der durch r und dg aufgespannten Ebene. =t
Daher gilt -

or = -1, (9,1)

-___-__—-——.
T :
) Mit der Klammer [ ] wird das Vektorprodukt bezeichnet g

Abb. 5

Das Vektorprodukt und infinitesmiale Drehungen; aus Landau, Lifschitz: *Mechanik”

Aufgabe 3: (Mehrfache Kreuzprodukte)
Es seien u. v, w € R* Vektoren. Beweisen Sie die folgenden Identidten:

1. die Grafimann-Identitit

ux(vXw) =<u,w>v— < v >w, (1)
2. die Jacobi—Identitit
ux(vxw +vx(wxu)+wx(uxv)=0 (2)
3. und die Adjunktionsformel
<UR VW S=< U U X WS> (3)

Aufgabe 4: (Vielfache der Eins)
In einem Korper K definieren wir fiir eine natiirliche Zahl n das n-te Vielfache der Eins als n.1 ;=
(14 ...+ 1), also die 1 n mal aufaddiert. Man zeige durch vollstandige Induktion:
(n.1) - (m.1) = (mm).1. Folgern Sie: falls K die Charakteristik p > 0 hat, so gilt p.1 = 0.



Aufgabe 5: (Rechenregeln in Kérpern)
Sei K ein Kérper. Zeigen Sie:

~0=0,
171 =1 und
(—a)™! = —(a~1) fiir jedes a € K.

. Fiir ein a € K gibt es nur ein einziges a’ € K mit ¢ + o' = 0.
. Fiir ein a € K, a # 0, gibt es nur ein einziges @ mit o @ = 1.
Fiir a,b € K mit a? = b? gilt a = b oder a = —b.

S

*-Aufgabe 6: (Es gibt keine bijektive Exponentialabbildung)
Sei K ein Kérper, und K* = K — {0}. ‘
Zeigen Sie, dass es keinen Isomorphismus E : (K, +) — (K*,-) gibt. Das heisst, es gibt keine bijektive
Abbildung E : K — K*, so dass E(z+y) = E(z)-E(y) gilt. (Man mache sich klar, dass dann automatisch
E(0) =1 und E(-z) = E(z)™) gilt.)



