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Allgemeine Hinweise, vor Beginn der Bearbeitung sorgfiltig durchzulesen:

Aufgaben 1,2: Geben Sie prizise Definitionen.

Aufgaben 3 und 4: Fiir jede richtige Antwort gibt es 1 Punkt, fiir jede falsche Antwort 1 Minuspunkt. Die
Gesamtpunktzahl jeder dieser Aufgaben ist jedoch in jedem Fall > 0.

Aufgaben 5 und 6: Geben Sie nicht nur das Ergebnis an, sondern auch ihren Losungsweg.

Aufgaben 7 bis 10: Machen Sie kenntlich, wenn Sie Sétze aus der Vorlesung benutzen.

Vergessen Sie bitte nicht, Ihren Namen auf jedes Blatt Threr Abgabe zu schreiben.

Aufgabe 1 (14 Punkte)

Geben Sie folgende Definitionen wieder:

NS g W

Basis eines K-Vektorraumes V

Dualraum eines K-Vektorraumes V'

Duale Basis zu einer gegebenen Basis (vy, ..., v,) des K-Vektorraumes V.
Gruppenhomomorphismus f: G — H.

Normalteiler in einer Gruppe G.

die allgemeine lineare Gruppe GL,, (K).

die symmetrische Gruppe 5, .

Aufgabe 2 (6 Punkte)

Formulieren Sie folgende Sétze:

1.
2.

Den Basisauswahlsatz.

Die Transformationsformel fiir die Matrizendarstellung einer linearen Abbildung unter Basiswechsel.

Aufgabe 3 (6 Punkte)

Sei n > 2. Welche der folgenden Aussagen sind richtig fiir alle A,C € Mat,, ,(K) und alle A € K? Und
welche sind im Allgemeinen falsch? Sie brauchen Ihre Antwort nicht zu begriinden; dennoch benutzen Sie
bitte ein separates Blatt Papier.
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det(A + B) = det(A) + det(B).
spur(A4 + B) = spur(A) + spur(B).
spur(AB) = spur(A) spur(B).
spur(A) # 0 < A ist invertierbar.
det(AA) = Adet(A).

det(AA) = A" det(A).

Aufgabe 4 (6 Punkte)

Welche der folgenden Aussagen sind richtig und welche sind im Allgemeinen falsch? Sie brauchen Thre
Antwort nicht zu begriinden; dennoch benutzen Sie bitte ein separates Blatt Papier.

SR S o

Das direkte Produkt zweier abelscher Gruppen ist abelsch.

Jede additive Untergruppe eines Vektorraumes ist ein Untervektorraum.

Ist ¢ : G — H ein bijektiver Gruppenhomomorphismus, so ist ¢! ein Gruppenhomomorphismus.
Der Kern eines Gruppenhomomorphismus ist eine Untergruppe.

Die symmetrische Gruppe .S, ist abelsch fiir alle n.

Das Bild eines Gruppenhomomorphismus ist ein Normalteiler.



Aufgabe 5 (8 Punkte)

Bestimmen Sie die Losungsmenge des folgenden linearen Gleichungssystems iiber dem Ké&rper F, in
Abhéngigkeit von der Primzahl p.
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Sie miissen hierbei die Elemente % € I, nicht explizit berechnen, falls in F, gilt n # 0.

Aufgabe 6 (12 Punkte)

Entscheiden Sie, welche der folgenden Matrizen aus Matg 3(Q) invertierbar sind und berechnen Sie die
Inversen.
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Aufgabe 7 (448 Punkte)

Es seien V und W endlich-dimensionale K-Vektorrdume, f : V' — W linear und f* : W* — V* die duale
Abbildung. Ferner sei U C V ein Unterraum. Zeigen Sie:

1. ker(f*) =1im(f)° und
2. dim(U?) = dim(V) — dim(U).

Zur Erinnerung: im(f)° C W* ist der Annulator von im(f). Hinweis fiir Teil 2: Dimensionsformel.

Aufgabe 8 (12 Punkte)

Es seien n,m € N und m ein Teiler von n. Zeigen Sie: Es existiert eine Untergruppe H C Z/n, welche
isomorph zu Z/m ist.

Aufgabe 9 (646 Punkte)

Es seien eine Gruppe G, eine Menge X, eine Gruppenoperation von G auf X sowie eine Teilmenge Y C X
gegeben. Fiir y € Y sei G, C G die Standgruppe. Es sei

H:={geG|WeY : gyeYudg lyeY}CcGund K := ﬂGyCG.
yey

Zeigen Sie:

1. H ist eine Untergruppe von G.

2. K ist ein Normalteiler von H (kein Teil der Aufgabe: K ist im Allgemeinen kein Normalteiler von

Q).

Aufgabe 10 (12 Punkte)

Es sei K ein Korper, V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum und f : V' — V linear. Ferner seien A und
B Basen von V. Zeigen Sie:

det(Ma,a(f)) = det(Mps(f))-

Das heiit, durch det(f) := det(Mp (f)) kann fiir den Endomorphismus f eine Determinante definieren.

Viel Erfolg !




