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Wiederholung: Gegeben eine Mannigfaltigkeit M, so ist QP := ['(AP(T#)M) der Vektorraum der p-Linearformen,
also all jener glatter Schnitte der p-ten #uBleren Potenz des Kotangentialbiindels AP(T#)M. Folglich weist ein
Element w € T(AP(T#M)) jedem Punkt z € M eine (alternierende) Multilinearform w, € AP(T#M) zu.
Eine Form w heifit geschlossen, falls dw = 0 und exakt, falls Iy : du = w. Dies ermdoglicht kartenunabhéngige
Differentiation und Integration auf einer Mannigfaltigkeit. Nun kann ein Element v € T,, M verstanden werden als
Aquivalenzklasse von Kurven 71, 7yo: [0,1] — M mit v,(0) = 72(0) = z und v; ~ 2 < (fow;)'(0) = (fows)'(0).
Dann ist fiir eine glatte Abbildung (0-Form) f: M — R die partielle Ableitung in Richtung eines Vektors
gegeben durch v(f) = (f ow)’(0), das heiit, der Tangentialvektor v wird in x € M ausgewertet. Es ist weiters
T,R = R, denn jede Klasse von Kurven, die den Punkt x € R nach Reprisentantenwahl durchlauft, wird mit
diesem identifiziert. Dann lésst sich das Differential D, f: T, M — T}, R wegen TR = R auffassen als Element
D.f e (TI#)M Folglich definiert man eine Verallgemeinerung auf p-Formen:

Definition 1 (AuBeres Differential in Koordinatenform). Das #uBere Differential d? : QP (M) — QP+1(M)
ist eine Abbildung, welche einer p-Form w € QP(M) eine (p + 1)-Form dw € QPF1(M) zuweist. In lokalen

Koordinaten (z1, za,...,z,), fir eine p-Form w = Z Jivipdziy A -+ Ndx;,, wird sie definiert durch

i1yemip

= > dfiy i, Adwy, Ao Adag,,  mit dfi, s, _Zaf“’ SEpR

Dieser Operator ist der einzige die folgenden Eigenschaften erfiillende:
Satz 2. (i) Fir p =0 stimmt d mit dem totalen Differential iberein.
(ii) dP ist linear fiir jedes p.
(iii) Fiir alle p gilt dP*1 o dP = 0.
(iv) Es gilt die graduierte Leibniz-Regel: dP (wi Aws) = dwi Awa+(—1)PwiAdwe, wy € QP(M),ws € QI(M)

Beweis. (i), (i%), (iv) folgen durch Nachrechnen. Wir beweisen Eigenschaft (ii4).
Sei w € QP(M) lokal in Koordinaten z1,...,z, gegeben mit w = E“lp fir,oipdwiy A - A dz;,, wobei
firyi, € C°°(M) fiir alle p gelte. Dann ist das Differential dw € QP (M) gegeben durch

dw

I

N
Q

Q;?

U1 yeees yip
T dZ‘J A dle AN dl‘ip.

Erneute Anwendung von d liefert:
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Die Vertauschbarkeit partieller Ableitungen sowie dx; A dx; = —dz; A dx; implizieren, dass sich alle Terme
paarweise aufheben. Also folgt

d(dw) = 0.

Beispiel 3 (Fir die wichtigen Operatoren grad, rot, div gelten rot(grad(f)) = 0 und div(rot(F')) = 0).
Betrachte fiir eine glatte Funktion f: R® — R das Gradientenfeld grad f: R® — R3, (z,y, 2) — grad(0, f, 9y f, 0. ).
Die Rotation eines Vektorfeldes F' = (F}, Fy, F3) ist gegeben durch

OyF3 — 0. F
rotF = | 0,F — 0, F;
0 F» — Oy Fy

Dann ergibt sich mittels des Satzes von Schwarz fiir rot(grad(f)) :

0y0-f — 0.0, f
rot(Vf) = | 0,0, f — 0,0,f | = 0.
020y f — 0y0. f

Sei F' = (F1, F», F3) ein Vektorfeld. Die Divergenz eines Vektorfeldes G = (G1, Ga2, G3) ist gegeben durch
divG = 9,G1 + 9,G2 + 0,Gs.
Nach obiger Definition ergibt sich dann fiir div(rot(F)):
div(rot F') = 0,(0yF3 — 0.F») + 0y(0,F1 — 0, F3) + 0,(0,F>» — 0, F1) = 0.

Definition 4 (Einschub: Differential fiir Kurven). Seien M, N glatte Mannigfaltigkeiten und f: M — N glatt
sowie x € M. Ein Tangentialvektor v € T, M kann, wie in der Einleitung bemerkt, dargestellt werden als
Aquivalenzklasse v = [4], aller glatter Kurven v : (0,1) — M mit v(0) = x, wobei zwei Kurven v, und 7,
dquivalent sind, falls (f o 71)’(0) = (f o 72)’(0) (nicht abhéingig von der Wahl eines Atlas). Dann wird das
Differential df,(v) € TN mit dy, : TM — Ty N definiert durch

dfe([]z) = [ f O'Y]f(gc)

wobei die Aquivalenzklasse auf N durch die Ableitung am Punkt ¢ = 0 definiert ist, d.h.

df([7]2) = [(f ©7)"(0)] f(ar)-

Folglich bildet das Differential(nach Représentantenwahl) einen Tangentialvektor einer Kurve v: [0,1] — M
im Punkt € M ab auf den resultierenden Tangentialvektor der Bildkurve f o+ : [0,1] — N im Bildpunkt
(fo)(0) = f(7(0)) = f(x). Dies liefert eine wohldefinierte Abbildung df(v): To M — T N. Ausgedriickt
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in Koordinaten handelt es sich dabei um die Jakobi-Matrix.
Erinnerung: Eine glatte Funktion g: N — R kann als 0-Form g € Q°(N) aufgefasst werden. Der Pullback
entlang einer glatten Funktion f: M — N ist dann gegeben durch:

Qf)g=frg=gof

Man erhélt als Komposition glatter Funktionen eine wiederum glatte Funktion Q°(f)g € Q°(M). Dies wird im

Folgenden verallgemeinert:

Definition 5 (Einschub: Pullback von p-Formen). Seien M, N glatte Mannigfaltigkeiten, f: M — N eine
glatte Abbildung und w € QP(N) eine p-Form. Betrachte folgendes Diagramm von Tangentialbiindeln iiber M
und N:

™ — 2 TN

p”‘MJ( J:’DTN

M—1 4N

Dieses kommutiert. Allerdings lisst sich aufgrund der Kontravarianz von Df# keine direkte Aussage im Ana-

logon der Kotangentialbiindel treffen:

T# M (LhH*
M—" 4N
.Anwendung der p-ten duBeren Potenz (kovarianter Funktor AP(D f)#) lost dieses Problem:

P #
AP(T#M) Q\(Lf)) AP(T#N)

PTMJ( J{P”‘N

M—r N

. Es ist dann fir w € QP(N) der Pullback entlang f die resultierende p-Form gegeben durch
Q7 (f)w = AP((Df)#) owo f1 QP(N) — Q°(M)

Betrachtet man den Pullback als Auswertung von Tangentialvektoren vi,...,v, € T, M im Punkt x € M, ist

folgende Darstellung dquivalent:

(P(flw)e(vi,. .., vp) i= Wiz (dfaj(vl), A dfm(vp)),

wobei df, : Ty M — Ty,)N das Differential von f ist.

In lokalen Koordinaten (x1,...,x,) auf N lisst sich w schreiben als w = Z iy ... iy dTi A -+ Adx;,. Dann

1 5eenrip

ist der Pullback QP(f)w € QP(M) der p-Form w entlang f in Koordinatenform gegeben durch

P(Hw= D (i, 0 f) Q(f)dfo(ds, A---Nday,).

11y-5p
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Insbesondere induziert damit jede glatte Abbildung f: M — N eine Abbildung QP(f): QP(N) — QP(M).

Im Folgenden eine Visualisierung:

T.S dfe([7]) Ty U

f:ScM—->UCN

0 (f)

Diagramm: Veranschaulichung von Pullback und Pushforward.

Satz 6 (Natiirlichkeit der &uleren Ableitung). Sei f: M — N eine glatte Abbildung zwischen Mannigfaltigkeiten

M, N und w € QP(N) eine glatte p-Form. Dann gilt
d(QP(f)w) = Q" (f)(dw),

das heifst, das folgende Diagramm kommutiert:

QP(N) —L— QPFL(N)

Q”(f)J Jﬂ”“(f)

Qr(M) —2— QrrL(M)

Beweis. Betrachte nun den Spezialfall einer 0-Form w € Q°(M). Dann gilt

(@) () () = gy ()
= dwf(z)([f o)
= [(wo £ 02 (0)
= 2| et

=dwo f)()
= d(Q°(f)w)x([7])-

Seinun w € QP(N) mit w = Z iy ...i, dTs; A - -Adx;, gegeben. Einsetzen in die duflere Ableitung d: QP (N) —

i1 yenip
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QPT1(N) und Post-Komposition mit dem Pullback QP(f) liefern:
QP (f) (dw) = QPFL(F) | > dai,, i, N, A Ada,
Linearitéit — | Z Q(f) (dai,.,...i,) AP )dfo(dai, A+ Adas,)
Spezialfall — | Z d (Q°(f)(ai,....i,)) AP (f)dfo(dai, A Adzg,)

grad.Leibniz — Z ((ail,..qip o f)) Qp(f)dfw(dl‘zl A A divip)

i1yenip

= d(©Q°(f)(w))-

O

Folglich ist die duflere Ableitung ein von der Wahl des Koordinatensystems unabhéngiger sowie eindeutiger,

linearer Operator. Dies bedingt die folgende Definition:

Definition 7 (de Rham-Kokettenkomplex). Man definiert den de Rham-Kokettenkomplex als Familie von
Vektorrdumen T'(AP(T#M)) = (QP)pez, zusammen mit dem duferen Differential d : QP — QPF1 sodass

dod =0 gilt. Es ergibt sich die folgende Sequenz:

0 — M) L ') L L (M) — 00— .
Es ist Q7! := 0 der Nullraum sowie ebenfalls QP (M) = 0 fiir p > n = dim(M). Wegen der Eigenschaft dod = 0
gilt BP(M) := Im(dP) C Ker(dP*!) := ZP(M), mithilfe dessen sich die zentrale Struktur des Seminars definieren

lasst:

Definition 8. Die p-te de Rham-Kohomologie ist definiert als Kohomologie des de Rham-Kokettenkomplexes
(QP(M),dP), d.h.
_ Ker(d: QF — QPFY)

P .
Hir(M) := Im(d: Qp—1 — Qp) "’

Es entélt per definitionem Ker(d : QP —s QP*1) alle geschlossenen p-Formen und Im(d : QP~1 — QP) alle
exakten p-Formen. Elemente in ZP (M) werden als Kozykel und jene in BP(M) als Koréinder von HY, (M)
bezeichnet. Folglich misst HY, (M), inwieweit Kozykel auch Koréinder sind. Ein Element [o] € HY (M) wird
mittels folgender Aquivalenzrelation bestimmt: Zwei Kozykel a, 8 heiBen #quivalent, wenn o — § = d, ihre

Differenz also ein Korand n € BP(M)ist.

Auf Basis des Dachprodukts fiir Linearformen, i.e.

A QP(M) x QIUM) — QPTYM), (a,B) — a A B,
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lisst sich auf HY (M) ein duBeres Produkt wie folgt definieren:
HYp (M) x Hig (M) — Hip (M), ([a],[8]) — [a] - [8] := [a A B].
Nun gilt fiir die Ableitung des Keilprodukts nach der graduierten Leibniz-Regel fiir geschlossene «, 3 auch

d(anp) = (da) AB+(—1)Pan(dB) = 0, also ist dies ebenfalls geschlossen. Zu zeigen ist nun die Wohldefiniertheit
—~— —~—

0 0
des Keilprodukts auf Kohomologieklassen [a]. Sei dazu o ~ o oder 8 ~ §’. Dann muss auch a A8 ~ o/ A bzw.
aApB~aAp gelten. Zeige exemplarisch (anderer Fall analog) a ~ o’ = a A ~ &' A 8. Per definitionem

gilt @ ~ o’ <= a — o’ = dpy fiir einen Korand 7. Dann folgt
aANB=("+dp)AB=a" AB+(dn)AB.
und damit
oz/\ﬁ—o//\ﬁ:dn/\ﬁ:dn/\ﬁ—&—(—l)pﬂn/\\dé/:d(n/\ﬁ).

0

Also ist a A B ~ o' A und die Abbildung ist wohldefiniert auf Kohomologieklassen. Damit bildet die de

Rham-Kohomologie HY, eine graduiert-kommutative Algebra.

Beispiel 9 (p = 0). Im Fall p = 0 ist Im(d : Q7' — Q9% = {0}, da nach Definition Q! = 0 gesetzt
wird und d linear ist. Dariiber hinaus ist wegen Q°(M) = C*°(M,R) auch Ker(d : Q°(M) — QY(M)) =
{f € C>(M,R) | df =0}. Folglich gilt

. Ker(d: Q% — Q') _ Ker(d: Q» — Q)
C Im(d: Q' — Q) {0}

HY5 (M) =~ Ker(d: Q" — Q') = {f € C>*(M,R) | df =0} .

Dies sind gerade die lokal-konstanten, reellwertigen Funktionen auf M. Ist nun M zusammenhéngend, so ist je-
de lokalkonstante Funktion konstant und es kann jede Abbildung { fecC>(M,R) | df = 0} eindeutig durch
die Wahl eines Punktes z € R bestimmt werden, also gilt H),(M) = R,. Bezeichne L(M) alle Zusam-
menhangskomponenten von M und |L(M)| die Zahl der Zusammenhangskomponenten, so folgt allgemeiner

HEp (M) = RIEODI,
Beispiel 10. Sei nun M = {z}. Dann ist dim(M) = 0. Dann ergibt sich fiir die Sequenz des de Rham-

Kokettenkomplex:

0 — QM) 00— ..

.Es ist niimlich wie in obigem Beispiel B°(M) = 0. Da d = 0 die Nullabbildung ist, gilt Z°(M) = R, da es
fiir den einzigen Punkt « € M eine Anzahl von |R|-vielen Abbildung gibt, die Kozykel sind. Folglich ist die de

Rham-Kohomologie fiir p > 0 immer der Nullraum. Damit ergibt sich:

R, p=0,

0, p#0.

HgR(x) =
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Das folgende Beispiel legt konkret dar, dass nicht jeder Kozykel auch ein Korand ist:

Beispiel 11 (Nicht jedes wirbelfreie Vektorfeld ist ein Potenzial, nicht jeder Kozykel ist auch Korand). Wir
geben ein Beispiel aus der Vektoranalysis: Seien M = R? \ {(0,0)} und w € Q' (M) mit

Y
d
22+ 42 z+x2+y2
—_——— N—.—
P(z,y) Q(z,y)

w(z,y) = dy,

gegeben. Nachrechnen liefert ‘%2 31; . Folglich ist w geschlossen, da mit der Formel der dufleren Ableitung

_(0Q 0P B
dw_(@x ay)al:v/\dy—O.

gilt:

Angenommen, w wire auch exakt, i.e. 3f € C*°(M,R) : w = df. Dann gilt nach dem in der néchsten Sitzung zu

beweisenden Satz von Green (bzw. 2D-Stokes) notwendigerweise fiir jeden geschlossenen Weg ~ : [a,b] — R :

[ywz[ydf:().

Es ist aber mit v(¢) = (cos(¢),sin(t)), ¢ € [0, 27]

e

2m
—sint cost
/ ———————(—sint) + ——————(cos t)) dt
0 cos?t + sin®t cos?t +sin”t

2
/ sin?t + cos? t)dt = 2.
0

Folglich ist w geschlossen, aber nicht exakt. Es folgt dim(H éR) > 1, denn es gilt mit Beispiel 9, dass wegen
Z°(M) = R fiir die Koréinder B*(M) = R ist. Im Folgenden eine Visualisierung des Vektorfeldes w(x,y).

o
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Satz 12 (Funktorialitit von HY,(M)). Sei ¢ : M — N eine glatte Abbildung zwischen glatten Mannigfaltig-

keiten. Dann induziert der Pullback von Differentialformen
(f): @ (N) — (M),  wr— Q(f)w,
einen Homomorphismus auf de Rham-Kohomologien:
HE" (9) = ¢ ¢ Hig(N) — Hig (M), [l — [07(f)u.

Beweis. Nach Satz 6 gilt fiir jede p-Form w, dass d(Q(f)w) = QPT(f)(dw). Damit folgt:
e Ist w geschlossen (dw = 0), so ist auch QP (f)w geschlossen.
o Ist wexakt (In: w=dn ), so gilt QP(f)w = d(Q2P~L(f)n); also ist QP(f)w exakt.

Daher ist die Zuordnung [w] — [QP(f)w] wohldefiniert. Fiir glatte Abbildungen ¢ : M — N und ¢ : N — P gilt
auerdem (v o v)* = ¢* o ¢*, und fiir die Identitét idy, : M — M letztlich (idps)* = idye_ (v)- Damit ist Hqp

ein kontravarianter Funktor von der Kategorie der Mannigfaltigkeiten in die Kategorie der Vektorrdume. O

Satz 13 (Homotopieinvarianz von HY,(M)). Seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten. Sei h : M x [0,1] — N

eine glatte Homotopie zwischen den glatten Abbildungen fo, f1 : M — N. Dann gilt fiir alle p € Z:

H(Z;R(fo) = HgR(f1)~

Dieser kann verwendet werden, um folgenden Satz zu beweisen:

Satz 14 (Poincaré-Lemma). Fir jedes Sterngebiet U C R™ gilt

» 0, p>0
HdR(U) =
R, p=0.

Beweis. Der Fall p = 0 ist nur ein Spezialfall des obigen Beispiels 9. Sei also p > 0. Es bezeichne p: U — {z}
die Projektion und i: {z} — U die Inklusion. Dann ist p o i = idy,. Da U als Sterngebiet insbesondere
glatt zusammenziehbar und damit Homotopie-dquivalent zum Einpunktraum ist, gilt dariiber hinaus auch i o
p ~ idy. Dann folgt aus der Homotopieinvarianz (Satz 13), dass beide Abbildungen denselben Kohomologie-

Isomorphismus induzieren, i.e.: Hi,(i): HYx(U) — HY L ({x}) ist bijektiv fiir alle p, also

Hyp(U) = Hyp({z}) = {0}.
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