Hauptseminar S2D3 (Bachelor) Winter Term 2025 /26
Graduate Seminar S4D2 (Master)

Prof. Dr. Carl-Friedrich Bédigheimer

deRham-Kohomologie
dienstags, 14:15 — 16:00, Seminarraum II der Physik, Nuflallee 14-16, Raum 3.013

Begin: Dienstag, 28. Oktober 2025

Das Seminar kann leider erst zwei Wochen spéter als das Wintersemester beginnen.

Die deRham-Kohomologie HX, (M) ist eine Kohomologietheorie, die fiir glatte Manigfaltigkeiten M definiert
ist und nicht fiir beliebige Réume; sie wurde von George deRham (1903-1990) in den 30-ger Jahren ent-
wickelt. Sie benutzt Funktionen und Differentialformen auf M — und nicht Simplizes in M wie die singulére
(Ko)-Homologie —, um einen Kokettenkomplex

0— QY(M) — QY (M) — Q*(M) — ... — Q" (M) — 0

aufzustellen, wobei n = dim(M) und QF(M) der reelle Vektorraum der k-Formen auf M ist. Der Ko-
Randoperator

d=d: QF(M) — QL (M)
ist die duflere Ableitung von Differentialformen. In kleinen Dimensionen ist d der Gradient, die Rotation
bzw. die Divergenz, wie wir sie aus der Analysis kennen. Fiir eine offene Teilmenge M C R? ist dies

0 — QM) £25 Q'(M) 2% Q2(M) — 0

und fiir eine offene Teilmenge M C R3 ist es

0 — QO(M) E25 Q1 (M) 2% Q2(M) 2% 03(M) — 0
Eine Differentialform w € QF(M) heifit bekanntlich geschlossen, wenn d(w) = 0 gilt; und sie heifit exakt,
wenn w = d(w’) fiir eine Differentialform w’ € Q*~1(M) gilt. Da

dod=0

gilt, ist immer im(di_1) C ker(dy). Die deRham-Kohomologie von M ist dann definiert als der Quotient aus
den geschlossenene modulo den exakten Differentialformen:

HEp (M) = ker(dy,) /im(dg_1)
fir k=0,1,...,n = dim(M).
Diese Theorie hat ihren Ursprung in der Analysis und behandelt das Dilemma, dafl nicht jede Funktion in
mehreren Variablen eine Stammfunktion hat, wie wir das von der 1-dimensionalen Analysis gewohnt sind. Der
tiefere Grund dafiir ist die Topologie des Defintionsbereichs der Funktion. Dieser Zusammenhang zwischen
Analysis und Topologie ist einer der historischen Ausgangspunkte fiir die gesamte Algebraische Topologie.

Der Titel des Buches von Madsen & Tornehave, nach dem wir uns hauptsichlich richten werden, ist From
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Calculus to Cohohomology und beschreibt diesen Zusammenhang ganz treffend; ein erster Titel dieses Buches
war schlicht und sachlich deRham Cohomology gewesen. Die deRham-Theorie liegt also im Zwischengebiet
zwischen Topologie und Analysis und ist deshalb fiir die Differentialtopologie und Differentialgeometrie
sehr wichtig. Sie besitzt eine Variante fiir komplexe Mannigfaltigkeiten (Dolbeault-Kohomologie) und eine
Variante fiir algebraische Varietéten (Hodge-Theorie).

Die deRham-Kohomologie ist eine Theorie mit Koeffizienten in R, d.h. alle Kohomologiegruppen sind reelle
Vektorrdume. Dies macht die Theorie einfacher als die singulidre (Ko)homologietheorie, aber sie ignoriert
dafiir auch sogenannte Torsionsphénomene. Die singuldre Homologie und Kohomologie muf} sich sehr ein-
gehend mit homologischer Algebra beschiftigen, bevor sie voll ausgebaut hat; die deRham-Theorie kommt
deshalb schneller zu fortgeschrittenen Themen wie das Produkt, die Poincare-Dualitéit, Kiinneth-und Thom-
Isomorphismus, charakteristischen Klassen etc.. Trotzdem werden wir in vielen Beispielen sehen, dafl die
deRham-Kohomologie ausreichend stark ist, um mit ihr erste Anwendungen zu beweisen, wie z.B. den Brou-
wer’schen Fixpunktsatz.

Zunichst bauen wir die Theorie auf, bis zu dem Satz
HYo (M) = H*(M;R) = H*(M;Z) ®z R = Homg (Hy(M;Z),R),

welcher die deRham-Kohomologie mit der singuliren Kohomologie und Homologie mit reellen Koeffizienten
verbindet. Wir wenden uns dann einigen Anwendungen zu; nach den Begriffen wie Abbildungsgrad und
Verschlingungszahl beweisen wir die Sitze von Brouwer (Fixpunktsatz und Invarianz des Gebiets, Invarianz
der Dimension) und die Jordan’schen Separationssétze, sowie den Satz von Poincare-Hopf iiber Vektorfelder.

Die Poincare-Dualitét ist eines der erstaunlichsten Ergebnisse der Algebraischen Topologie: Fiir eine kom-
pakte, geschlossene und orientierbare Mannigfaltigkeit der Dimension n gilt: H%, (M) = Hyn ¥(M). Eine
weitere wichtige Struktur ist ein Produkt, wodurch Hjp(M) = >"p_ HE,(M) ein graduierter Ring wird;
dieses Produkt ist durch das Dachprodukt von Differentialformen induziert.

Die weiteren Vortrige wenden sich fortgeschrittenen Themen zu. Dazu befassen wir uns zunéchst mit (reellen
und komplexen) Vektorbiindeln und ihren Schnitten, sowie ihren dueren Produkten. Uber den Begriff eines
Zusammenhangs in einem Vektorbiindel £ und dem Begriff der invarianten Polynome kommen wir zu ganz
gewissen Kohomologieklassen ¢;(§) € H 3}%(M ) ®r C in der komplexifizierten deRham-Kohomologie, den
sogenannten Chern-Klassen. Eine besondere charakteristische Klasse ist die Euler-Klasse e(M); integriert
man eine sie repréisentiererende Differentialform iiber ganz M, so erhilt man die Euler-Charaktersitik x(M).

Nach einigen Berechnung mit projektiver Biindeln werden wir zum Schluf} die Gauf}-Bonnet-Formel beweisen.

Bachelor and Master: This program is written in German, since the seminar was first planned as a bachelor
seminar. It is now open for Master students, too, but they must take talks from (9) onwards. You can give
your talk in German or in English.

Vorkenntnisse: Module "Einfithrung in die Geometrie und Topologie’ und ’Analysis IIT".

Literatur: Fiir fast alle Vortriige kann man das Buch von Madsen & Tornehave [M-T] benutzen. Es ist unter
den angegebenen Quellen die beste und vollstindigste; besonders zu erwihnen sind die vielen Ubungsauf-
gaben. Bei einigen Vortrégen verweise ich auch auf andere Lehrbiicher als Alternative. Die Biicher [D], [G]
und vor allem das 3-béndige [G-H-V] sind sehr fortgeschrittenen undf in der Literaturliste nur als Hinweis
aufgefiihrt.

Die Vortrige sollen 90 Minuten dauern. Es muf} Zeit fiir Fragen eingerechnet werden. Sie sollten sich so frith
wie moglich mit mir besprechen, spétestens zwei Wochen vor Threm Vortrag.

Es ist mehr als ratsam, die Vortrdge mindestens 2 Wochen vor dem Termin mit mir durchzusprechen.




Vortrige

(1)

(2)

Mannigfaltigkeiten .......... ... . .. .. CHIN CHUNG FonG  28.10.2025
Mannigfaltigkeiten, Koordinaten, Atlanten. Beispiele. Tangentialbiindel. Beispiele.
[M-T, 8+9, App. A], [B, I.1-5], [L, 9].

Differentialformen und Integration ...................... ARTHUR HENNINGER 4.11.2025
Funktionen, Vektorfelder, Differentialformen. Integration von Differentialformen. Beispiele. AuBere
Algebra der Differentialformen.

[M-T, 9+10], [B, V.14+2+3], [B-T, §3], [L, 10+12].

deRham-Komplex und deRham-Kohomolgie .................. ToMm FINKEN 11.11.2025
Kokettenkomplex der Differentialformen, duflere Ableitung, d o d = 0. Natiirlichkeit. Homotopiein-
varianz. Lemma von Poincare. Beispiele.

[M-T, 3+6], [B, V.2, [B-T, §4], [L, 14].

Mayer-Vietoris-Prinzip und der Satz von deRham ........ JoNas FROMME 18.11.2025
Mayer-Vietoris-Sequenz. Isomorphismus mit der singuléiren Theorie H%, (M) =2 H*(M;R) =
Homg (Hy(M;Z),R). Beweis mit Lemma 9.5 in [B].

IM-T, 5+6], [B, V.9], [B-T, I, §2], [L, 15].

Anwendungen I ... ... N.N. 25.11.2025
Abbildungsgrad, Orientierungsindex einer Abbildung, Verschlingungszahl zweier Untermannigfaltig-
keiten, insbesondere zweier Kurven im R3. Index eines Vektorfeldes. Beispiele.

[M-T, 11].

Anwendungen II ........ ... . ... ... . JESSE GEORGIAS 2.12..2025
Betti-Zahlen by, (M) = dim HY, (M), Euler-Charakteristik, Satz von Poincare-Hopf. Beispiele.
IM-T, 12].

Poincare-Dualitdt ......... ... ... Luis MOESELAGEN 9.12.2025
Orientierbarkeit und Orientierung einer Mannigfaltigkeit. deRham-Kohomologie mit kompakten Tri-

gern. Beweis mit Lemma 9.5 in [B]. Beispiele.
[M-T, 13].

Produkt in der deRham-Kohomologie ................. ALMA HUMMELSHEIM 16.12.2025
AuBere Algebra der Differentialformen, Dach-Produkt (oder wedge-Produkt) in der deRham-Koho-
mologie. Beispiele. Kohomologiering von CP™.

[M-T, 14], [B, V.10].

Vektorbiindel ...............ooiiiiii N.N. (6.1.2026)"
Tangentialbiindel, Summen von Vektorbiindel, komplementéire Vektorbiindel. Tensorprodukte, dufle-
re Produkte. Hom-Biindel. Schnitte in Biindeln. Beispiele.

[M-T, 16], [L, 11], [B-T, I §6].

Zusammenhénge in Vektorbiindeln .......... ... ... ... ... .. L N.N. 13.1.2026
Zusammenhéinge. Beispiele. Existenz von Zusammenhingen. Kriimmungsform, Beispiel. Bianchi-
Identitét. Chern-Charakter.

[M-T, 17].

IDieser Dienstag liegt noch in den Weihnachtsferien; der Vortrag wird verschoben werden miissen.
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(11)

(13)

(14)

[B-T]

(B]

(D]
[G-H-V]
[G]

(L]
[M-T]

Invariante Polynome und charakteristische Klassen ...... Jusst MARTTINEN  20.1.2026

Invariante Polynome. Zusammenhénge und invariante Polynome, assoziierte Kohomologieklasse eines
Vektorbiindels. (Etwas K-Theorie und der Chern-Charakter K (M) ®7C = H?*(M)®zC.) Formeln.
Beispiele.

[M-T, 18, App. BJ.

Euler-Klasse ...........c. i DANIIL ZABILSKYI 27.1.2026
Pfaff’sche Polynome, assoziierte 2-Form. Euler-Klasse von M, Beispiele. Verbindung zu Chern-
klassen, Formeln. Beispiele.

[M-T, 19].

deRham-Kohomologie von projektiven Biindeln ............... KAIWEN SoNG  3.2.2026
Projektives Biindel eines Vektorbiindels. Satz von Leray-Hirsch (Theorem 20.1), Stiefel-Mannigfaltig-
keiten, Gramann-Mannigfaltigkeiten. Kohomologieberechnungen.

[M-T, 20], [B, V.10].

Thom-Isomorphismus und Gauf3-Bonnet-Formel .................... N.N. (10.2.2026)?
Sphérenbiindel eines Vektorbiindels, Thom-Isomorphismus. Gauss-Bonnet-Formel.
[M-T, 21].
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Liste der Teilnehmer / Vortragsnummer — Stand 10.11.2025

Finken, Tom (B)

Fong, Chin Chung (B)
Fromme, Jonas (B)
Georgias, Jesse (B)
Henninger, Arthur (B)
Hummelsheim, Alma (B)
Marttinen, Jussi (B)
Moeselagen, Luis (B)
Song, Kaiwen (M)
Zabilskyi, Daniil (M)

N = 0N O W

— =
DN W

2Der genannte Termin liegt bereits in den Semesterferien; auch hier kénnten wir einen fritheren Termin suchen.
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