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Einleitung

Behandelt werden die Theorie euklidischer und unitärer Vektorräume (teilweise
in Überschneidung mit den letzten Kapiteln der Vorlesung des Wintersemesters),
der Spektralsatz mit seinen wichtigsten Anwendungen, die Klassifikation von En-
domorphismen und eine Einführung in die Darstellungstheorie. Die Vorlesung ist
Grundlage für ein weiterführendes Studium der Algebra, aber auch Grundlage für
Teile der theoretischen Physik und der Analysis.

Natürlich beansprucht die Vorlesung keine Originalität. Ich habe mich in Begriffs-
bildungen und Bezeichnungen möglichst genau an allgemein übliche Konventio-
nen gehalten, wie sie etwa im Buch von Bosch verwandt werden. Die Theorie der
Normalformen von Endomorphismen entwickle ich als Spezialfall der Struktur-
theorie von endlich erzeugten Moduln über Hauptidealringen. Soweit hier einige
Beweise nicht in der Literatur enthalten sind, gehen sie auf eine frühere Vorle-
sung von S. Bosch und mir zurück. Im Kapitel über Darstellungstheorie folge ich
dem entsprechenden Kapitel in Artins ”Algebra”, wobei sich aber eine Reihe von
Änderungen und Ergänzungen in den Abschnitten über kompakte Gruppen als
zweckmäßig erwiesen haben. Bei den physikalischen Interpretationen der Dar-
stellungstheorie stütze ich mich auf van der Waerden, Wigner und Shafarevich,
ferner auf geduldige Erläuterungen meines Physik-Kollegen J. Kroha.

Obwohl physikalische Anwendungen Motivation für einen großen Teil des Stoffes
bilden, kommen sie explizit nur an zwei Stellen vor: im ersten Kapitel (Theorie
kleiner Schwingungen) und im letzten Abschnitt des dritten Kapitels (Quanten-
mechanik und Elementarteilchen). Eine ausführliche Diskussion der Rolle uni-
tärer Räume in der Quantenmechanik hat bereits in der – nicht ausgearbeiteten
– Vorlesung des Wintersemesters (Lineare Algebra I) stattgefunden. Dieser erste
Teil enthielt auch elementare für die Physik wichtige Begriffsbildungen wie Volu-
mina, Winkel, Vektorprodukte und dergleichen. Ebenso sind die Begriffe, an die
ich in der vorliegenden Ausarbeitung ”erinnere”, im ersten Semester eingeführt
worden: Gruppen, Faktorgruppen, Ideale, endliche Körper, Eigenwerte u.a.

Die Ausarbeitung ist für die Hörerinnen und Hörer meiner Vorlesung bestimmt
und soll ihnen bei ihrer weiteren Arbeit helfen. Insgesamt war der in den beiden
Vorlesungen dargestellte Stoff etwas umfangreicher und schwieriger als sonst üb-
lich; die Übungen haben gezeigt, daß die Anforderungen nicht zu hoch waren. Für
das stets gezeigte Interesse und die gute Mitarbeit bedanke ich mich sehr herzlich
bei allen Teilnehmern.
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1 Der Spektralsatz

§1 Skalarprodukte und Sesquilinearformen

1.) SeiK immer einer der beiden KörperR oderC (reelle bzw. komplexe Zah-
len); für z ∈ C ist z die konjugiert komplexe Zahl zuz und |z| der Absolutbetrag.
Wir notieren die

Regeln:(1) z= x+ iy, dannz= x− iy für x, y ∈ R.
(2) |z| =

√
zz=

√
x2 + y2 = |z|.

(3) |z| = 0 genau fürz= 0.
(4) |zw| = |z||w|.
(5) |z+ w| ≤ |z| + |w|.

Eine Zahlz ist reell genau dann, wennz = z ist. Alle auftretenden Vektorräume
sind (nicht notwendig endlichdimensionale)K -Vektorräume. Die folgenden Defi-
nitionen sind aus dem vergangenem Semester bekannt: ich wiederhole sie hier.

Definition 1.1. Eine Bilinearform ist eine Abbildung

s : V × V → K ,

(V einK -Vektorraum), für die gilt:
(1) Für y ∈ V ist x 7−→ s(x, y) linear in x.
(2) Für x ∈ V ist y 7−→ s(x, y) linear in y.

(Diese Definition ist natürlich für beliebige Grundkörper sinnvoll).

Definition 1.2. Eine Abbildungϕ : V → W zweierK -Vektorräume heißt semili-
near, wenn gilt:

(1) ϕ(x+ y) = ϕ(x) + ϕ(y) für x, y ∈ V,
(2) ϕ(λx) = λϕ(x) für λ ∈ K , x ∈ V.

Für K = R ist also „linear“ und „semilinear“ dasselbe, nicht aber fürK = C.
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Definition 1.3. Eine Sesquilinearform auf V ist eine Abbildung

s : V × V → K

mit:

(1) Für y ∈ V ist x 7−→ s(x, y) semilinear in x.
(2) Für x ∈ V ist y 7−→ s(x, y) linear in y.

Definition 1.4. Die Sesquilinearform s heißt hermitisch, wenn stets

s(x, y) = s(y, x)

ist. Kurz: s ist eine hermitische Form.

Für K = R ist „sesquilinear“ dasselbe wie „bilinear“ und „hermitisch“ gleich
„symmetrisch“:

s(x, y) = s(y, x).

Schließlich als vorläufig letzte

Definition 1.5. Eine Sesquilinearform heißt nicht entartet, wenn gilt:
(1) Aus s(x, y) = 0 für alle y folgt: x= 0.
(2) Aus s(x, y) = 0 für alle x folgt: y= 0.

Ein Skalarprodukt aufV ist eine nicht entartete hermitische Sesquilinearform.

2.) Die folgenden Beispiele sind fundamental:
V = Kn. Für x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) sei

s(x, y) = 〈x, y〉 =
n∑

j=1

x jyj .

Faßt manx, y als Spalten auf, dann ist also

〈x, y〉 = tx · y (Matrizenprodukt,t · steht für Transposition).

Satz 1.1〈 , 〉 ist ein positiv definites Skalarprodukt aufKn.

Dabei benutzen wir
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Definition 1.6. Eine hermitische Form s heißt positiv semidefinit, wenn s(x, x) ≥ 0
für alle x ist; s heißt positiv definit, wenn s(x, x) > 0 für alle x, 0 ist.

Beachte, daß natürlichs(x, y) = 0 für x odery = 0 gilt, ferner daß bei hermitischen
Formen

s(x, x) = s(x, x) ∈ R

ist. Positiv definite Formen sind klarerweise nicht entartet.

Beweisvon Satz 1.1.

〈x, x〉 =
n∑

j=1

x j xj =

n∑
j=1

|xj |
2 > 0 für x , 0.

Definition 1.7. Sei s eine positiv definite hermitische Form auf V. Dann heißt

V, s ein

{
euklidischerR
unitärer C

}
Vektorraum

und s das zugehörige Skalarprodukt. –

Meist schreibt mans(x, y) = 〈x, y〉 – “UnitärerK -Vektorraum“ verwenden wir für
unitäre und euklidische Räume.
Ich erinnere an weitere Beispiele:

(1) V = C0
C[a,b] der Vektorraum der stetigen komplexwertigen Funktionen auf

dem Intervall [a,b] und

〈 f ,g〉 =
∫ b

a
f (x)g(x)dx

als positiv definites Skalarprodukt.

(2) V = Rn,
〈x, y〉 =

∑
ε j xjyj , ε j = ±1.

Dies ist ein Skalarprodukt, das positiv definit nur fürε j = +1, j = 1 . . . n, ist.

3.) Im endlich-dimensionalen Fall stellen wir nun einen Zusammenhang zwi-
schen Matrizen und Formen her.
Es seiA = {a1, . . . ,an} eine Basis desn-dimensionalenK -VektorraumsV. Ferner
seis eine Sesquilinearform aufV. Wir definieren

As;A = (s(ai ,aj))i=1...n, j=1...n ∈ Kn×n
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als Matrix vons bezüglich der BasisA und notieren die folgenden Aussagen:

Aussage 1.Ist x =
∑n

j=1α jaj , y =
∑n

j=1 β jaj , bezeichnet

x =


α1
...
αn

 , y =

β1
...
βn


die Koordinatenvektoren vonx undy im Kn undA die Matrix vonsbez.A, so ist

s(x, y) = t
xAy.

Beweis.

s(x, y) = s

∑
i

αiai ,
∑

j

β jaj


=

∑
i, j

αiβ j s(ai ,aj) =
t
xAy.

Aussage 2.Seienx, y, x undy wie in Aussage 1. Es seiA ∈ Kn×n beliebig. Defini-
tere

s(x, y) = t
xAy.

Dann ists sesquilinear, mitAs;A = A.

Aussage 3.Es gilt As;A = 0 genau fürs≡ 0.

Aussage 4.Es ists hermitisch genau dann, wennAs,A = A der Bedingung

tA = A

genügt.

Beweis.Die Beziehungs(ai ,aj) = s(aj ,ai) ist notwendig und hinreichend für
Hermitizität und sagt geradeA = tA.

Aussage 5.Es ists genau dann nicht-entartet, wennAs;A regulär ist.
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Beweis.(1) Es seisentartet. D.h. es gibt einx , 0 mit s(x, y) ≡ 0 (mit „≡” meinen

wir Gleichheit für alley). Es seix der Koordinatenvektor vonx, alsox =


α1
...
αn


mit

∑
α jaj = x, entsprechendy =


β1
...
βn

 der vony. Dann gilt mit

A = (ai j ) = As;A :

∑
i, j

αiai jβ j ≡ 0 für alle y =


β1
...
βn

 ,
∑

j

∑
i

αiai j

 β j = 0.

Wir setzen

z =


γ1
...
γn

 mit γ j =
∑

αiai j

und erhalten ∑
γ jβ j = 0 für alle (β1, . . . , βn),

also sind alleγ j = 0. Damit ist
∑n

i=1αiai j = 0, nicht alleαi = 0, und somit istA
singulär.

(2) Der Falls(x, y) ≡ 0 für einy , 0 wird genauso behandelt.

(3) A = As;A sei singulär. Dann existiert einx , 0 mit txA = 0. Ist x ∈ V mit x als
Koordinatenvektor, so ist für alley ∈ V also (y hat den Koordinatenvektory):

s(x, y) = t
xAy = 0,

d.h.s ist entartet. – Analog findet many , 0 mit s(x, y) ≡ 0 für alle x.

Bemerkung. Im endlichdimensionalen Fall sind die Bedingungen (1) und (2) aus
Definition 5 also äquivalent.
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Wir beachten nun, daß die Sesquilinearformen aufV einenK -Vektorraum bilden,
unter den Verknüpfungen

(s1 + s2)(x, y) = s1(x, y) + s2(x, y)

(λs)(x, y) = λ · s(x, y);

wir nennen ihn Sq(V); die hermitischen Sesquilinearformen bilden einenR-Unter-
vektorraum hiervon (nicht einenC-Untervektorraum!) Damit können wir die bis-
herigen Aussagen (mit einer kleinen Erweiterung) zusammenfassen zu

Satz 1.2Es seiA eine Basis von V. Die Zuordnung

s 7−→ As;A

definiert einen Isomorphismus vonK -Vektorräumen zwischen

Sq(V)→ Kn×n.

Hierbei gehen die hermitischen Formen in denR-Unterraum der hermitischen
Matrizen über, die nicht-entarteten Formen werden auf die regulären Matrizen
abgebildet.

Wir holen eine Definition nach:

Definition 1.8. A ∈ Kn×n heißt hermitisch, wenn

tA = A

ist.

Für K = R ist A also eine symmetrische Matrix.

Definition 1.9. Eine hermitische Matrix A heißt positiv definit (-semidefinit), wenn
die Form

s(x, y) = t
xAy

positiv definit (-semidefinit) ist.
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4.) Wie im Falle von Endomorphismen müssen wir nun die Transformations-
formeln bei Basiswechsel aufstellen.
A = {a1, . . . ,an} undB = {b1, . . . ,bn} seien Basen,

S = Aid;B,A,

d.h.bi =
∑

j sji aj . Für eine Sesquilinearforms ist dann

s(bi ,bj) = s

∑
k

skiak,
∑

l

sl j al


=

∑
kl

skisl j s(ak,al),

d.h. wir haben

Satz 1.3
As;B =

tS As;AS

Sowohl Endomorphismen als auch Sesquilinearformen werden durchn× n- Ma-
trizen beschrieben. Daß es sich um unterschiedliche Objekte handelt, kommt in
dieser Beschreibung durch die unterschiedlichen Tranformatiosgesetze bei Basis-
wechsel heraus. Genauer:

Definition 1.10. A, B ∈ Kn×n heißen kongruent, wenn es eine reguläre Matrix
S ∈ Kn×n, mit

tS AS= B

gibt.

Offensichtlich haben wir eine Äquivalenzrelation definiert. Die GruppeGl(V)
operiert auf Sq(V) durch

sϕ(x, y) = s(ϕ(x), ϕ(y))

(für ϕ ∈ Gl(V) unds ∈ Sq(V).) Nennt man Sesquilinearformen kongruent,s1 ≡ s2,
wenn es einϕ gibt mit s2 = s1,ϕ, so sagt Satz 1.3 (etwas erweitert) aus, daß die
Zuordnung

s 7−→ As;A
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eine umkehrbare eindeutige (basisunabhängige) Abbildung zwischen Kongruenz-
klassen von Sesquilinearformen und Kongruenzklassen von Matrizen definiert.

Vergleichen wir mit der Situation bei Endomorphismen eines Vektorraumes: dimV
= n, der Grundkörper darf beliebig sein. Auf dem Endomorphismenring EndV
operiert dann Gl(V) durch Konjugation:f ,g ∈ EndV heißen ähnlich, wenn es ein
ϕ ∈ Gl(V) gibt mit

g = ϕ−1 ◦ f ◦ ϕ;

Matrizen A, B ∈ Kn×n hatten wir schon früher ähnlich genannt, wenn esS ∈
Gl(n,K) gibt mit

B = S−1AS.

Dann entnehmen wir den früheren Überlegungen: der Isomorphismus

EndV −→ Kn×n

f 7−→ Af ;A,A,

der mittels einer BasisA definiert wird, liefert eine basisunabhängige umkehrbar
eindeutige Abbildung zwischen den Mengen der Ähnlichkeitsklassen von Endo-
morphismen und den Mengen der Ähnlichkeitsklassen von Matrizen.
Ähnlichkeit und Kongruenz sind durchaus verschiedene Äquivalenzrelationen auf
Kn×n.

5.) Wir schauen nochmal denKn an. Jedes Skalarprodukt wird durch eine regu-
läre hermitische MatrixA nach der Formel

s(x, y) = t
xAy

gegeben. IstE die übliche Basisej =

01
0

← j, so istAs;E = A.

Für A = E = Einheitsmatrix hat man das übliche Skalarprodukt

〈x, y〉 = t
x · y =

∑
xiyi .

Schließlich noch eine terminologische Bemerkung: in der Literatur werden oft
nur positiv definite hermitische Formen als Skalarprodukte bezeichnet. Ich werde
mich in den folgenden Paragraphen dieser Konvention anschließen.
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§2 Normen

1.) Wir beginnen mit der folgenden

Definition 2.1. Eine Norm || · || auf demK -Vektorraum V ist eine Abbildung

V → R

x 7−→ || x ||

mit:

(1) || x || ≥ 0, und zwar= 0 genau dann, wenn x= 0,

(2) || λx || = |λ| || x || für λ ∈ K , x ∈ V,

(3) || x+ y || ≤ || x || + || y || .

V, || · || heißt normierter Vektorraum.

Wir geben einige Beispiele.

Beispiel 1V = K , || · || = | · | Absolutbetrag.

Beispiel 2V = Kn; || x || = max|xi | (mit x = (x1, . . . , xn)).

Beispiel 3V = Kn; || x || =
∑
|xi |.

Beispiel 4V = C0
C[a,b], || f || = max[a,b] | f (x)|.

Beispiel 5Wie Beispiel 4,|| f || =
∫ b

a
| f (x)|dx.

Wenn wir mit mehreren dieser Normen gleichzeitig zu tun haben, müssen wir sie
natürlich unterschiedlich bezeichnen:|| · || , ||| · |||, || || 1, || · ||∞ zum Beispiel.

2.) Es folgt das wichtigste Beispiel.

Satz 2.1Es sei V,〈 , 〉 ein unitärer Vektorraum. Durch

|| x || = 〈x, x〉1/2
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wird eine Norm definiert.

Satz 2.2(Schwarzsche Ungleichung). Voraussetzungen wie in Satz 2.1. Für x, y ∈
V ist dann

|〈x, y〉|2 ≤ || x || 2 || y || 2

(= 〈x, x〉〈y, y〉);

Gleichheit gilt genau dann, wenn x und y linear abhängig sind.

Zusatz: Die Ungleichung von Satz 2.1 gilt auch für positiv semidefinite hermiti-
sche Formen (nicht aber die Aussage über Bestehen der Gleichheit).
Beide Sätze sind im letzten Semester bewiesen worden – ich wiederhole hier den
Beweis.

Beweisvon Satz 2.2. (1)x odery = 0: dann ist die Aussage klar.
(2) Es sei〈x, x〉 , 0, λ ∈ K beliebig. Dann ist

0 ≤ 〈λx+ y, λx+ y〉 = |λ|2〈x, x〉 + λ〈x, y〉

+ λ〈y, x〉 + 〈y, y〉

Wir setzenλ = −〈x, y〉/〈x, x〉 und erhalten

0 ≤
|〈x, y〉|2

〈x, x〉
−
|〈x, y〉|2

〈x, x〉
−
|〈x, y〉|2

〈x, x〉
+ 〈y, y〉,

also
|〈x, y〉|2 ≤ 〈x, x〉〈y, y〉.

(3) Gleichheit heißt: für obigesλ ist 〈λx+ y, λx+ y〉 = 0, alsoλx = −y.

Beweisvon Satz 2.1. Nur die Dreiecksungleichung (3) ist nicht offensichtlich.
Nun ist

|| x+ y || 2 = || x || 2 + 2 Re〈x, y〉 + || y || 2

≤ || x || 2 + 2|Re〈x, y〉| + || y || 2

≤ || x || + 2|〈x, y〉| + || y || 2

≤ || x || 2 + 2 || x || || y || + || y || 2 (Satz 2.2)

= ( || x || + || y || )2.
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3.) Es seiV, || · || ein normierter Vektorraum. Durch

d(x, y) = || x− y ||

wird dann eine Metrik (Abstand zwischen zwei Vektoren) eingeführt, und die Ei-
genschaften einer Norm übersetzen sich in

(1) d(x, y) ≥ 0, = 0 genau fürx = y,

(2) d(x, y) = d(y, x),

(3) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y).

Mittels d werden nun die Begriffe „Konvergenz“, „Stetigkeit“, „offen“, „abge-
schlossen“, „gleichmäßige Konvergenz (Stetigkeit)“ inV definiert: die Formulie-
rungen für denRn bleiben wörtlich dieselben. Insbesondere steht der Kompakt-
heitsbegriff zur Verfügung, in folgender Formulierung:

Definition 2.2. M ⊂ V heißt kompakt, wenn jede offene Überdeckung von M eine
endliche Teilüberdeckung enthält.

Definition 2.3. Eine Teilmenge M⊂ V heißt beschränkt, wenn es ein C> 0 gibt,
so daß|| x || ≤ C für alle x∈ M gilt.

Wie im Rn sieht man, daß kompakte Mengen abgeschlossen und beschränkt sind.
Vorsicht: die Umkehrung gilt nur in endlichdimensionalen Vektorräumen – siehe
später. Wir untersuchen nun lineare Abbildungen im Rahmen dieser Begriffe.

Hilfssatz 1.Eine lineare Abbildung f: V → W zwischen normierten Vektorräu-
men ist genau dann überall stetig, wenn sie im Nullpunkt stetig ist. Das gilt genau
dann, wenn es ein C≥ 0 gibt mit

|| f (x) || ≤ C || x ||

für alle x ∈ V. ( f heißt dann beschränkt.)
(Links steht die Norm auf W, rechts die von V).

Beweis. f sei in 0 stetig. Dann existiert zuε = 1 einδ > 0 mit

|| f (x) || < 1 für alle || x || < δ.

Ist nuny , 0 beliebig, so ist
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|| f (y) || = || f

(
y
|| y ||

)
|| || y ||

= || f

(
δy
|| y ||

)
||

1
δ
|| y ||

≤
1
δ
|| y || .

Somit ist f beschränkt mit1
δ
= C. Daraus folgt, wennx0 ∈ V undε > 0 beliebig

sind:

|| f (x) − f (x0) || = || f (x− x0) ||

≤ C || x− x0 || < ε,

falls || x− x0 || <
ε
C , d.h. die Stetigkeit vonf in x0.

Vorsicht: istV ∞-dimensional, so brauchen lineare Abbildungen nicht stetig zu
sein! Ist etwa

V = C1
R[a,b], || f || = max| f (x)|,

W = C0
R[a,b], || f || wie oben,

undD : V →W die lineare Abbildung

(D f )(x) = f ′(x),

so gilt z.B.

lim
n→∞

1
n

sinnx= 0 in V,

aber limn→∞

(
1
n sinnx

)′
= limn→∞ cosnx ist nicht existent. – Das Beispiel ist ty-

pisch für die Verhältnisse bei linearen Differentialoperatoren.

Wir wenden uns nun endlichdimensionalen normierten Vektorräumen zu.

Hilfssatz 2.Es sei a1, . . . ,an eine Basis desK -Vektorraumes V. Setze für

x =
∑

i=1...n

λiai ∈ V :

|x| =
∑
|λi |.
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Dann ist| · | eine Norm auf V, und die Abbildung

x 7−→ (λ1, . . . , λn) ∈ Kn

ist ein Homeomorphismus.

Hieraus folgt
Hilfssatz 3.Die Mengen H= {x : |x| = 1} und Mc = {x : |x| ≤ c} sind – bezüglich
der „Summennorm“| · | – kompakt.

Hilfssatz 4.V, || · || sei ein n-dimensionaler normierterK -Vektorraum und| · | die
in Hilfssatz 2 eingeführte Summennormen. Dann sind die Abbildungen

id : V, | · | → V, || · ||

und

|| · || : V, | · | → R

stetig.

Beweis(1) || x || = ||
∑

j λ jaj || ≤
∑
|λ j | ||aj || ≤ C|x|, mit

C = max || xj || .

(2) || · || : V, || · || → R ist stetig. Denn: Es sei etwa|| x0 || ≤ || x || . Dann ist
|| x || = || x− x0 + x0 || ≤ || x− x0 || + || x0 || , also || x || − || x0 || ≤ || x− x0 || .
Für || x0 || ≥ || x || ist entsprechend

|| x0 || − || x || ≤ || x− x0 || ,

insgesamt
| || x || − || x0 || | ≤ || x− x0 || .

Daraus folgt aber die Stetigkeit von|| · || .

(3) || · || : V, | · | → R ist das Kompositum

V, | · |
id
→ V, || · ||

|| · ||
→ R,

also stetig.
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Hilfssatz 5.V, || · || sei ein n-dimensionaler normierter Vektorraum mit einer Basis
a1, . . . ,an. Für x =

∑
j λ jaj ∈ V sei

f j(x) = λ j .

Dann sind die fj linear und stetig von V, || · || nachK , und es gibt ein C> 0 mit

|x| ≤ C || x || .

(mit | · | als mittels der aj definierten Summennorm).

Beweis.Nach Hilfssatz 4 ist|| · || stetig aufV, | · |. Nach Hilfssatz 3 istM = {x :
|x| = 1} kompakt. Wegen|| x || > 0 auf M gibt es einc > 0 mit || x || ≥ c auf M.
Nun seix , 0 beliebig.Dann ist

|| x || = ||
x
|x|
|x| || = |x| ||

x
|x|
|| ≥ c|x|.

Es folgt weiter

| f j(x)| = |λ j | ≤ |x| ≤
1
c
|| x || .

Hilfssatz 6 f : V → W sei eine lineare Abbildung normierter Vektorräume;
dimV = n < ∞. Dann ist f stetig.

Beweis.a1, . . . ,an sei eine Basis und| · | die zugehörige Summennorm. Es sei
x =

∑
j λ jaj ∈ V. Dann

|| f (x) || = || f (
∑

j

λ jaj) ||

= ||
∑

j

λ j f (aj) ||

≤
∑
|λ j | || f (aj) ||

≤ C|x| mit C = max || f (aj) ||

≤ C′ || x || nach Hilfssatz 5.

Wir fassen die Ergebnisse zusammen in
Satz 2.3Es sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum mit Norm|| · || . Dann
gilt:
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(1) Jede lineare Abbildung f: V →W in irgendeinen normierten Vektorraum ist
stetig.
(2) Ist ||| · ||| eine weitere Norm auf V, so gibt es positive Zahlen c,C mit

c || x || ≤ |||x||| ≤ C || x || .

(3) Die Mengen Sr = {x : || x || = r} und Br = {x : || x || ≤ r} sind kompakt.
(4) Stetigkeit und Konvergenz bez. einer Norm implizieren Stetigkeit und Konver-
genz bez. aller Normen.

Beweis.(1) ist gerade Hilfssatz 6. und (2) folgt aus (1): setzef = id. (4) folgt aus
(2). Schließlich ergibt sich (3) aus Hilfssatz 3 und aus (4).
Aus diesem Satz folgern wir

Satz 2.4s sei eine hermitische Sesquilinearform auf dem normierten Vektorraum
V, || · || . Dann sind folgende Aussagen äquivalent:
(1) s ist positiv definit.
(2) Es gibt ein c> 0 mit

s(x, x) ≥ c || x || 2.

Beweis.Offensichtlich folgt aus (2) die positive Definitheit. Umgekehrt sei||| · |||

die durchs definite Norm, also|||x|||2 = s(x, x). Nach Satz 2.3 gilt dann die Un-
gleichung (2).

Folgerung.Für eine hermitische MatrixA sind äquivalent:
(1) A ist positiv definit.
(2) Es gibt ein positivesc mit

txAx≥ c
∑
|xj |

2

für alle x ∈ Kn.

Einen Teil von Satz 2.3 formulieren wir mit einem neuen Begriff.

Definition 2.4. Zwei Normen|| · || , | · | auf V heißen äquivalent, wenn es c,C > 0
mit

c|x| ≤ || x || ≤ C|x|

für alle x ∈ V gibt.
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(Es handelt sich in der Tat um eine Äquivalenzrelation!). Damit lautet 2.3 (3): Je
2 Normen auf einem endlichdimensionalen Vektorraum sind äquivalent.

Man überzeugt sich leicht, daß die Normen

|| f || 1 =
∫ b

a
| f (x)|dx, || f || 2 =

[∫ b

a
| f (x)|2dx

]1/2

und || f ||∞ = maxx∈[a,b] | f (x)| paarweise inäquivalent sind.

§3 Orthogonalität

1.) V, 〈 , 〉 sei immer ein unitärer bzw. euklidischer Vektorraum.〈 , 〉 ist also das
positiv-definite Skalarprodukt,|| · || bezeichnet die zugehörige Norm.

Definition 3.1. (1) Wir schreiben x⊥ y für 〈x, y〉 = 0 und nennen x und y∈ V
dann orthogonal (senkrecht) zueinander.

(2) M,N ⊂ V. M ⊥ N („senkrecht“) heißt: für alle x∈ M und y∈ N ist x⊥ y.

(3) M ⊂ V. M⊥ = {x : x ⊥ M} heißt orthogonales Komplement von M.

Die folgenden Aussagen sind unmittelbare Konsequenzen der Definitionen:

(1) M⊥ ist ein Unterraum vonV.

(2) M ⊥ N impliziert für die linearen HüllenL(M) und L(N) ebenfallsL(M) ⊥
L(N).

(3) M ∩ M⊥ ⊂ {0}.

(4) Wennx ⊥ y, dann gilt der „Satz des Pythagoras“

|| x+ y || 2 = || x || 2 + || y || 2

(für K = R gilt auch die Umkehrung).
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Definition 3.2. Ein Orthonormalsystem (ONS) ist eine endliche oder unendliche
Folge von Vektoren e1,e2,e3, . . . mit

〈ei ,ej〉 = δi j =

0 für i , j

1 für i = j.

D.h. also: dieei stehen paarweise senkrecht aufeinander und haben jeweils die
Norm 1. Offenbar ist ein ONS linear unabhängig.

Satz 3.1Es sei a1,a2,a3 . . . ∈ V ein linear unabhängiges (endliches oder un-
endliches) System von Vektoren. Dann existiert genau ein ONS e1,e2,e3, . . . mit
folgenden Eigenschaften:

(1) L(a1, . . . ,ak) = L(e1, . . . ,ek), k = 1,2,3, . . .
(2) ek =

∑
j=1...k λ jkaj mit λkk > 0.

(Mit L(a1, . . . ,ak) haben wir den von a1, . . . ,ak erzeugten Unterraum bezeichnet.)

Der folgende Beweis konstruiert diee aus dena effektiv; das Verfahren heißt das
Gram-Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren. „Diee entstehen aus dena
durch Orthonormalisierung“.

Beweisvon Satz 3.1. (Induktive Konstruktion derek).

Für k = 1 setze mane1 = a1/ ||a1 || .

Nun seiene1, . . . ,ek bereits so konstruiert, daß die Aussagen (1) und (2) für alle
j ≤ k gelten. Wir setzen mit noch zu wählendenλ′j ∈ K , j = 1, . . . , k,

e′k+1 = λ
′
1e1 + · · · + λ

′
kek + ak+1.

Unabhängig von denλ′j ist danne′k+1 < L(e1, . . . ,ek) = L(a1, . . . ,ak), daak+1 linear
unabhängig vona1, . . . ,ak ist; insbesondere iste′k+1 , 0.

Als nächstes erreichen wire′k+1 ⊥ ej für j = 1, . . . , k durch Wahl vonλ′j:

0 = 〈e′k+1,ej〉 = λ
′
j + 〈ak+1,ej〉.

Damit sind dieλ′j festgelegt; wir setzen nun
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ek+1 = e′k+1/ ||e
′
k+1 ||

und können dann leicht die gewünschten Beziehungen füre1, . . . ,ek+1 unda1, . . . ,
ak+1 verifizieren.

Analyse der Konstruktion zeigt auch die eindeutige Bestimmtheit derej .

Definition 3.3. Es seidimV = n. Eine Orthonormalbasis ONB von V ist eine
Basis e1, . . . ,en, die ein Orthonormalsystem bildet.

Folgerung 1.Jeder endlichdimensionale unitäre Vektorraum hat ONBen.

Folgerung 2. Es seiA ∈ Kn×n eine positiv definite hermitische Matrix. Dann
existiert eine reguläre MatrixS, und zwar eine Dreiecksmatrix mit positiven Dia-
gonalelementen, so daß

tS AS= E (Einheitsmatrix)

ist. – D.h. positiv definite hermitische Matrizen sind kongruent zur Einheitsmatrix.

Beweis.Definiere imKn als Skalarprodukt

s(x, y) = txAy.

Es seienai die Vektoren



0
...
1
...
0


← i, undA = a1, . . . ,an die daraus gebildete Basis,

dann ist
As;A = A.

Orthonormalisiert man diese Basis zuE = {e1, · · · ,en}, so ist

As;E = E,
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also, mit BasistransformationsmatrixS = Aid;E,A :

E = tS AS.

Beachte, daß der Gram-Schmidtsche Basisübergang durch eine DreiecksmatrixS
beschrieben wird.

Zu einer MatrixA wollen wir die linke oberek × k-Untermatrix wieder mitAk

bezeichnen.

Satz 3.2Für eine hermitische Matrix A= (ai j ) sind folgende Aussagen äquivalent:

(1) A ist positiv definit.
(2) Für jedes k mit1 ≤ k ≤ n ist

detAk = det(ai j )i, j=1...k > 0

(Insbesondere sind alle diese Determinanten reell).

Beweis.Es seiA positiv definit. Nach Folgerung 2 gibt es dannS ∈ Gl(n,K ) mit

tS AS= E,

also

|detS|2detA = 1.

Damit ist detA > 0. Betrachte nun das durchA definierte Skalarprodukt auf
L(e1, . . . ,en); dabei seiei = (0, . . . ,1, . . . ,0). Ak ist die Matrix des Skalarproduktes
bez. der Basise1, . . . ,ek, also hatAk positive Determinante.

Umgekehrt sei (2) erfüllt. Wir führen Induktion nachn. Für n = 1 ist die Behaup-
tung trivial, sei sie also fürn−1 ≥ 1 schon bewiesen. Es seisdie durchA definierte
Sesquilinearform auf demKn, ihre Einschränkung aufKn−1 = L(e1, . . . ,en−1) be-
zeichnen wir auch mits. Die Matrix dieser Einschränkung bezüglich der Basis
e1, . . . ,en−1 ist geradeAn−1, also istsdort nach Induktionsannahme positiv definit.
Es seia1, . . . ,an−1 ∈ L(e1, . . . ,en−1) eine ONB vonL(e1, . . . ,en−1) für s, die nach
Gram-Schmidt konstruiert wird.

Ferner sei
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an = en −

n−1∑
i=1

s(en,ai)ai .

Dann ista1, . . . ,an−1,an eine Basis desKn, und die Matrix vonsbez. dieser Basis
ist diag(1, . . . ,1;β), mit einemβ ∈ K . Wir haben nun

tS AS= diag(1, . . . ,1;β)

|detS|2 detA = det diag(1, . . . , β) = β,

alsoβ > 0. Damit ists positiv definit, also auchA.

2.) V sei weiterhin ein unitärer resp. euklidischer Vektorraum.

Definition 3.4. V ist die orthogonale Summe der Unterräume V1, . . . ,Vr , wenn

V = V1 + . . . + Vr

und Vi ⊥ Vj für i , j gilt.

Wir schreiben dann

V = V1⊕ . . .⊕Vr = V1 ⊥ . . . ⊥ Vr .

Offenbar ist eine orthogonale Summe auch direkt, und in der eindeutigen Zerle-
gung

x = x1 + x2 + . . . + xr , xi ∈ Vi

gilt

|| x || 2 = || x1 ||
2 + . . . + || xr ||

2,

(Satz des Pythagoras.)
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Satz 3.3Es sei W ein endlichdimensionaler Teilraum eines unitären Vektorraums
V. Dann ist

V =W⊕W⊥

und

W⊥⊥ =W.

Beweis.(1) Offenbar istW∩W⊥ = {0}, wir zeigenW+W⊥ = V.

Dazu seie1, . . . ,en eine ONB vonW. Ist x ∈ V, so sei

x1 =

n∑
i=1

〈x,ei〉ei ∈W,

x2 = x− x1.

Dann ist

〈x2,ej〉 = 〈x,ej〉 −

n∑
i=1

〈x,ei〉〈ei ,ej〉

= 0.

Somit istx2 ∈W⊥, undx = x1 + x2.

(2) Sicher istW⊥⊥ ⊃W. Es sei nunx ∈W⊥⊥. Nach Teil (1) des Beweises ist

x = x1 + x2, x1 ∈W, x2 ∈W⊥,

also

0 = 〈x, x2〉 = 〈x1, x2〉 + 〈x2, x2〉 = 〈x2, x2〉,
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damit folgtx = x1 ∈W.

Bemerkung Ist in der Situation von Satz 3

x = x1 + x2, x1 ∈W, x2 ∈W⊥,

so prüft man sofort die Beziehung

|| x2 || = ||x− x1|| = min{ || x− u || : u ∈W}

nach. Es ist ja füru ∈W

|| x− u || 2 = || x1 − u+ x2 ||
2 = || x1 − u || 2 + || x2 ||

2

≥ || x2 ||
2,

mit Gleichheit genau füru = x1.Die Zuordnungx 7→ x1 = p(x) ist linear, mit Kern
W⊥. Wir nennen sie die orthogonale Projektion auf den (endlichdimensionalen)
UnterraumW. Die Norm || x2 || kann als Abstand des Punktesx vom Unterraum
W angesehen werden.

Ist V selbst endlichdimensional, so natürlich auchW⊥, und die Rollen vonW
undW⊥ können im Satz vertauscht werden. Im allgemeinen Fall notieren wir die
topologischen Aussagen

Satz 3.4(1) Ein endlichdimensionaler Teilraum eines normierten Vektorraumes
ist abgeschlossen.

(2) M⊥ ist ein abgeschlossener Unterraum des unitären Vektorraumes V.

Beides ist leicht zu zeigen, wird aber im folgenden keine Rolle spielen.
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§4 Der Spektralsatz für normale Endomorphismen

1.) Wir studieren lineare Abbildungen zwischen unitären (euklidischen) Vek-
torräumen. Grundlegend ist

Satz 4.1(Riesz/Fischer). Es sei V ein endlich-dimensionaler unitärerK -Vektorraum.
Für jedes x∈ V sei lx die Linearform

lx(y) = 〈x, y〉.

Dann ist durch

x 7−→ lx

ein Semi-Isomorphismus von V auf den Dualraum V∗ erklärt.

Das heißt also insbesondere: istl irgendeine Linearform aufV, so existiert genau
ein x ∈ V mit

l(y) = 〈x, y〉

für alle y ∈ V : „ l kann durch Skalarprodukt mit einem Vektorx ∈ V gegeben
werden“.

Beweis.Offenbar istlx linear und die Zuordnungx 7−→ lx semilinear. Es reicht
nun, ihre Injektivität zu zeigen. Auslx = 0 folgt

〈x, y〉 = 0

für alley ∈ V und damitx = 0.

(Wir sehen, daß die Aussage also für nichtentartete Skalarprodukte gilt. Wir blei-
ben aber im positiv definiten Fall).

Es sei nun
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f : V →W

eine lineare Abbildung endlichdimensionaler unitärerK -Vektorräume. Füry ∈W
ist

x 7−→ ly(x) = 〈y, f (x)〉

eine Linearformly aufV. Nach Satz 4.1 gibt es also ein wohlbestimmtesz ∈ V mit

ly(x) = 〈z, x〉

für alle x. Wir nennen diesesz, das ja vony abhängt,f ∗(y) und haben damit eine
(offensichtlich lineare) Abbildung vonW nachV definiert. Insgesamt:

Satz 4.2Zu einer linearen Abbildung f: V → W unitärerK -Vektorräume endli-
cher Dimension existiert genau eine lineare Abbildung f∗ : W→ V mit

〈y, f (x)〉 = 〈 f ∗(y), x〉

für alle y ∈W und x∈ V.

Definition 4.1. f ∗ heißt die zu f adjungierte lineare Abbildung.

f ∗ hängt folgendermaßen mit der früher betrachtetendualenAbbildung, die wir
momentan mitf # bezeichnen wollen, zusammmen: Der Satz von Riesz/Fischer
definiert SemiisomorphismenιV : V → V∗ bzw. ιW : W→W∗. Dann ist

f ∗ = ι−1
V ◦ f # ◦ ιW.

(Da 2 Semiisomorphismen in der Formel auftreten, ist das Kompositum linear.)

Auch im folgenden seien alle auftretenden Vektorräume endlichdimensional. Die
Bildung des Adjungierten hat folgende leicht zu verifizierende Eigenschaften:

(1) 0∗ = 0, id∗ = id, f ∗∗ = f , (g ◦ f )∗ = f ∗◦g∗.
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(2) (Kern f )⊥ = Bild f ∗, (Bild f )⊥ = Kern f ∗.
(3) rg f = rg f ∗.

Beweisvon (3): rg f = dim Bild f = dim(Kern f ∗)⊥ = codim Kernf ∗ = rg f ∗.
Alternativ kann man natürlich auch rgf ∗ = rg f # = rg f benutzen.

2.) Wir müssen die obigen Ergebnisse jetzt in der Sprache der Matrizen inter-
pretieren.

Es seienA = {a1, . . . ,an}, B = {b1, . . . ,bm} ONBen vonV bzw.W,

A = Af ;A,B = (αi j )

B = Af ∗;B,A = (βi j ).

Also hat man

f (ai) =
∑

α ji bj

f ∗(bk) =
∑

βlkal

〈 f (ai),bk〉 =
∑

j

α ji 〈bj ,bk〉 = αki,

aber auch

〈ai , f ∗(bk)〉 =
∑

l

βlk〈ai ,al〉 = βik.

Somit istβik = αki, d.h. wir haben

Satz 4.3Bez. ONBenA undB gilt für die Matrizen von f und f∗ die Beziehung

Af ∗;B,A =
tAf ;A,B.

3.) Wir kehren zu Endomorphismen zurück.
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Definition 4.2. Ein Endomorphismus f eines unitärenK -Vektorraums heißt nor-
mal, wenn er mit seinem Adjungierten kommutiert:

f ◦ f ∗ = f ∗ ◦ f .

Z.B. sind 0 undid normale Endomorphismen. Wir können die Bedingung auch
anders formulieren:

f ist genau dannn normal, wenn stets

〈 f (x), f (y)〉 = 〈 f ∗(x), f ∗(y)〉

ist.

Ist nämlich f normal, so gilt

〈 f (x), f (y)〉 = 〈x, f ∗ f (y)〉

= 〈x, f f ∗(y)〉

= 〈 f ∗(x), f ∗(y)〉.

Umgekehrt berechnen wir

〈 f ∗ f (x), y〉 = 〈 f (x), f (y)〉

= 〈 f ∗(x), f ∗(y)〉

= 〈 f f ∗(x), y〉

und schließenf ◦ f ∗ = f ∗ ◦ f .

Folgerung Ist f normal, so ist Kernf = Kern f ∗ und damit Kernf ⊥ Bild f .

4.) Ich erinnere jetzt an den Begriff des Eigenwertes und die damit zusammen-
hängenden Begriffe und Ergebnisse. Der GrundkörperK sei beliebig.V sei ein
K-Vektorraum,f : V → V ein Endomorphismus. Ein Eigenwert (EW) λ ∈ K von
f ist ein Körperelement, für das
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V(λ) = Vf (λ) = Kern(λ id − f ) , 0

ist. Die Elementex , 0 in V(λ) heißen Eigenvektoren (EV) von f zum Eigenwert
λ,V(λ) der Eigenraum zuλ. Ist A ∈ Kn×n eine Matrix, so sind die Eigenwerte
von A per definitionem die Eigenwerte des Endomorphismusx 7−→ Ax von Kn;
entsprechend werden die Eigenvektoren und Eigenräume vonA erklärt.

Ist A eine beschreibende Matrix fürf bez. einer Basis, so sind die EWe vonf
genau die vonA, und die Eigenräume inV bzw. Kn entsprechen sich unter dem
KoordinatenisomorphismusV

∼
→ Kn. Die Eigenwerte vonf hängen nur von der

Ähnlichkeitsklasse vonf ab, dito fürA.

Die Eigenwerte vonA sind die Nullstellen des charakterisierten Polynoms

χA(x) = det(EX− A) ∈ K[X]

= Xn + . . . ,

somit gibt es höchstensn Eigenwerte inK für A ∈ Kn×n. Ist L ⊃ K eine Körperer-
weiterung, in derχA(X) in Linearfaktoren zerfällt – so eine Erweiterung gibt es
immer –,

χA(X) =
∏
j=1...k

(X − λ j)
mj

λ j ∈ L, λ j , λi für i , j,
∑

mj = n, so sind dieλ j die EWe vonA, aufgefaßt als
Matrix in Ln×n; mj nennt man die algebraische Vielfachheit vonλ j .

Notieren wir noch:

detA = λm1
1 . . . λmk

k ∈ K

SpA = m1λ1 + . . .mkλk ∈ K.

Für einen Endomorphismusf ist das charakteristische Polynom
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χ f (X) = χA(X),

wobei A eine beschreibende Matrix fürf ist; es hängt nur von der Ähnlichkeits-
klasse vonA und von f ab. Die Gleichung

χ f (X) = 0 bzw. χA(X) = 0

heißt charakteristische Gleichung oder Säkulargleichung.

Schließlich erinnere ich an den Begriff „diagonalisierbar“: f (bzw. A) heißt so,
wenn es eine Basis aus EVen vonf (bzw. A) gibt.

5.) Ich kehre jetzt zu unitärenK -VektorräumenV der Dimensionn zurück.

Satz 4.4Es sei f ein Endomorphismus von V, f ∗ sein adjungierter Endomorphi-
mus. Dann gilt fürλ ∈ K

(λid + f )∗ = λid + f ∗.

Ist ferner f normal,λ ein EW von f und a ein EV zuλ, so ist a auch ein EV von
f ∗, und zwar zum EWλ. Die EWe von f∗ sind konjugiert komplex zu denen von f,
die Eigenräume sind identisch.

Zum Beweis berechnen wir

〈(λ id + f )(x), y〉 = 〈λx, y〉 + 〈 f (x), y〉

= 〈x, λy〉 + 〈x, f ∗(y)〉

= 〈x, (λ id + f ∗)(y)〉.

Der Rest ergibt sich aus dieser Formel und der Folgerung nach Definition 4.2.

Hauptresultat dieses Kapitels ist der folgende

Satz 4.5(Spektralsatz für normale Endomorphismen) Folgende Aussagen sind für
einen Endomorphismus f: V → V eines unitärenK -Vektorraumes äquivalent.

32



(1) f ist normal, und alle EWe von f gehören zuK .

(2) Es gibt eine ONB von EVen für f.

(Im Falle K = C ist die Voraussetzung über die EWe vonf immer erfüllt; für
K = R lautet sie: „alle EWe vonf seien reell“).

Beweis.durch Induktion nachn = dimV. Für n = 1 ist die Aussage trivial; wir
nehmen den Satz fürn− 1 nun an.
Es seiλn ∈ K ein EW von f unden ein EV dazu mit ||en || = 1. Dann ist

U = e⊥n

ein n− 1-dimensionaler unitärer VR undf |U : U → U noch immer ein normaler
Endomorphismus. Denn fürx ∈ U ist

〈 f (x),en〉 = 〈x, f ∗(en)〉 = λn〈x,en〉 = 0,

also ist f (x) ∈ U, folglich U invariant unterf , und (f |U)∗ = f ∗ | U.

Nach Induktionsannahme existiert eine ONBe1, . . . ,en−1 von EVen vonf | U in
U, insgesamt also iste1, . . . ,en−1,en eine ONB von EVen fürf .

Ist umgekehrtA = {e1, . . . ,en} eine ONB von EVen fürf , so gilt

Af ;A,A = diag (λ1, . . . , λn),

wobeiλ j ∈ K die EWe vonf (nicht notwendig alle verschieden) sind. Dann ist

Af ∗;A,A = diag (λ1, . . . , λn)

offenbar mitAf ;A,A vertauschbar.

Zusatz. f sei normal. Sind dann V(λ) und V(µ) die Eigenräume zu verschiedenen
EWenλ , µ, so ist V(λ) ⊥ V(µ).
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Beweis.Es seix ∈ V(λ), y ∈ V(µ). Dann ist

λ〈x, y〉 = 〈λx, y〉 = 〈 f (x), y〉 = 〈x, f ∗(y)〉

= 〈x, µy〉 = µ〈x, y〉,

also〈x, y〉 = 0.

§5 Selbstadjungierte Abbildungen und Isometrien

1.) Nach wie vor seiV ein endlich-dimensionaler unitärerK -Vektorraum, also
euklidisch fürK = R. 〈 , 〉 ist das Skalarprodukt.

Definition 5.1. f : V → V heißt selbstadjungiert, wenn f= f ∗ ist.

Natürlich ist f dann normal. Wir haben mehr als das:

Satz 5.1Ein selbstadjungierter Endomorphismus hat nur reelle Eigenwerte.

Als Folgerung aus dem Spektralsatz ergibt sich nun

Satz 5.2(Diagonalisierung selbstadjungierter Endomorphismen)
Zu jedem selbstadjungierten Endomorphismus gibt es eine ONB von EVen.

Gibt es umgekehrt zuf eine ONB von EVen und sind alle EWe reell, so istf
natürlich selbstadjungiert.

Beweis von Satz 5.1.Die EWe von f ∗ sind konjugiert zu denen vonf . Aber
f = f ∗, d.h. alle EWe sind reell. Genauer: istλ EW von f , so istλ EW von
f ∗ mit demselben EigenraumV(λ). Wegen f = f ∗ gilt für einen EV x in V(λ):
λx = f (x) = λx, alsoλ = λ.

2.) Der folgende Begriff war schon im vorigen Semester eingeführt worden:

Definition 5.2. f : V → V heißt eine Isometrie, wenn für alle x, y ∈ V

〈 f (x), f (y)〉 = 〈x, y〉

ist. Für K = R heißen Isometrien orthogonale, fürK = C unitäre Abbildungen.
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Satz 5.3Für f : V → V sind folgende Aussagen äquivalent:

(1) f ist eine Isometrie.
(2) Für alle x∈ V ist || f (x) || = || x || .
(3) Für alle x mit || x || = 1 ist || f (x) || = 1.
(4) Für jede ONB von V gilt: das Bild unter f ist wieder eine ONB.
(5) Es gibt eine ONB von V, die unter f auf eine ONB abgebildet wird.

Den einfachen Beweis aus dem vergangenem Semester reproduziere ich nicht.

Klarerweise sind Isometrien bijektiv und normal. Genauer gilt

Satz 5.4Äquivalent für f sind die folgenden Aussagen:

(1) f ist eine Isometrie.
(2) f ist normal mit EWen vom Betrag 1.
(3) f−1 = f ∗.

Beweis.(1)⇔ (3): f −1 existiert, und

〈 f (x), y〉 = 〈 f (x), f f −1(y)〉 = 〈x, f −1(y)〉,

also f −1 = f ∗. f vertauscht aber mitf −1.

Ist umgekehrtf −1 = f ∗, so ist f natürlich normal, und wir haben

〈 f (x), f (y)〉 = 〈x, f ∗ f (y)〉

= 〈x, f −1 f (y)〉 = 〈x, y〉.

(1)⇔ (2): Diese Äquivalenz beweisen wir zunächst nur im FalleK = C.

Es seiλ ein EW von f , x , 0 ein EV zuλ. Dann haben wir

|| x || 2 = || f (x) || 2 = |λ|2 || x || 2,
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also|λ| = 1. Ist umgekehrt (2) erfüllt, so ist nach dem Spektralsatz eine ONB von
EVen vorhanden, wobei alle EWe den Betrag 1 haben. Damit führtf diese ONB
wieder in eine ONB über und ist somit eine Isometrie.

Den FallK = R behandeln wir etwas später.

Aus dem Spektralsatz folgt nun

Satz 5.5Es sei f : V → V eine Isometrie, deren EWe alle zuK gehören. Dann
existiert eine ONB von EVen von f.

Als weitere Folgerung notieren wir: die Determinante einer orthogonalen Abbil-
dung ist±1.

3.) Wenden wir uns nun der Interpretation der obigen Aussagen im Matrizen-
kalkül zu; dabei wird auch der Beweis von Satz 5.4 vervollständigt werden.

Es seiA = {a1, . . . ,an} eine ONB vonV. f : V → V sei selbstadjungiert und
A = Af ;A,A die Matrix von f bez.A. Dann isttA = Af ∗;A,A; und wegenf = f ∗ :

Satz 5.6 f ist genau dann selbstadjungiert, wenn bez. einer ONB die Matrix f
hermitisch ist. Dann ist bez. jeder ONB die Matrix von f hermitisch.

Für K = R sind die hermitischen Matrizen gerade die symmetrischen. Wir haben
mitbewiesen:

Folgerung. Die EWe einer hermitischen (bzw. reellen symmetrischen) Matrix
sind alle reell.

Nun möge f : V → V eine Isometrie sein. Dann folgt ausAf ∗;A,A =
tA und

f ∗ = f −1:

Satz 5.7 f ist genau dann eine Isometrie, wenn bez. einer (und damit aller) ONB
die Matrix A= Af ;A,A die Beziehung

tA = A−1

erfüllt.
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Definition 5.3. (1) A ∈ Cn×n heißt unitär, wenn

tA = A−1

gilt.
(2) A ∈ Rn×n heißt orthogonal, wenn die Beziehung

tA = A−1

besteht (d.h. A reell-unitär ist).
(3) A ∈ Kn×n heißt normal, wenn A· tA = tAA ist.

Wir bemerken noch, daß die Isometrien einesK -VektorraumesV bei der Kompo-
sition offenbar eine Untergruppe

IsoV ⊂ Gl(V)

bilden. Demnach bilden die unitären bzw. orthogonalen Matrizen Untergruppen
von Gl(n,K ); Bezeichnung:

O(n) ⊂ Gl(n,R) orthogonale
U(n) ⊂ Gl(n,C) unitäre

}
Gruppe.

Nun führen wir den Beweis von Satz 5.4 zu Ende. Zunächst folgt aus Satz 5.7 und
dem schon bewiesenen Teil von Satz 5.4

Satz 5.8Die Eigenwerte einer unitären (und daher erst recht einer orthogonalen)
Matrix haben den Betrag 1.

Damit hat jede Isometrief : V → V eines euklidischen Vektorraums EWe nur
vom Bertrag 1 (inC). Ist umgekehrtf normal mit komplexen EWen vom Betrag
1, so folgt: f wird bezüglich einer ONB vonV durch eine MartrixA mit

A · tA = tAA

gegeben.A definiert einen normalen Endomorphismus desCn (mit üblichem Ska-
larprodukt) mit EWen vom Betrag 1 und ist daher eine unitäre Matrix, also, da
reell, eine orthogonale Matrix. Damit istf eine Isometrie.

37



4.) Jetzt können wir den Spektralsatz zur Ähnlichkeitsklassifikation normaler,
insbesondere hermitischer Matrizen, heranziehen.A undB ∈ Kn×n heißen ähnlich,
A ∼ B, wenn es einS ∈ Gl(n,K ) mit

B = S−1AS

gibt. Dann stimmen natürlich die charakteristischen PolynomeχA undχB überein.
Kann manS sogar als unitäre Matrix wählen, so sollenA und B unitär ähnlich
heißen – im reellen Fall orthogonal ähnlich. Notieren wir:

(1) JedesB, welches unitär ähnlich zu einer normalen MatrixA ist, ist selbst nor-
mal (fürK = R: „orthogonal ähnlich“).

(2) IstAnormal mit EWenλ1, . . . , λn ∈ K , so istAunitär ähnlich zu diag(λ1, . . . , λn),
resp. orthogonal ähnlich, wennA reell undλ1, . . . , λn reell sind.

(3) A, B ∈ Cn×n seien ähnlich. WennA, Bbeide normal sind, so sind sie auch unitär
ähnlich.

Der wichtigste Fall ist

Satz 5.9Jede hermitische Matrix ist unitär ähnlich zu einer reellen Diagonalma-
trix; jede reelle symmetrische Matrix ist orthogonal ähnlich zu einer Diagonal-
matrix.

Wie stellt man nun bei einer normalen MatrixA die Diagonalform her? Die Frage
haben wir schon im letzten Semester allgemein beantwortet – hier nochmals:

Es sei

S−1AS = D = diag(λ1, . . . , λn)

mit S ∈ U(n). Dann sind dieλi die EWe vonA. Wir haben weiter

AS = S · D

= (λ1u1, . . . , λnun),

also Aui = λiui ,

wenn S = (u1u2 . . . un) ist
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(ui Spaltenvektoren). DaS unitär ist, müssen – siehe Schluß des Paragraphen –
dieui eine ONB von EVen vonAbilden, für denCn mit dem üblichen hermitischen
Skalarprodukt.

Somit hat man folgendes zu tun:

1. Lösung der charakteristischen Gleichung

χA(X) = 0

zur Bestimmung derλi . Das ist das Hauptproblem.

2. Bestimmung der Eigenräume zu den verschiedenenλi; sie sind automatisch
orthogonal und spannen denCn auf.

3. Bestimmung einer ONB zu jedem Eigenraum.

5.) Abschließend eine Bemerkung, die wir schon früher hätten machen können:

(1) Die Transformationsmatrix zwischen zwei ONBen ist unitär resp. orthogonal.

(2) Die Spalten und Zeilen einer unitären Matrix (oder orthogonalen Matrix) bil-
den eine ONB desKn (für das übliche Skalarprodukt). Hierdurch sind unitäre resp.
orthogonale Matrizen charakterisiert.

Bemerkung (2) ist nichts weiter als die Ausführung der Bedingung

tS S= E,

die unitäre Matrizen charakterisiert.

§6 Klassifikation hermitischer Formen

1.) Hauptergebnis ist die folgende Interpretation des Spektralsatzes:

Satz 6.1Es sei V,〈 , 〉 ein unitärer n-dimensionalerK -Vektorraum und s eine her-
mitische Sesquilinearform auf V. Dann existiert eine ONB von V, bezüglich wel-
cher s durch eine Diagonalmatrix D mit reellen Diagonalelementen beschrieben
wird. Bis auf die Reihenfolge der Diagonalelemente ist D eindeutig bestimmt.
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Beweis.(1) Es seiB = {b1, . . . ,bn} eine ONB undB = As;B die Matrix vonS bez.
B. Nach dem Klassifikationssatz 5.9 gibt es eine unitäre MatrixS mit

S−1BS = D = diag(λ1, . . . , λn).

AberS−1 = tS, also

tS BS= D.

Nun seiA = {a1, . . . ,an} die durch

Aid;A,B = S

definierte Basis, d.h.

ai =
∑

sji bj , S = (si j ).

DaS unitär ist, istA eine ONB, und

As;A =
tS BS= D.

(2) D ist durch das charakteristische PolynomχB festgelegt (bis auf die Reihen-
folge der Diagonalelemente). IstC irgendeine ONB undC = As;C, so ist

C = tT BT = T−1BT

mit einer unitären MatrixT, alsoχC = χB; somit hängtχB nur vons ab.

Satz 6.2Es sei s eine hermitische Sesquilinearform auf einem n-dimensionalen
K -Vektorraum V. Dann existiert eine BaisA von V, bezüglich welcher die Matrix
As;A die Gestalt
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diag(1, . . . ,1︸  ︷︷  ︸
k+

,−1, . . . ,−1︸       ︷︷       ︸
k−

,0, . . . ,0︸  ︷︷  ︸
k0

)

hat. Der Tripel(k+, k−, k0) mit 0 ≤ k+,−,0, k+ + k− + k0 = n ist durch s eindeutig
bestimmt.

Definition 6.1. (k+, k−, k0) heißt Signatur von s, k+ + k− Rang von s, k− − k+ Index
von s.

Satz 6.2 wird auch Sylvesterscher Trägheitssatz genannt. Die in der Definition
eingeführten Begriffe werden in der Literatur unterschiedlich gebraucht.

Beweis von Satz 6.2Wir führen mittels einer willkürlich gewählten Basis, die per
definitionem orthogonal sei, ein Skalarprodukt aufV ein. Nach Satz 6.1 gibt es
eine BasisA, bezüglich welchers durch die Diagonalmatrix.

D = diag(λ1, . . . , λk, µ1, . . . , µl ,0, . . . ,0)

gegeben wird, mitλκ > 0, µλ < 0.

Sei nun

S = diag

 1
√
λ1

, . . . ,
1
√
λk

,
1√
|µ1|

, . . . ,
1√
|µl |

,1, . . . ,1

 .
undD0 =

tS DS.Dann beschreibtD0 die Formsbez. der mittelsS transformierten
Basis, und es ist

D0 = diag
(
1, . . . ,1︸  ︷︷  ︸,−1, . . . ,−1︸       ︷︷       ︸,0, . . . ,0︸  ︷︷  ︸)

.

k l

2) Es bleibt die Eindeutigkeit vonD0 zu zeigen. Es seien also
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A = {a1, . . . ,ak; a′1, . . . ,a
′
l ; a′′1 , . . . ,a

′′
m}

B = {b1, . . . ,br ; b′1, . . . ,b
′
s; b′′1 , . . . ,b

′′
t }

zwei Basen mit

As;A = diag(1, . . . ,1︸  ︷︷  ︸
k

;−1, . . . ,−1︸       ︷︷       ︸
l

; 0, . . . ,0︸  ︷︷  ︸
m

)

As;B = diag(1, . . . ,1︸  ︷︷  ︸
r

;−1, . . . ,−1︸       ︷︷       ︸
s

; 0, . . . ,0︸  ︷︷  ︸
t

)

Also istk+ l +m= n = r + s+ t.

Es sei

V+ = L(a1, . . . ,ak)

V− = L(a′1, . . . ,a
′
l )

V0 = L(a′′1 , . . . ,a
′
m),

W0,W+,W− seien entsprechend mittelsB definiert. Es seix ∈ V0. D.h. für beliebi-
gesy ∈ V gilt

s(x, y) = s
(∑

α′′i a′′i ,
∑

β jaj +
∑

β′ja
′
j +

∑
β′′j a′′j

)
= 0.

Umgekehrt: auss(x, y) ≡ 0 für alley folgt x ∈ V0. Damit ist

V0 = {x : s(x, y) ≡ 0} =W0 und m= t.

Nun seix ∈W− ∩ (V0 ⊕ V+). Dann ist
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s(x, x) ≤ 0 , da x ∈W−
s(x, x) ≥ 0 , da x ∈ V+ ⊕ V0,

alsos(x, x) = 0. Aber aufW− ist −s positiv definit, alsox = 0. Demnach

dimW− = s≤ n− (k+m) = l.

Analog istl = dimV− ≤ n− (r + t) = s, alsol = s und schließlichk = r.

Eine Umformulierung des Sylvesterschen Trägheitssatzes ist

Satz 6.2’ Es sei s eine hermitische Sesquilinearform auf demK -Vektorraum V.
Dann existiert eine direkte Zerlegung

V = V0 ⊕ V+ ⊕ V−,

so daß gilt:

1) s(x, y) ≡ 0 für x ∈ V0 und y∈ V.
2) s ist positiv definit auf V+.
3) −s ist positiv definit auf V−.
4) s(x, y) = 0 für x ∈ V+, y ∈ V−.

V0 ist durch s eindeutig bestimmt, ebensodimV+ unddimV−.

Noch eine Bemerkung zur Interpretation dieser Sätze. Der Sylvestersche Träg-
heitssatz garantiert, daß jede hermitische Sesquilinearform durch eine (sehr spezi-
elle) Diagonalmatrix beschrieben werden kann, bezüglich einer geeigneten Basis;
ist die Form positiv definit, wird sie (bez. einer ONB) durch die Einheitsmatrix
beschrieben.

Der Spektralsatz (Satz 6.1) bezieht sich auf Paare von hermitischen Sesquilinear-
formen; ist eine dieser Formen positiv definit, so gibt es eine Basis, in der beide
Formen gleichzeitig durch Diagonalmatrizen beschrieben werden, und zwar eine
positiv definite durch die Einheitsmatrix; die zweite Form wird in einer geeigneten
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ONB für die erste Form durch eine reelle Diagonalmatrix gegeben. In der Diago-
nale stehen die EWe der Matrix, welche die zweite Form in einer willkürlichen
ONB bez. der ersten Form beschreibt.

2.) Wir übersetzen die obigen Sätze nun in die Sprache der Matrizen.

Definition 6.2. A, B ∈ Kn×n heißen kongruent, A≡ B, wenn es ein reguläres S mit

B = tS AS

gibt. A≡u B („unitär kongruent“), wenn S∈ U(n) existiert mit

B = tS AS

(vgl. Def. 1.10). Wir notieren:

Ist A hermitisch undB ≡ A, so ist B hermitisch. IstB ≡u A, so istχA = χB

(charakteristische Polynome).
Jetzt gilt

Satz 6.3(1) Jede hermitische Matrix A ist kongruent zu einer Diagonalmatrix

diag(1, . . . ,1︸  ︷︷  ︸
k

,−1, . . . ,−1︸       ︷︷       ︸
l

,0, . . . ,0︸  ︷︷  ︸
m

).

(k, l,m) mit k+ l +m= n sind durch A eindeutig bestimmmt als Signatur von A.

(2) Jede hermitische Matrix A ist unitär kongruent zu einer Diagonalmatrix

diag(λ1, . . . , λk, µ1, . . . , µl ,0, . . . ,0︸  ︷︷  ︸
m

),

mit λκ > 0, µλ < 0. (k, l,m) ist die Signatur von A, die Einträge sind gerade die
EWe von A.
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(3) A≡ B genau, wenn Signatur A=Signatur B.

(4) A≡u B genau, wennχA = χB.

3.) Wie berechnet man die Invarianten?

(1) Die Invarianten für unitäre Kongruenz: siehe früher.

(2) Die Berechnung der Signatur. Hier wäre es dumm, zunächst die EWe vonA
zu berechnen und dann die Signatur als Anzahl der positiven , der negativen und
der Null-EWe festzustellen. Stattdessen bringen wirA durch Transformation mit
regulären Matrizen in der folgenden Weise auf Diagonalgestalt:

Es seiA = (αi j ).

Fall 1.α11 , 0.

Setze

S =


1 β2 · · · βn

0
... En−1

0


mit En−1 als Einheitsmatrix inK (n−1)×(n−1) und geeignet zu wählendenβ2, . . . , βn ∈

K . Bilde

A′ = tS AS.

Ausmultiplizieren zeigt: wählt man

βi = −α1i/α11,

so hatA1 die Gestalt

A1 =

(
a11 0
0 A2

)

mit einer hermitischen MatrixA2 ∈ K (n−1)×(n−1).
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Fall 2.α11 = 0, aber nicht alleα1 j = 0. Sei etwaαi j , 0 für j > 1. Setze dann

S =


1 0 · · · 0 1 0 · · · 0
0
... En−1

0

 ;

dabei steht die 1 an der Stellej; dann ist

A1 =
tS AS= (α′i j )

hermitisch mitα′11 , 0.

Fall 3.α1 j = 0 für alle j. Dann hatA die Gestalt

A =


0 · · · 0
... A1

0


mit einer hermitischen MatrixA1 ∈ K (n−1)×(n−1).

In jedem Falle reduziert man das Problem um eine Dimension und ermittelt so
sukzessive eine reelle Diagonalmatrix, die kongruent zuA ist und an der man die
Signatur vonA abliest.

In anderer Sprechweise kann man die Ergebnisse so formulieren: jede hermitische
Bilinearform kann durch Einführung neuer Koordinaten in die Gestalt

n∑
j=1

ε jzjw j

mit ε j = 0,±1 überführt werden, jede relle symmetrische Bilinearform in die
Gestalt
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n∑
j=1

ε j xjyj

mit ε j = 0,±1. Die ε j sind jeweils durch die Form bis auf die Reihenfolge be-
stimmt. Das obige Verfahren liefert die gewünschte Umformung.

§7 Anwendungen

1.) Wir beginnen mit einer geometrischen Anwendung.

Definition 7.1. Eine Quadrik imRn ist die Nullstellenmenge eines quadratischen
Polynoms.

Offensichtlich kann ein solches Polynom folgendermaßen gegeben werden:

q(x) = q(x1, . . . , xn) =
txAx+ tax+ b

mit x =


x1
...
xn

 , A ∈ Rn×n eine symmetrische Matrix,a ∈ Rn undb ∈ R. Um eine

Vorstellung von der Gestalt der Quadrik

Q = {x : q(x) = 0}

zu bekommen, führen wir geeignete neue Koordinaten mittels der Ergebnisse des
vorigen Paragraphen ein. Zunächst existiert nach dem Sylvesterschen Trägheits-
satz einS ∈ Gl(n,R) mit

tS AS= diag

1, . . . ,1︸  ︷︷  ︸
k

,−1, . . . ,−1︸       ︷︷       ︸
l

,0, . . . ,0︸  ︷︷  ︸
m

 .
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Ersetzt man alsox durchS xund schreibt fürtaS wiederumta, so wird die Glei-
chung in den neuen, wieder mitx bezeichneten Koordinaten,

x2
1 + . . . + x2

k − x2
k+1 − . . . − x2

k+l + a1x1 + . . . + anxn + b = 0.

Wir können noch vereinfachen, indem wir

x2
1 + a1x1 =

(
x1 +

a1

2

)2

−
a2

1

4
,

−x2
k+1 + ak+1xk+1 = −

(
xk+1 −

ak+1

2

)2

+
a2

k+1

4

schreiben, entsprechend an den anderen Stellen, die neuen Koordinatenx1 + a1/2
usw. einführen und wieder mitx1 usw. bezeichnen; dann wird die Gleichung

x2
1 + . . . + x2

k − x2
k+1 − . . . − x2

k+l + ak+l+1xk+l+1 + . . . + anxn + b = 0,

wobeib eine neue Bedeutung hat. Falls nicht alleaj für j > k+ l Null sind, führen
wir als neue Koordinate

x̃k+l+1 = ak+l+1xk+l+1 + . . . + anxn

ein. Schließlich normieren wir die Koordinaten noch so, daßb = 0 oder±1 wird.
Damit wird die Gleichung

x2
1 + . . . + x2

k − x2
k+1 − . . . − x2

k+l + εxk+l+1 + b = 0

mit ε = 0 oder 1, b = 0 oder±1, 0 ≤ k ≤ n, 0 ≤ l ≤ n, k+ l ≤ n.

Die Gestalt vonQ kann hieraus abgelesen werden – das ist fürn = 2 oder 3
Gegenstand elementarer Geometrie. Z.B. wird durch
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x2
1 + x2

2 + x2
3 − 1

eine Sphäre gegeben, durchx2
1 + x2

2 − x2
3 = 1 ein einschaliges Hyperboloid, usw.

Das beschriebene Verfahren wird in geometrischer Sprechweise als Hauptachsen-
transformation quadratischer Hyperflächen bezeichnet (genauer: affine Hauptach-
sentransformation). Arbeitet man nur mit unitären Abbildungen, so spricht man
von euklidischer Hauptachsentransformation. Man vergleiche G. Fischer: Analy-
tische Geometrie (Hamburg 1978).

2.) Als zweites Beispiel betrachten wir kleine Schwingungen eines mechani-
schen Systems. Es werde durch die Koordinaten (x1, . . . , xn) = x beschrieben und
befinde sich beix = 0 in der Ruhelage. Die kinetische Energie sei eine positiv
definite quadratische Form in den Geschwindigkeiten ˙xj , die potentielle Energie
eine in den Auslenkungenxj :

T =
1
2

t ẋTẋ, V =
1
2

txVx,

T undV positiv definiten× n-Matrizen. Die Bewegungsgleichungen sind dann

d
dt
∂T
∂ẋj
−
∂T
∂xj
= −

∂V
∂xj

, j = 1 . . . n,

also nach leichter Rechnung

Tẍ+ Vx= 0.

Nach dem Spektralsatz existiert einS ∈ Gl(n,R) mit

tS TS= E und tS VS= diag(λ1, . . . , λn), λi > 0.

Einführen der neuen Variablen

x = S q
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liefert nach Multiplikation mittS :

q̈+ Dq = 0, D = diag (λ1, . . . , λn).

Hieraus liest man den Bewegungsablauf des Systems ab:

qj = Aje
iω j t + Bje

−iω j t,

ω2
j = λ j .

§8 Topologie von klassischen Gruppen

1.) K = R,C. Es seiG = Gl(n,K ).

Satz 8.1Die folgenden Abbildungen sind reell-analytisch, im FalleK = C sogar
holomorph.

(1)

µ : Kn×n × Kn×n→ Kn×n

A, B 7−→ AB.

(2)
det :Kn×n→ K .

(3)

ι : G→ G

A 7−→ A−1.

Insbesondere sind die Gruppenoperationen aufG reell-analytisch bzw. holomorph,
undG ist offen inKn×n.
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2.) Wir verwenden jetzt einige topologische Begriffe, die aus der Analysis be-
kannt sein sollten.
Satz 8.2Gl(n,R) hat2 Wegkomponenten,Gl(n,C) ist zusammenhängend.

Beweis.1) det : Gl(n,R)→ R∗ ist stetig surjektiv, also hat Gl(n,R) mindestens 2
Komponenten.

Hilfssatz. Es sei En
± = diag(1, . . . ,1,±1) ∈ Gn = Gl(n,K ). Dann ist jedes A∈ Gn

mit En
+ oder En

− verbindbar (i.e. es gibt einen Weg in Gn von A nach En+ bzw. En
−).

Beweis.Es seiA = (. . . a . . . b . . .) ∈ Gn, wobeia, b Spaltenvektoren sind. Dann ist
A in Gn verbindbar

(a) mit A′ = (. . . a . . . b + sa . . .), s ∈ R

(b) mit A′ = (. . . − a . . . − b . . .).

Um (a) zu zeigen, wähle mant ∈ [0,1] und bilde

A(t) = (. . . a . . . b + tsa . . .).

Dann ist detA(t) = detA undA(0) = A, A(1) = A′.

(b) folgt aus (a), indem wir der Reihe nach die folgenden Matrizen gemäß (a)
miteinander verbinden:

A, (. . . a . . . b + 2a . . .),

(. . . − a − b . . . b + 2a . . .),

(. . . − a − b . . . a . . .),

(. . . − a − b . . . − b . . .),

(. . . − a . . . − b . . .) = A′.

Den Hilfssatz zeigen wir nun durch Induktion nachn. Der Falln = 1 ist trivial.

Es seiA = (a1 . . . an) ∈ Gn, mit
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an =


a1n
...

ann

 .
Ist ann = 0, so läßt sichA mit A′ = (a′i j ) ∈ Gn gemäßa) verbinden, wobeia′nn , 0
ist. Nehmen wir also gleichann , 0 an. Gemäß (a) verbinden wir nunA mit

A1 =



∗

A′
...
...
∗

0 · · · 0 ann


;

wegen detA1 = ann · detA′ ist A′ ∈ Gn−1. Nach Induktionsannahme istA′ in Gn−1

mit En−1
± verbindbar, etwa durch einen WegA′(t), 0 ≤ t ≤ 1. Dann ist

A(t) =



∗

A′(t)
...
...
∗

0 · · · 0 ann


eine Verbindung vonA1 mit

A2 =



∗

En−1
±

...

...
∗

0 · · · 0 ann


.

Der WegA2(t):

A2(t) =



t∗

En−1
±

...

...
t∗

0 · · · 0 ann


,
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verbindet dannA2 mit

A3 = diag(1, . . . ,1,±1,ann).

Ist ann keine reelle negative Zahl, so bilden wir

A3(t) = diag(1, . . . ,1,±1,1+ t(ann− 1))

als Verbindung inGn zwischenA3 und

A4 = diag(1, . . . ,±1,1).

Ist ann < 0, so sei

A3(t) = diag(1, . . . ,±1,−1+ t(ann+ 1))

eine Verbindung inGn zwischenA3 und

A4 = diag(1, . . . ,±1,−1).

Ändert man nunA4 gemäß (b) ab, so erhält man die Behauptung des Hilfsatzes.

Beweis von Satz 8.2.Ende. (a)K = R. A ist mit En
+ bzw. En

− verbindbar, je
nachdem, ob detA > 0 oder< 0 ist. En

+ und En
− sind nicht verbindbar, da die

Determinanten unterschiedliches Vorzeichen haben.

(b) K = C. Jetzt sindEn
+ undEn

− in Gn verbindbar:

E(t) = diag(1, . . . ,1,eit), 0 ≤ t ≤ π,

stellt eine Verbindung her.

3.) Satz 8.3U(n) und O(n) sind kompakt.
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Beweis.(1) Ist A ∈ U(n) oderO(n), so sind die Matrixeinträgeai j vom Betrag
≤ 1, d.h.O(n) undU(n) sind beschränkt.

(2) A = (a1 . . . an) ∈ U(n) bedeutet:〈a j , ak〉 = δ jk. Das sind Gleichungen zwischen
stetigen Funktionen; die Lösungsmenge ist also abgeschlossen.

Ohne Beweis notieren wir noch:O(n) hat genau 2 Wegkomponenten,U(n) ist
zusammenhängend.

2 Normalformen von Endomorphismen

§0 Algebraische Grundlagen

1.) Ich erinnere zunächst an grundlegende Begriffe und Konstruktionen aus der
Theorie kommutativer Ringe.Rsei immer ein solcher Ring mit 1-Element.

Definition 0.1. Ein Ideala ⊂ R ist eine nichtleere Teilmenge, für die gilt:

(1) Mit x, y ∈ a ist auch x+ y ∈ a.
(2) Mit x ∈ a und r ∈ R ist rx∈ a.

Definition 0.2. (1) Ein Idealp heißt prim, wenn aus xy∈ p stets folgt: x oder
y ∈ p (undp , R).
(2) Ein Idealm heißt maximal, wennm , R ist, aber aus der Inklusionm ⊂ a ⊂ R,
a ein Ideal, folgt, daßa = m oder R ist.

Definition 0.3. M ⊂ a heißt Erzeugendensystem vona, wenna das kleinste Ideal
mit M ⊂ a ist. Wir schreibena = (M). Ist M einelementig, M= {x}, so heißt
a = (M) = (x) Hauptideal.

Z.B. istR= (1); (0) das Nullideal. Alle Ideale inZ, dem Ring der ganzen Zahlen,
sind Hauptideale, ebenso inK[X], dem Polynomring in einer Unbestimmten über
dem KörperK.
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Ideale treten als Kerne von Ringhomomorphismen auf. Zu jedem Ideala kann
man den FaktorringR/a und den Quotientenhomomorphismus

π : R→ R/a

bilden:R/a besteht aus den Restklassen oder Kongruenzklassen

x+ a = {x+ u : u ∈ a},

undπ ordnet jedemx seine Restklasse zu. Füra = (0) istR/a � R (isomorph), für
a = R ist R/a der Nullring. Ein Idealp ist genau dann prim, wennR/p nullteilerfrei
ist,m ist genau dann maximal, wennR/m ein Körper ist.

Definition 0.4. Eine Einheit in R ist ein u∈ R, zu dem es ein (multiplikativ)
Inverses u−1 (mit uu−1 = 1) gibt.

Die Einheiten bilden eine multiplikative GruppeR∗.Wir nennen Elementex, y ∈ R−
{0} assoziiert, wenn es eine Einheitu mit y = uxgibt. Jede Einheit erzeugt das Ide-
al R= (1), je 2 assoziierte Elemente erzeugen dasselbe Hauptideal.

2.) Rsei nun nullteilerfrei.

Definition 0.5. (1) a|b „teilt“, wenn b = ra mit r ∈ R ist.

(2) p heißt irreduzibel, wenn p keine Einheit ist und wenn aus der Zelegung p= ab
folgt, daß a oder b Einheiten sind.

(3) Eine Nichteinheit p heißt prim, wenn aus der Teilbarkeit p|ab folgt, p|a oder
p|b.

Primelemente sind irreduzibel. Ist fernerp′ assoziiert zup, so ist p′ genau dann
prim bzw. irreduzibel, wennp es ist. Das von einem Primelement erzeugte Haupt-
ideal ist ein Primideal.

Definition 0.6. Ein Ring R heißt faktoriell, wenn er nullteilerfrei ist und jedes
Element, 0 Produkt von Primelementen und Einheiten ist.
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In faktoriellen Ringen fallen die Begriffe „prim“ und „irreduzibel“ zusammen;
außerdem ist jede Primzerlegung bis auf Einheiten eindeutig.

Um Beispiele zu erhalten, beweisen wir

Satz 0.1.Jeder Hauptidealring ist faktoriell.

Dabei benutzen wir natürlich

Definition 0.7. Ein Hauptidealring ist ein nullteilerfreier Ring, in dem jedes Ideal
Hauptideal ist.

Beweis von Satz 0.1(1) Zunächst zeigen wir, daß jedes irreduzible Element inR
prim ist.

Es sei alsoq irreduzibel undq|ab. Nehmen wir an, daßq nicht a teilt. Das vonq
unda erzeugte Ideal (q,a) ist dann ein Hauptideal, etwa= (r). Also ist q = ρ · r.
Wäreρ eine Einheit, so hätte man wegenr |a auchq|a. Da q irreduzibel ist, ist
somitr eine Einheit, d.h. (q,a) = R, und die Gleichung

1 = πq+ αa

ist in R lösbar. Es folgt

b = b · 1 = b(πq+ αa) = bπq+ αab,

und beide Summanden rechts sind durchq teilbar. Es folgt:q|b und damit istq
prim.

2) Als zweites zeigen wir, daß jedesa ∈ R Produkt irreduzibler Elemente ist
(wobei wir a , 0, a keine Einheit, annehmen). Nennen wira schlecht, wenn es
kein solches Produkt ist, und weisen wir nach, daß es keine schlechten Elemente
gibt!

a sei schlecht. Insbesondere ista nicht irreduzibel, und wir haben eine echte Zer-
legung

a = a0 = a1 · a
′
1. (a1,a

′
1 keine Einheiten )

Hier muß mindestens ein Faktor wieder schlecht sein, etwaa1, und es folgt

a1 = a2 · a
′
2, (a2,a

′
2 keine Einheiten )
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mit einem schlechten Faktor, etwaa2. Sukzessive erhalten wir eine Folge

a = a0, a1, a2, a3, . . .

von schlechten Elementen, von denen jedes ein echter Teiler des vorhergehenden
ist:

aj = aj+1a
′
j+1, a′j+1 keine Einheit.

Betrachten wir die hiervon erzeugten Ideale: man hat also

(a0) & (a1) & (a2) & (a3) & . . .

Setzen wir

a =
⋃
j≥0

(aj),

so ist, da die Idealfolge aufsteigt,a wieder ein Ideal, also n.V. ein Hauptideal

a = (A).

Das ElementA liegt nun in einem der (aj), etwa in (ak). D.h. aber: fürj ≥ k ist
einerseits

aj = α jA,

andererseits ist

A = αak,

d.h. aj = αα jak (für j ≥ k).

Damit wäre

(ak) = (ak+1) = (ak+2) = . . . ,

im Widerspruch zur Konstruktion deraj .

3) Wir wissen aus dem vorigen Semester, daß aus 1) und 2) die Faktorialität von
R folgt.
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Als Konsequenz notieren wir: die RingeZ, sowieK[X], wobei K ein Körper ist,
sind faktoriell. Weiter sei noch erwähnt, daß in einem Hauptidealring jedes von
0 verschiedene Primideal maximal ist. Ist alsop eine Primzahl, so istZ/(p) ein
Körper: wir kennen ihn längst als PrimkörperFp; ist f (x) ein irreduzibles Polynom
, 0, so ist

K[X]/( f (x))

ein Körper. Auf diese Weise konstruiert man in der Algebra zahllose neue Körper;
wir kennen die Beispiele

Q(
√

2) � Q[X]/(X2 − 2),

C � R[X]/(X2 + 1),

und viele mehr.

§1 Problemstellung und elementare Ergebnisse

1.) Es sei f : V → V ein Endomorphismus einesn-dimensionalenK-Vektor-
raums. Wir suchen eine Basis vonV, etwaA, so daßf durch eine „möglichst
einfache“ Matrix in dieser Basis beschrieben wird, im Idealfall durch eine Diago-
nalmatrix. Wir wissen schon, daß der Idealfall nicht immer eintritt. In der Sprech-
weise der Matrizen suchen wir zuA ∈ Kn×n eine ähnliche MatrixS−1AS von
„möglichst einfacher“ Gestalt. Analog können wir fragen, unter welchen Umstän-
den zwei gegebene Matrizen oder Endomorphismen ähnlich sind.

Mit f bzw.A verbunden sind folgende Objekte.

(1)
χ f (X) = det(X · id − f ),

χA(X) = det(X · E − A),

das charakteristische Polynom vonf bzw.A. Es ist ein Polynomn-ten Grades,

χ f (X) = Xn + a1Xn−1 + . . . + an,

mit aj ∈ K, und zwar ista1 = −Sp f , an = (−1)n det f ; analog fürA.
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(2) Die Nullstellenλ j von χ f (X) bzw. χA(X) (in einem Erweiterungskörper von
K): das sind die Eigenwerte vonf bzw.A. In einer geeigneten Körpererweiterung
zerfällt das charakteristische Polynom

χ f (X) =
∏
j=i...k

(X − λ j)
mj , λ j , λi;

mj heißt algebraische Vielfachheit des EWλ j .
(3) Zu jedemλ j ∈ K der Eigenraum

V(λ j) = Kern (λ j id − f );

notwendig ist

dimV(λ j) ≤ mj

(dennf |V(λ j) ist die „Homothetie“x 7−→ λ j x; demgemäß spaltetχ f (X) den Faktor
(X − λ j)r mit r = dimV(λ j) ab).

f ist genau dann diagonalisierbar, wenn alleλ j ∈ K und immer

mj = dimV(λ j)

gilt.

2.) Es sei nunp(X) ∈ K(X) ein beliebiges Polynom,

p(X) = a0 + a1X + . . . + alX
l , aλ ∈ K.

Wir definieren

p( f ) = a0 · id + a1 f + a2 · f 2 + . . . + al f
l ,

mit

f λ = f ◦ f ◦ · · · ◦ f︸           ︷︷           ︸
λ

, f 0 = id.

Dann istp( f ) : V → V wieder ein Endomorphismus:

p( f )(x) = a0x+ a1 f (x) + . . . + al f
l(x).

Entsprechend können wir eine MatrixA ∈ Kn×n in p(X) einsetzen und erhalten
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p(A) ∈ Kn×n.

Wichtig ist

Satz 1.1Es gibt ein Polynom p(x) , 0, so daß p( f ) = 0 ∈ EndV. Analoges gilt für
Matrizen.

Beweis.Die Endomorphismen

id = f 0, f , f 2, . . . , f l , . . .

sind linear abhängig, da dim EndV = n2 ist. Somit existiert einl ≤ n2 und
a0, . . . ,al , nicht alle 0, so daß

a0id + a1 f + . . . + ae f l = 0

ist. D.h. aber, für

p(X) = a0 + a1X + . . . + alX
2

gilt p( f ) = 0.

In Wahrheit kannl viel kleiner alsn2 gewählt werden:

Satz 1.2(Satz von Cayley-Hamilton) Jeder Endomorphismus ist Nullstelle seines
charakteristischen Polynoms, jede Matrix entsprechend.

Bemerkung.E seiA ∈ Kn×n. Natürlich ist

det(AE− A) = 0 ∈ K;

es ist aber etwas anderes zu zeigen:

χA(A) = 0 ∈ Kn×n.

Beweis des Satzes.(1) Wir bezeichnen mit̃ die adjungierte Matrix: istA = (αi j ),
so istÃ = (α̃i j ) mit

α̃i j = (−1)i+ j detAji ;

Aji entsteht durch Streichen der Zeilej und Spaltei ausA.
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(2) XE − A können wir als Matrix inK[X]n×n auffassen, aber auch als Polynom
von Grad 1 im PolynomringKn×n[X]. Beides werden wir tun, wobei wir darauf
achten müssen, daßKn×n nicht kommutativ ist.
˜XE− A sei nun die adjungierte Matrix zuXE− A in K[X]n×n. Weiter ist

det(XE− A) = χA(X) ∈ K[X],

und wir haben die inK[X]n×n gültige Relation

( ˜XE− A)(XE− A) = XA(X) · E

(Cramersche Regel). Diese Relation interpretieren wir als eine Relation inKn×n[X] :

χA(X) · E = c0E + c1EX+ . . . + E · Xn ∈ Kn×n[X]

XE− A ∈ Kn×n[X]
˜XE− A = A0 + A1X + . . . + AmXm ∈ Kn×n[X],

also lautet die obige Identiät∑
j≥0

AjX
j

 · (XE− A) =
∑
j≥0

(cjE)X j ,

oder – daX mit A vertauscht! –

−A0A+
n−2∑
j=0

(Aj − Aj+1A)X j+1 + An−1Xn =

n∑
j=0

(cjE)X j .

Damit haben wir die KoeffizientencjE des charakteristischen Polynoms neu be-
rechnet: es ist

χA(X) · E = −A0A+ (A0 − A1A)X + . . . + (An−2 − An−1A)Xn−1 + An−1Xn.

Setzt manX = A, so folgt unmittelbarχA(A) = 0.

Bemerkung: Aus der Identität n−1∑
j=0

AjX
j

 (XE− A) = χA(X) · E
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folgt nicht, daß für beliebige MatrizenB ∈ Kn×n n−1∑
j=0

AjB
j

 (BE− A) = χA(B) · E

ist – richtig ist das nur für mitA vertauschbare Matrizen.

Die Menge Ann(f ) der Polynomep mit p( f ) = 0 ist ein Ideal, welches nach Satz 1
nicht das Nullideal ist und nach Satz 2 das charakteristische Polynom enthält. Da
es ein Hauptideal ist, gibt es ein – bis auf Assoziiertheit – eindeutig bestimmtes
ErzeugendesPf (X) in Ann f ,

Ann f = (Pf (X));

es ist ein Polynom minimalen Grades in diesem Ideal.

Definition 1.1. Das Minimalpolynom Pf von f ist das normierte Polynom mini-
malen Grades mit Pf ( f ) = 0.

„normiert“ soll heißen: der Leitkoeffizient ist 1.

Nach Satz 1.2 gilt dannPf | χ f , insbesondere ist degPf ≤ n.

Alle diese Begriffe sind natürlich genauso auf MatrizenA ∈ Kn×n anwendbar. Als
einfache Beispiele betrachten wir

(1)
A = diag(λ1, . . . , λ1︸     ︷︷     ︸

l1

, λ2, . . . , λ2︸     ︷︷     ︸
l2

, . . . , λk, . . . , λk︸     ︷︷     ︸
lk

).

Man prüft sofort

χA(X) =
∏

i=1...k

(X − λi)
l i

PA(X) =
∏
j=1...k

(X − λi)

nach.

(2) A =

(
1 1
0 1

)
. Hier ist
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χA(X) = PA(X)) = (X − 1)2

Wir können nun eine weitere Ähnlichkeitsinvariante angeben:

Satz 1.3Ähnliche Matrizen (oder Endomorphismen) haben dasselbe Minimalpo-
lynom.

Beweis.Es seiB = S−1AS, es seip(X) =
∑

ajX j ein Polynom mitp(A) = 0. Dann
ist

p(B) =
∑

j

aj

(
S−1AS

) j

=
∑

j

ajS
−1AjS

= S−1
(∑

ajA
jS

)
= S−1

(∑
ajA

j
)
S

= S−1p(A)S = 0.

3.) Ich beschreibe nun die Hauptidee der folgenden Überlegungen.

f : V → V

sei ein Endomorphismus desK-VektorraumesV. Ist p = p(X) ∈ K[X] ein Poly-
nom, so definieren wir fürx ∈ V

p · x
def
= p( f )(x) = a0x+ a1 f (x) + . . . + an f n(x),

wobei p = p(X) = a0 + a1X + . . . + anXn ist. Das ist eine Verknüpfung zwischen
Polynomen und Vektoren, d.h. eine Abbildung

K[X] × V → V

(p(X), x) 7−→ p(X) · x.

Es ist leicht zu sehen, daß diese Verknüpfung dieselben formalen Eigenschaften
haben wie die Multiplikation von Körperelementen mit Vektoren,
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K × V → V

(λ, x) 7−→ λx.

Die Verknüpfung ist vonf abhängig und bringt daher, wie wir sehen werden,
wesentliche Eigenschaften vonf zum Vorschein. Neu ist nun, daß der „Operator-
bereich“, den wir fürV einführen, nicht mehr ein Körper ist, sondern lediglich ein
Ring, nämlich der PolynomringK[X]. Das ist der Grund für unser vorheriges Stu-
dium von Ringen und Teilbarkeit. Im nächsten Paragraphen systematisieren wir
diese Ideen.

§2 Moduln

1.) Rsei ein kommutativer Ring mit 1-Element.

Definition 2.1. Ein R-Modul M (“Modul über R“) ist eine nichtleere Menge M
zusammen mit zwei Verknüpfungen

M × M
+
−→ M

a,b 7−→ a+ b,

R× M
·
−→ M,

λ,a→ λa,

für die gilt:

(1) M,+ ist eine abelsche Gruppe

(2)

λ(x+ y) = λx+ λy

(λ + µ)x = λx+ µx

(λµ)x = λ(µx)

1 · x = x

für λ, µ,1 ∈ R, x, y ∈ M.
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Beispiele
1. Vektorräume sind Moduln über einem Körper.
2. Jede abelsche Gruppe “ist” einZ-Modul mit der Verknüpfung

nx= x+ · · · + x︸      ︷︷      ︸ , n ≥ 1,

n−mal

(−n)x = n · (−x)

0 · x = 0

3. Die Ideale vonRsind dieR-Untermoduln. Dabei verwenden wir natürlich

Definition 2.2. N ⊂ M heißt Untermodul des R-Moduls M, wenn N mit den indu-
zierten Verknüpfungen+, · ein R-Modul ist.

4. Es seiV ein K-Vektorraum,f : V → V ein Endomorphismus. Fürp(X) ∈ K[X]
definieren wir wie früher

p(X) · x = p( f )(x), x ∈ V.

Dann istV ein K[X]-Moldul, wie man sofort verifiziert.

Wir entwickeln nun die Theorie weiter.

Definition 2.3. (1) ϕ : M → N ist ein Homomorphismus von R-Moduln, wenn
gilt:

ϕ(x+ y) = ϕ(x) + ϕ(y) , ϕ(λx) = λϕ(x),

für λ ∈ R, x, y ∈ M.
(2) Ein Isomorphismus ist ein bijektiver Homomorphismus.

Kernϕ = {x ∈ M : ϕ(x) = 0} sowie Bildϕ = {ϕ(x) : x ∈ M} sind dann Untermo-
duln vonM bzw.N.

Satz 2.1Es sei N⊂ M ein Untermodul. Auf der Faktorgruppe M/N wird durch

λ · [x] = [λx],

65



wobei [x] die Kongruenzklasse von xmod N bedeutet, eine R-Modul- Struktur
erklärt.

π : M −→ M/N

x 7−→ [x]

ist ein Modulhomomorphismus für diese Struktur. Ist

ϕ : M → P

irgendein Modulhomomorphimus und N= Kernϕ, so gibt es genau einen Homo-
morphismusϕ, der das Diagramm

M
ϕ
−→ P

↓ ↗ ϕ

M/N

kommutativ macht;ϕ ist injektiv und bildet M/N isomorph aufBild ϕ ab.

Der Beweis besteht in den üblichen Verifikationen.

2.)

Definition 2.4. N sei eine Teilmenge eines R-Moduls M. Der von N erzeugte Un-
termodul von M ist

L(N) =
⋂
{M′ : M′ ⊃ N,M′Untermodul} .

Wie im Falle von Vektorräumen zeigt man

L(N) =

∑
j

λ j xj : xj ∈ N, λ j ∈ R

 ,
d.h.L(N) ist die Menge aller endlichen Linearkombinationen von Elementen von
N (mit Koeffizienten inR). IstN endlich, so schreibt man auch, fürN = {x1, . . . , xk} :

L(N) = Rx1 + . . . + Rxk =
∑

Rxi .
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Definition 2.5. Ein Erzeugendensystem für M ist eine Teilmenge N von M mit

M = L(N).

BesitztM ein endliches Erzeugendensystem, so heißtM endlich erzeugt.

Z.B. ist R= R · 1 endlich erzeugt. In einem Hauptidealring ist jedes Ideal endlich
erzeugt (nämlich von einem Element).

Definition 2.6. Ein Untermodul, der von einem Element erzeugt wird, heißt zy-
klisch:

N = Rx⊂ M, x ∈ M.

Definition 2.7. M1, . . . ,Mr seien Untermoduln von M. Dann ist ihre Summe∑
j=1...r

M j = M1 + · · · + Mr = L(M1 ∪ . . . ∪ Mr).

Man sieht wie bei Vektorräumen, daß die Summe derM j aus allenx der Gestalt

x = x1 + . . . + xr , xj ∈ M j ,

besteht.

Ebenso leicht zeigt man

Satz 2.2Es sei M′ =
∑r

j=1 M j ⊂ M. Folgende Aussagen sind äquivalent:

(1) Jedes x∈ M′ läßt sich auf genau eine Weise als

x =
r∑

j=1

xj , xj ∈ M j ,

darstellen.

(2) Mi ∩
∑

j,i M j = 0 für alle i.
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Definition 2.8. Gilt für M ′ =
∑

M j die Eigenschaft (1) oder (2) aus Satz 2.2, so
heißt M′ die direkte Summe der Untermoduln Mj ,

M′ =
⊕
j=1...r

M j = M1 ⊕ . . . ⊕ Mr ;

die Darstellung M′ = M1 ⊕ . . . ⊕ Mr ist eine direkte Zerlegung von M′.

Für endlich viele Moduln läßt sich auch die äußere oder konstruierte direkte Sum-
me einführen:M1, . . . ,Mr seienR-Moduln. Man erklärt

M = {(x1, . . . , xr) : xj ∈ M j}

mit komponentenweiser Addition und Multiplikation mit Ringelementen. Dann
heißtM die direkte Summe derM j :

M = M1 ⊕ · · · ⊕ Mr .

JedesM j ist isomorph zum Untermodul

M′
j = {0, · · · ,0, x,0, . . . ,0) : x ∈ M j},

undM = M′
1 ⊕ . . . ⊕ M′

r gemäß Def. 2.8. Insbesondere ist

Rk = R⊕ . . . ⊕ R︸       ︷︷       ︸
kmal

einR-Modul.

Definition 2.9. M heißt frei vom Rang k, wenn M isomorph zu Rk ist.

3.)
Satz 2.3M sei ein R-Modul. Die Menge

Ann M = {λ ∈ R : λx = 0 für alle x ∈ M}

ist ein Ideal in R.

Das verifiziert man sofort.
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Definition 2.10. (1) Ann M heißt Annullatorideal von M.

(2) Ann x = AnnRx heißt Annullatorideal von x.

(3) x ∈ M ist ein Torsionselement, wennAnn x , (0), wenn es also einλ , 0 in R
mit λx = 0 gibt.

(4) M heißt Torsionsmodul, wenn M nur aus Torsionselementen besteht.

(5) M heißt torsionsfrei, wenn0 ∈ M das einzige Torsionselement ist.

Schauen wir uns kurz einige einfache Beziehungen zwischen diesen Begriffen an:

(1) Endlichdimensionale Vektorräume überK sind freie K-Moduln vom Rang
gleich der Dimension des Raumes; sie sind torsionsfrei.

(2) IstRnullteilerfrei, so ist jeder freie Modul auch torsionsfrei.

(3) Eine endliche abelsche Gruppe ist ein Torsions-Z-Modul.

(4) Die Torsionselemente inRsind gerade die Nullteiler.

(5) Q,+ ist ein torsionsfreier nicht freierZ-Modul (d.h. kein freier Modul vom
Rangh < ∞. Definiert man auch freie Moduln unendlichen Ranges in nahelie-
gender Weise, so erkennt man auch, daßQ überhaupt kein freierZ-Modul ist).

4.) Nun sei f : V → V ein Endomorphismus einesn-dimensionalenK-Vektor-
raums. Wir fassenV alsK[X]-Modul auf - siehe§1:

p(X) · x = p( f )(x).

Außerdem istV natürlich ein freierK-Modul vom Rangn: wir vergleichen die
beiden Strukturen.

(1) Ista1, . . . ,an eine Basis vonV, so ist

V = K[X]a1 + . . . + K[X]an,

also ein endlich erzeugterK[X]-Modul.

(2) Ist Pf (X) das Minimalpolynom vonf - es ist, 0 -, so ist

AnnV = K[X]Pf (X) = (Pf (X));

insbesondere istV ein Torsions-K[X]-Modul.

Satz 2.4Für W ⊂ V sind äquivalent:
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i) W ist ein Unter-K[X]-Modul.
ii) W ist ein f -invarianter Untervektorraum - i.e. f(W) ⊂W.

Satz 2.5Für V ist äquivalent

i) V = U ⊕W als direkte Summe von K[X]-Moduln.
ii) V = U ⊕W als direkte Summe f -invarianter K-Unterräume.

Beide Sätze verifiziert man unmittelbar. Wir wollen nun die Situation von Satz 2.5
genauer ansehen.

Es sei alsoV = U ⊕W die direkte Summef -invarianter Unterräume. Wir wählen
Basena1, . . . ,ak in U, ak+1, . . . ,an in W, dann ist alsoa1, . . . ,an eine Basis vonV.
In dieser Basis gilt

f (ai) =
∑
j=1...n

α ji aj ,

und wegen derf -Invarianz vonU undV ist

α ji = 0 für i = 1, . . . , kund j > k,

für i = k+ 1, . . . ,nund j ≤ k,

d.h. die MatrixA von f hat bez. dieser Basis die Gestalt

A =


∗ ∗ 0
∗ ∗

∗ ∗

0 ∗ ∗

 = diag(B,C),

mit B ∈ Kk×k,C ∈ K(n−k)×(n−k).— Hat umgekehrtAbez. einer Basisa1, . . . ,ak,ak+1,
. . . , an diese Gestalt, so ist, mit

U = L(a1, . . . ,ak); W = L(ak+1, . . . ,an),

V = U ⊕W

als direkte Summe vonK[X]-Moduln.
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§3 Torsionsmoduln über Hauptidealringen

Hauptergebnis dieses Kapitels ist der in diesem Paragraphen bewiesene “Struktur-
satz“ für endlich erzeugte Torsionsmoduln über Hauptidealringen. Wir benötigen
alle bisherigen Informationen aus der Teilbarkeitslehre.

1.) Es seia ein Ideal im RingR. Dann ist der FaktorringR/a ein R-Modul,
der von genau einem Element, nämlich der Restklasse 1+ a, erzeugt wird. Ist
umgekehrtM = Ra, d.h. ein von einem Element erzeugterR-Modul, so ist

M � R/a,

mit a = Anna.

Definition 3.1. Der Modul M heißt zyklisch, wenn es ein a∈ M mit M � Ra bzw.
ein Ideala ⊂ R mit M� R/a gibt.

Z.B. sind dieZm = Z/(m) zyklischeZ-Moduln, die uns ja schon gut bekannten
endlichen zyklischen Gruppen.

Fallsa , (0) gilt, ist M = R/a natürlich immer ein Torionsmodul, ista = (0), so
ist M = R/(0) � R frei und kein Torsionsmodul (1∈ R ist kein Torsionselement);
für nullteilerfreiesR ist R� M sogar torsionsfrei.

Die zyklischen ModulnR/a sind die einfachsten Torsionsmoduln. Unser Ziel ist,
beliebige (endlich erzeugte) Torsionsmoduln aus ihnen aufzubauen.

2.) Ab sofort seiR ein Hauptidealring undM ein endlich erzeugter Torsions-
modul überR, also

M = Rx1 + · · · + Rxk.

Hilfsatz 1. Es gibt a, 0 in R mit aM= 0.

Beweis.Zu xi existiertai , 0 in Rmit ai xi = 0. Dann ist füra = a1 ·a2 . . . ak sicher
aM = 0, und es ista , 0 wegen der Nullteilerfreiheit vonR.

Wir definieren nun füra ∈ R :

M(a) = {x ∈ M : ax= 0}
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und bemerken sofort, daßM(a) ein Untermodul vonM ist. Ist fernereeine Einheit,
so istM(a) = M(ea).

Definition 3.2. Es sei p∈ R ein Primelement. Der Modul

Mp =
⋃
n∈N

M(pn) = {x ∈ M : ∃ n ∈ N mit pnx = 0}

heißt p-primäre Komponente von M. Ist M = Mp, so heißt M p-primär.

Fundamental ist nun

Hilfssatz 2.a und b seien teilerfremde Ringelemente. Dann ist

M(ab) = M(a) ⊕ M(b).

Beweis.Nach Voraussetzung ist das Ideal (a,b) der ganze Ring, d.h. es gibtα, β ∈
Rmit

αa+ βb = 1.

Nun seix ∈ M(ab), dann gilt:

x = 1 · x = (αa+ βb)x = αax+ βbx= x1 + x2,

und es ist

bx1 = αabx= 0,

ax2 = βbax= 0,

somit istM(a,b) = M(a) + M(b).
Um zu zeigen, daß die Summe direkt ist, betrachten wirx ∈ M(a) ∩ M(b)):

x = 1 · x = αax+ βbx= 0+ 0 = 0.

Satz 3.1(1. Zerlegungssatz).Es sei M ein endlich erzeugter Torsionsmodul über
dem Hauptidealring R. Dann gilt

(1) Es gibt nur endlich viele Primelemente p∈ R mit Mp , 0 (bis auf Assozierte
genau).
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(2) Ist a∈ Ann M und

a = epr1
1 . . . p

rk
k

die Primzerlegung von a, so ist Mp , 0 höchstens für p= pi , und man hat

M =
⊕
i=1...k

Mpi .

(3) In der Situation von (2) ist

Mpi = M(pr i
i ), i = 1 . . . k

(4) Ist insbesondere a ein erzeugendes Element des Annullatorideals von M,

a = epr1
1 . . . p

rm
m

die Primzerlegung, so sind alle Mpi , 0, und

M = Mp1 ⊕ . . . ⊕ Mpm.

(5) Ist

M = Mq1 ⊕ . . . ⊕ Mql

eine direkte Zerlegung von M in qi-primäre Untermoduln, 0 und sind die qi
paarweise nicht-assoziiert, so ist l= m und (nach Umnumerierung) pi = qi . -
Dabei sind die pi die Primfaktoren aus (4).

Beweis.(a) Nach Hilfssatz 1 ist AnnM , 0, also folgt (1) aus (2).

(b) Wir zeigen nun die Aussagen (2) und (3). Es sei also

a = epr1
1 . . . p

rk
k ∈ Ann M,

e Einheit, pi paarweise nichtassoziierte Primelemente inR. Nach Voraussetzung
ist M = M(a), nach Hilfssatz 2 also

M = M(a) = M(pr1
1 ) ⊕ M(pr2

2 . . . p
rk
k )

= . . .

=
⊕
i=1...k

M(pr i
i ).
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Nun gilt natürlichMpi ⊃ M(pr i
i ). Ist andererseitsx ∈ Mpi , so besitztx die Sum-

menzerlegung

x = x1 + . . . + xk

mit xj ∈ M(pr j

j ). Dann ist weiter fürl groß genug

0 = pl
i x = pl

i x1 + . . . + pl
i xk.

Damit folgt

pl
i xj = 0 für alle j,

d.h.

xj ∈ M(pl
i) ∩ M(pr j

j ).

Für j , i ist damitxj = 0, und wir sehenx = xi ∈ M(pr i
i ).

Damit ist (3) bewiesen. Ist schließlichp irgendein Primelement undx ∈ Mp, so
gilt pl x = 0 für passendesl. Wir zerlegen wieder

x = x1 + . . . + xk

mit xi ∈ M(pr i
i ) und erhalten wie oben

xi ∈ Mp ∩ M(pr i
i )

und damit (nach Hilfssatz 2)xi = 0 für p , pi , also entwederMp = 0, falls
nämlichp , pi , i = 1 . . . k, oderp = pi für genau eini.

c) Es sei nun (a) = Ann M und

a = epr1
1 . . . p

rm
m

die Primzerlegung vona. Nehmen wirMpm = 0 an und setzen

b = epr1
1 . . . p

rm−1
m−1.

Dann haben wirb | a und, wegenMpm = 0, auchb ∈ Ann M. Aber a - b, im
Widerspruch zur Wahl von a. Damit ist (4) bewiesen.

d) Wir zeigen: es seien
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M = M′
p1
⊕ . . . ⊕ M′

pn
= M′′

q1
⊕ . . . ⊕ M′′

qt

zwei Zerlegungen vonM in pi bzw. qj-primäre Untermoduln, 0; dann istn ≤ t
und p1 = q1, . . . , pn = qn, (nach geeigneter Numerierung) undM′

pi
⊂ M′′

qi
, i =

1 . . . n. Daraus folgt die letzte Behauptung des Satzes.

Wir führen Induktion nachn durch.
Es sein = 1. Dann istM = M′

p1
, 0, also gibt es einM′′

q j
, 0, ohne Einschränkung

etwaM′′
q1
, d.h. 1≤ t.Nun seix ∈ M = M′

p1
.Gemäß der zweiten Summenzerlegung

gilt

x = x1 + x2 + · · · + xt, xj ∈ M′′
q j
.

Es ist für passendesl sicherpl
1x = 0. Daraus folgt wie früher

pl
1xj = 0,

also

xj ∈ M(pl
1) ∩ M′′

qi
,

und damit

xj = 0 oder p1 = qi .

Wir dürfen dannp1 = q1 annehmen und haben

M′
p1
⊂ M′′

q1
.

(sogar Gleichheit).
Nun sei die Aussage schon fürn− 1 bewiesen, undx ∈ M′

pn
. Wir zerlegen wieder

x = x1 + . . . + xn−1 + xn + · · · + xt

mit xj ∈ M′′
q j

, wobei wir pj = qj für j < n und M′
p j
⊂ Mn

q j
, j < n, annehmen.

Multiplikation mit pl
n für großesl liefert

pl
nx = 0,

alsopl
nxj = 0 für alle j, alsoxj = 0 für j , n (bei geeigneter Numerierung!) und

pn = qn, fernerM′
pn
⊂ M′′

qn
.
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3.) Wir beachten nun den unmittelbar klaren

Hilfssatz 3. Jeder direkte Summand eines endlich erzeugten Moduls ist wieder
endlich erzeugt.

Damit bleibt die Struktur endlich erzeugterp-primärer Moduln zu untersuchen.
Hier gilt

Satz 3.2(2. Zerlegungssatz). Es sei M endlich erzeugt p- primär über dem Haupt-
idealring R. Dann existiert eine Folge natürlicher Zahlen

n1 ≤ n2 ≤ · · · ≤ nr

mit

M �
⊕

Mi , Mi � R/(pni ).

Die ni sind durch M eindeutig bestimmt, insbesondere ist jedes Mi direkt unzer-
legbar, und die Mi sind bis auf Isomorphie eindeutig durch M bestimmt.

Beweis.Es istM =
∑

i=1...l Rxi . Für die Existenzaussage führen wir Induktion nach
l durch.

(i) l = 1. Jetzt istM = Rx� R/Ann x = R/(pn).

(ii) Induktionsschluß vonl − 1 auf l.

Wir wissen, daß

Ann xi = (pr i )

gilt. O.E. seir l = n das Maximum derr i, damit

Ml = Rxl � R/(pn).

Gehen wir zum FaktormodulM = M/Ml über. Bezeichnetx immer die Restklasse
von x bezüglichMl , so hat man

M = Rx1 + · · · + Rxl−1;

daM wiederp-primär ist, liefert die Induktionsannahme Elementey1, . . . , yk ∈ M
mit

M = Ry1 ⊕ · · · ⊕ Ryk,
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und

Ryi � R/(pni );

offensichtlich istni ≤ n, daM und damitM durchpn annulliert wird.

Die yi sind durchRyi nicht eindeutig bestimmt: wir können sie immer noch durch
Vielfache vonxl abändern. Wir wollen das so tun, daß für die abgeändertenyi, wir
nennen sie dannzi, die direkte Zerlegung

M =
⊕
i=1...k

Rzi ⊕ Ml

besteht. Dazu beachten wir:

pni yi = 0,

d.h.

pni yi = ai xl = hi p
mi xl ,

wobei pmi die höchstep-Potenz inai ist, also

(hi , p) = 1.

Damit ist

0 = pnyi = pn−ni pni yi = pn−ni+mi hi xl .

Das impliziert

pn−ni+mi xl ∈ M(hi),

aberM(hi) = 0 nach Hilfssatz 2, und damit muß

n− ni +mi ≥ n

sein, alsoni ≤ mi . Jetzt setzen wir

zi = yi − hi p
mi−ni xl

und zeigen:

(iii) M =
⊕

Rzi ⊕ Ml.

77



(a) Zunächst giltyi = zi , ferner

pni zi = pni (yi − hi p
mi−ni xl) = pni yi − hi p

mi xl = 0

alsoRzi � Rzi � R/(pni ).

(b) Ist x ∈ M, so ist

x = a1z1 + · · · + akzk,

also

x = a1z1 + . . . + akzk + v, v ∈ Ml .

Damit istM = Rz1 + . . . + Rzk + Ml .

(c) Die Direktheit der Zerlegung ergibt sich so: es sei

u1 + . . . + uk + v = 0, ui ∈ Rzi , v ∈ Ml .

Dann ist erst recht

u1 + · · · + uk = 0,

alsoui = 0. Ist alsoni = aizi , so hat manui = aizi = 0, und das bedeutet

pni | ai .

Damit ist aberaizi = 0 (wegen Teil a), also alleui = 0, alsov = 0.

(iv) Es bleibt die Eindeutigkeit der Zerlegung zu beweisen.

M = M1 ⊕ . . . ⊕ Mr = N1 ⊕ . . . ⊕ Ns

seien zwei Zerlegungen der obigen Art, mit

Mρ � R/(plρ), Nσ � R/(pmσ).

Wir dürfen l1 ≤ l2 ≤ . . . ≤ lr undm1 ≤ . . . ≤ ms annehmen. Zu zeigen ist:

r = s und lρ = mρ für ρ = 1, . . . , r.

Für r = 0 ist M = 0; also auchs = 0. Die Aussage sei nun fürr − 1 ≥ 0 schon
bewiesen, wir folgern sie fürr.
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Offenbar ist AnnM = (plr ), ebenso= (pms), damit folgtms = lr . Es sei nun

Ns = Rρ, Mρ = Rxρ.

Wir wählent so, daß fürt ≤ ρ ≤ r immer lρ = lr gilt, für ρ < t aberlρ < lr ist, und
betrachten die Darstellung vony als Summe von Elementen inMρ:

y = a1x1 + . . . + atxt + . . . + ar xr

mit aρ ∈ R. Wärep ein Teiler deraρ für alleρ mit t ≤ ρ ≤ r, so hätte man

plr−1y = 0,

im Widerspruch zur Annahme

Anny = (plr ).

O.E. sei nunp - ar . Damit ist auch

(plr ,ar) = 1,

und es gibtα, β ∈ Rmit

αar + βplr = 1.

Das impliziert

αar xr = (1− βplr )xr = xr .

Ich zeige nun, daß

M = M1 ⊕ · · · ⊕ Mr−1 ⊕ Ns

gilt.

(a) Es ist

ar xr = y− a1x1 − · · · − ar−1xr−1;

Mulitplikation mit α liefert

αar xr = xr = αy− αa1x1 − · · · − αar−1xr−1.

Also liegt xr in M1 + · · · + Mr−1 + Ns, und wir sehen
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M = M1 + · · · + Mr−1 + Ns.

(b) Um die Direktheit der Zerlegung zu zeigen, nehmen wir eine Relation

b1x1 + · · · + br−1xr−1 + by= 0

mit bρ, b ∈ Ran. Einsetzen der früheren Darstellung vony durch diexρ ergibt

b1x1 + · · · + br−1xr−1 + b(a1x1 + · · · + ar xr) = 0

(b1 + ba1)x1 + · · · + (br−1 + bar−1)xr−1 + bar xr = 0.

Hieraus folgt zunächst

bar xr = 0, αbar xr = 0,

also wegenαar xr = xr auchbxr = 0 und damit die Teilbarkeit

plr | b.

Damit ist aber

baρx = 0 für alleρ,

b1x1 + · · · + br−1xr−1 = 0,

somitbρxρ = 0: die Zerlegung ist direkt!

Jetzt können wir den Induktionsbeweis zu Ende führen. Wir setzen

M = M1 ⊕ · · · ⊕ Mr−1 ⊕ Ns = N1 ⊕ · · · ⊕ Ns−1 ⊕ Ns.

Daraus folgt

M/N � M1 ⊕ · · · ⊕ Mr−1 � N1 ⊕ · · · ⊕ Ns−1.

Es gibt also UntermodulnN′σ � Nσ von M1 ⊕ · · · ⊕ Mr−1, so, daß

M1 ⊕ · · · ⊕ Mr−1 = N′1 ⊕ · · · ⊕ N′s−1

ist. Nach Induktionsannahme ist dannr − 1 = s− 1 undlρ = mρ, ρ = 1, . . . , r − 1.
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4.) Wir fassen die beiden Ergebnisse zusammen in
Satz 3.3(Struktursatz für endlich erzeugte Torsionsmoduln über Hauptidealrin-
gen) Es sei M ein endlich erzeugter Torsionsmodul über dem Hauptidealring R.
Dann gibt es eindeutig bestimmte Primelemente p1, . . . , pk in R und pi-primäre
Untermoduln Mi von M mit

M =
⊕
i=1...k

Mi .

Ferner gibt es eindeutig bestimmte natürliche Zahlen ni j , i = 1, . . . , k, j = 1, . . . , si

mit

1 ≤ ni1 ≤ · · · ≤ nisi

def
= r i ,

so daß

Mi �
⊕
j=1...si

R/(pni j

i ).

Es istAnn M = (
∏

pr i
i ).

Insgesamt ist also

M �
⊕

i, j

R/(pni j

i ),

d.h. jeder endlich erzeugte Torsionsmodul über einem Hauptidealring ist eine di-
rekte Summep-primärer zyklischer Untermoduln; die Summanden sind bis auf
Isomorphie eindeutig bestimmt. Insbesondere ist ein ModulR/(pm) direkt unzer-
legbar.

5.) Wir notieren zwei wichtige Spezialfälle; der für die lineare Algebra wich-
tigste Fall wird im nächsten Paragraphen besprochen.

Für R= Z, Ring der ganzen Zahlen, ist ein endlich erzeugter Torsionsmodul eine
endliche abelsche Gruppe und die zyklischen Moduln

R/(pm)

sind zyklische Gruppen der Primpotenzordnungpm. Wir haben damit
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Satz 3.4(Satz von Gauß) Jede endliche abelsche Gruppe ist direkte Summe zy-
klischer Gruppen von Primpotenzordnung. Die Zerlegung ist bis auf Isomorphie
eindeutig bestimmt.

Die nächste Anwendung bezieht sich auf den einfachen Fall zyklischer Torsions-
moduln und ist als chinesischer Restsatz bekannt:

Satz 3.5Es sei a, 0 ein Element eines Hauptidealringes R.

a = epr1
1 . . . p

rk
k

sei die Primzerlegung von a. Dann ist

R/(a) �
⊕
i=1...k

R/(pr i
i )

Beweis.Nach dem ersten Zerlegungssatz ist

R/(a) = M �
⊕

M(pr i
i )

mit Ann M(pr i
i ) = (pr i

i ). Da M zyklisch ist, gilt dasselbe fürM(pr i
i ), also ist

M(pr i
i ) � R/(pr i

i ).

§4 Normalformen von Endomorphismen

1.) Wir kehren zum Normalformproblem für einen Endomorphismus

f : V → V

eines endlichdimensionalenK-Vektorraumes zurück und wenden die Ergebnisse
des vorigen Paragraphen an. Durch

Qx= Q( f )(x) , Q ∈ K[X],

wird V ein K[X]-Modul, wie wir wissen, ein Torsionsmodul überK[X].
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Definition 4.1. Es sei W⊂ V ein Unterraum.

(i) W heißt f -invariant, wenn f(W) ⊂W.

(ii) W heißt f -zyklisch, wenn es ein x in W gibt mit W= L(x, f (x), f 2(x), · · · ),
wenn also die Bilder von x unter den Iterierten von f den Unterraum W erzeugen.

(iii) W heißt f -irreduzibel, wenn W f -invariant, aber nicht direkte Summe echter
f -invarianter Teilräume ist.

Jetzt können wir ein Wörterbuch anlegen, welches die Begriffe der Modultheorie
– V als K[X]-Torsionsmodul – in die der Vektorraumtheorie (Unterräume usf.)
übersetzt.

Satz 4.1Für einen Unterraum W⊂ V gelten folgende Übersetzungsregeln
K[X]-Modul K-Vektorraum

(i) W Untermodul W f -invarianter Unterraum
(ii) W zyklischer Untermodul W f -zyklischer Unterraum
(iii) W direkt unzerlegbar W f -irreduzibel
(iv) AnnW = (Q) W f -invariant, und f|W hat Q als

Minimalpolynom

Beweis.Nur (ii) und (iv) sind noch zu zeigen. IstW zyklischer Untermodul, so ist
alsoW = K[X]a, a ∈ W. Zu jedemx ∈ W existiert somit ein PolynomQ(X) =
a0 + a1X + · · · + alXl mit Q(X)a = x, d.h.

x = a0 · a+ a1 f (a) + · · · + al f
l(a).

Damit erzeugen dief l(a) den UnterraumW. Die Umkehrung folgt entsprechend.

Zu (iv). Es seiR(X) das Minimalpolynom vonf |W, und es sei (Q) = AnnW. Dann
ist Q( f ) = 0 auf W, alsoR|Q. Da R( f ) = 0 auf W ist, ist R ∈ AnnW, d.h. Q|R.
Somit istQ = Rbis auf Einheiten genau.

2.) Wir wenden nun Satz 3.3 auf denK[X]-Modul V an:

Es gibt eindeutig bestimmte PrimpolynomeP1, . . . ,Pk und Pi-primäre Untermo-
dulnVi vonV mit

V =
⊕
i=1...k

Vi
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Ferner gibt es eindeutig bestimmte ganze Zahlenni j , i = 1, . . . , k, j = 1, . . . , si mit

1 ≤ ni1 ≤ . . . ≤ nisi

def
= r i ,

so daß

Vi =
⊕
j=1...si

Vi j

in zyklische Untermoduln

Vi j � K[X]/(Pni j

i )

zerfällt. DieVi sind diePi-primären Komponenten vonV,

Vi = VPi = V(Pr i
i ),

und

P = Pr1
1 . . .P

rk
k

erzeugt das Annullatorideal vonV.

Übersetzen wir diese Aussagen nun in die Sprache der Vektorräume.

(1) P ist das Minimalpolynom vonf .

(2) Vi = Kern Pr i
i ( f )

(3) Vi j ist f -zyklisch undf -irreduzibel.

(4) P
ni j

i ist das Minimalpolynom vonf |Vi j .

Es bleiben noch dieni j zu interpretieren. Dazu konstruieren wir eine spezielle
Basis vonVi j .

Nach Voraussetzung ist

Vi j = K[X]x,

mit einem passendenx ∈ Vi j . Nach dem Beweis von Satz 4.1 erzeugen dann

x, f (x), f 2(x), ...

den VektorraumVi j überK. Es sei nun
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degP
ni j

i = l.

Dann ist

0 = P
ni j

i x = f l(x) + al−1 f l−1(x) + · · · + a0x,

also ist f l(x) eine Linearkombination derf λ(x), mit λ ≤ l − 1. Induktiv folgt, daß

x, f (x), . . . , f l−1(x)

den VektorraumVi j erzeugen; wir erkennen auch leicht die lineare Unabhängigkeit
des Systems: ist

l−1∑
λ=0

bλ f λ(x) = 0,

so gilt für das Polynom
∑l−1
λ=0 bλXλ = Q die Beziehung

Qx= 0,

damitQ · Vi j = 0 undQ ∈ AnnVi j . Wegen degQ < l = degP
ni j

i ist dannQ = 0.
Somit istx, . . . , f l−1(x) eine Basis vonVi j , und wir sehen

(5) dimVi j = ni j degPi .

Zusammenfassend gilt

Satz 4.2(Zerlegungssatz für Endomorphismen)

Es sei f : V → V ein Endomorphismus eines n-dimensionalen K-Vektorraums.
Dann existieren

(1) Primpolynome P1(X), . . . ,Pk(X) ∈ K[X],

(2) ni j ∈ N, 1 ≤ ni1 ≤ · · · ≤ nisi

def
= r i , i = 1, . . . , k,

(3) f -zyklische f -irreduzible Unterräume Vi j ⊂ V mit 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ si , so
daß gilt:

(a)
V =

⊕
i=1...k

⊕
j=1...si

Vi j

(b) P
ni j

i (X) ist das Minimalpolynom von f|Vi j .
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Durch f bestimmt sind
(1) die Pi(X) (bis auf Assoziierte),

(2) die ni j ,

(3) die Räume

Vi =
⊕
j=1...si

Vi j ,

(4) dimVi j ,

und zwar ist

P(X) = P1(X)r1 . . .Pk(X)rk

die Primzerlegung des Minimalpoynoms P(X) von f ,

Vi = KernPr i
i ( f ),

dimVi j = degPi(X) · ni j .

3.) Wie sieht die Matrix vonf aus, wenn wir mittels des vorigen Satzes eine
geschickte Basis wählen? Es sei zunächstXi j eine beliebige Basis vonVi j und

Ai j = Af |Vi j ;Xi j ,Xi j .

Dann ist

X =
⋃
i, j

Xi j

eine Basis vonV, und bei entsprechender Anordnung derAi j gilt:

Af ;X,X = diag(A11, . . . ,A1s1, . . . ,Ak1, . . . ,Aksk), (2.1)

also eine “Diagonalmatrix von Matrizen“ - cf. den Schluß von§2. FürXi j wählen
wir nun die bei Beweis von (5) eingeführte Basis vonVi j . Es sei also

degPi · ni j = dimVi j = l i j
def
= l

und

Pi(X)ni j = a0 + a1X + · · · + al−1Xl−1 + Xl

86



(wir können natürlich 1 als Leitkoeffizient wählen). Dann gibt es einen Vektorx,
so daß

x, f (x), f 2(x), . . . , f l−1(x)

eine Basis vonVi j ist, wir numerieren sie neu

x1, x2, x3, . . . , xl ,

alsoxλ = f λ−1(x). Dann gilt:

f (xλ) = xλ+1, λ = 1, . . . , l − 1

f (xl) = f l(x) = (−a0 − a1X − . . . − al−1Xl−1)x

= −a0x1 − a1x2 − . . . − al−1xl .

Somit wird

Ai j =



0 0 0 · · · · · · · · · −a0

1 0 0 · · · · · · · · · −a1

0 1 0
...

0 0 1
. . .

...
...

. . .
. . .

...
...

. . . 0 al−2

0 0 0 · · · · · · 1 al−1


; (2.2)

dabei istl = l i j und auch dieaλ hängen voni und j ab. Also

Satz 4.3Bei geeigneter Basiswahl wird f durch eine Matrix der Gestalt (2.1) (2.2)
beschrieben. Dabei sind die aλ so, daß

Xl +

l−1∑
λ=0

aλX
λ = Pi(X)ni j

Potenz eines Primpolynoms ist. Die Ai j sind bis auf die Reihenfolge eindeutig
durch f bestimmt.
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Definition 4.2. Die Matrizen Ai j der Form (2.2) heißen Begleitmatrizen zur Prim-
polynompotenz Pi(X)ni j ; die Matrix A der Form (2.1) (2.2) heißt allgemeine Nor-
malform für den Endomorphismus f .

Bemerkung.Die Existenzaussage des Satzes haben wir gerade bewiesen. Ist nun
A eine Matrix für f in allgemeiner Normalform (2.1) (2.2), so zerfälltV entspre-
chend denAi j in eine direkte Summef -invarianter UnterräumeVi j . Wir wählen
die Numerierung so, daßAi j jeweils Begleitmatrix zu einer Primpolynompotenz
Pi(X)ni j mit demselbenPi ist. Dann sind dieVi j f -zyklisch undf -irreduzibel, und
die Zerlegung muß mit einer Zerlegung wie in Satz 4.2 beschrieben übereinstim-
men. Das legt dieAi j sämtlich fest.

Naürlich sagt Satz 4.3 matrizentheoretisch folgendes aus:

Satz 4.3’Jede Matrix A∈ Kn×n ist ähnlich zu einer (bis auf die Reihenfolge der
“Diagonalkästchen“ eindeutig bestimmten) Matrix in allgemeiner Normalform.

4.) Der Fall linearer PrimpolynomePi vereinfacht die Situation. Er tritt bei
algebraisch abgeschlossenem Grundkörper immer ein.

Es sei also

P(X) = (X − λ1)
r1 . . . (X − λk)

rk

das Minimalpolynom vonf . Wieder zerlegt sichV in nur von f abhängiger Weise
zu

V =
⊕
i=1...k

Vi

mit Vi = Kern Pr i
i ( f ) = Kern (f − λi id)r i , und es ist

Vi =
⊕
j=1...si

Vi j ,

wobei dieVi j f -zyklisch undf -irreduzibel sind,

dimVi j = ni j ;

und es ist
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(X − λi)
ni j

das Minimalpolynom vonf |Vi j .

Wie früher wählen wir eine Basis vonVi j der Gestalt

x, f (x), f 2(x) . . . , f ni j−1(x),

die wir durchnumerieren:

y1 = x, yλ = f λ−1(x), λ = 1, . . . ,ni j .

Nun gehen wir aber zu einer besseren Basis über.

Hilfssatz. Durch

x1 = x , xj+1 = ( f − λi id)xj ,

j = 1, . . . ,ni j − 1, wird eine Basis von Vi j gegeben.

Beweis.Wir zeigen induktiv:yj ∈ L(x1 . . . , xj), der vonx1, . . . , xj erzeugte Unter-
raum. Fürj = 1 ist das klar:y1 = x1. Ist die Aussage fürj − 1 schon bewiesen, so
ist also

yj−1 =

j−1∑
m=1

αmxm, αm ∈ K.

yj = f (yj−1) =
∑

αm f (xm)

=
∑

m=1... j−1

αm(xm+1 + λi xm)

=
∑

m=1... j

βmxm.

Jetzt ergibt sich

f (xj) = λ j xj + xj+1 , 1 ≤ j ≤ ni j − 1,

( f − λi)xni j = ( f − λi)
ni j x = 0
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d.h. f (xni j ) = λi xni j .

Damit wird die Matrix vonf |Vi j bez. dieser Basis

Ai j =


λi

1
. . .
. . .

. . .

1 λi

 ∈ Kni j×ni j (2.3)

Definition 4.3. Für λ ∈ K und m∈ N heißt

Jm(λ) =


λ

1
. . .
. . .

. . .

1 λ

 ∈ Km×m

Jordankästchen der Größe m zum Körperelementλ.

Es ist alsoJ1(λ) = λ ∈ K = K1×1.

Wir sehen:

Satz 4.4.Es sei f : V → V ein Endomorphismus mit einem über K zerfallenden
Minimalpolynom.

Pf (X) = (X − λ1)
r1 . . . (X − λk)

rk.

Dann exitieren eindeutig bestimmte ganze Zahlen

1 ≤ ni1 ≤ . . . ≤ nisi = r i ,

für i = 1, . . . , k, so daß bez. einer geeigneten Basis f durch eine Matrix

J = diag(J11, . . . , J1s1, . . . , Jk1, . . . , Jksk)

mit
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Ji j = Jni j (λi)

beschrieben wird.

Definition 4.4. Eine Matrix

J = diag(J1, . . . , Jt),

wobei jedes Jτ ein Jordankästchen ist, heißt Jordanmatrix.

Wir können also abkürzend sagen: unter den Voraussetzungen von Satz 4.4 kann
f durch eine Jordanmatrix beschrieben werden. Berechnet man das Minimalpoly-
nom einer Jordan-Matrix, so folgt der Eindeutigkeitssatz

Satz 4.5Je zwei Jordanmatrizen zu f unterscheiden sich nur in der Reihenfolge
der Jordankästchen.

Man sagt auch,f sei auf Jordansche Normalform gebracht.

Alle diese Aussagen besitzen eine äquivalente matrizentheoretische Formulie-
rung.

Satz 4.4’ und 5’. Zu A ∈ Kn×n mit zerfallendem Minimalpolynom existiert S∈
Gl(n,K), so daß S−1AS eine Jordanmatrix ist. Bis auf die Reihenfolge der Jor-
dankästchen ist diese Jordanmatrix eindeutig bestimmt.

Kurz: “A läßt sich auf Jordansche Normalform bringen.“

§5 Anwendungen und Ergänzungen

1.) Es seiA = diag(Ai j ) eine Matrix in allgemeiner Normalform. Dann gilt für
das charakteristische Polynom

χA(X) = det(XE− A) =
∏
i, j

det(XE− Ai j ),

wobeiE für die Einheitsmatrix der betreffenden Dimension steht. Nun ist
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XE− Ai j =



X a0

−1 X
...

−1 X
...

. . . al−2

−1 X + al−1


Dabei ist

a0 + a1X + · · · + al−1Xl−1 + Xl = Pi(X)ni j ,

alsol = ni j , undni j ≤ r i mit ∏
Pi(X)r i = P(X),

das Minimalpolynom vonA. Damit gilt:

det(XE− Ai j ) = ±(a0 + · · · + al−1Xl−1 + Xl)

= ±Pi(X)ni j

(Entwicklung nach letzter Spalte). Dar i das Maximum allerni j ist, taucht insbe-
sondere der FaktorPi(X)r i in χA(X) auf, und wir haben als Präzisierung des Satzes
von Cayley/Hamilton

Satz 5.1Das charakteristische Polynom hat dieselben Primfaktoren wie das Mi-
nimalpolynom, evtl. in höherer Potenz.

Betrachten wir nun eine Jordanmatrix

J = diag(Jni j (λi)).

Es sei wieder

P(X) =
∏

i=1...k

(X − λi)
r i

das Minimalpolynom vonJ.

Satz 5.2(i) Die λi sind die EWe von J.

(ii) Genau dann, wenn alle ri = 1 sind, ist J eine Diagonalmatrix.
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(iii) Eine Matrix A ist genau dann diagonalisierbar, wenn ihr Minimalpolynom
nur einfache Nullstellen hat.

Beweis.(iii) folgt aus (ii), (i) folgt aus Satz 5.1
Zu (ii). Ist r i = 1, so ist wegenni j ≤ r i jedesJni j (λ) = (λi), eine 1× 1-Matrix.
Umgekehrt: istJ eine Diagonalmatrix, so darf niemals einni j > 1 sein, da sonst
Jni j (λi) nicht diagonal ist.

Aus dem vorigen Paragraphen folgt schließlich noch:

Satz 5.3.A und B sind genau dann ähnlich, wenn ihre allgemeinen Normalformen
übereinstimmen.

2.)

Definition 5.1. (i) f : V → V heißt nilpotent, wenn es ein N∈ N mit fN = 0 gibt.

(ii) f : V → V heißt unipotent, wenn f− id nilpotent ist.

Aus der Existenz der Jordanschen Normalform ergibt sich nun

Satz 5.4.Es sei K algebraisch abgeschlossen. Dann ist f: V → V eine Summe

f = fd + fn

eines diagonalisierbaren Endomorphismus fd und eines nilpotenten Endomor-
phismus fn. fn und fd vertauschen. Die EWe von f sind die von fd.

Ohne Beweis notieren wir den

Zusatz. fd und fn sind durch die obigen Bedingungen eindeutig bestimmt.

Ist insbesonderef invertierbar, so auchfd, und wir haben

f = fd + fn = fd(id + f −1
d fn).

Da f −1
d fn nilpotent ist, istid + f −1

d fn unipotent, und es ergibt sich

Satz 5.5.K sei wie oben, f: V → V ein Automorphismus. Dann ist

f = fd ◦ fu,
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wobei fd diagonalisierbar und fu unipotent ist, mit fd◦ fu = fu◦ fd.Diese Zerlegung
ist eindeutig bestimmt.

(Den Eindeutigkeitsbeweis führen wir nicht).

3.) Berechnung der Jordanschen Normalform.

Wir lösen diese Aufgabe an einem Beispiel, sagen aber nichts zur Berechnung der
Transformationsmatrizen in der Darstellung

J = S−1AS.

Es sei also

A =


1 1 0 1
0 2 0 0
−1 1 2 1
−1 1 0 3

 ∈ C4×4

Gesucht ist die Jordansche NormalformJ von A.

Zunächst berechnen wir die Nullstellen des charakteristischen PolynomsχA, die
Eigenwerte. Man berechnet

XA = det(XE− A) = (X − 2)4.

Damit läßt sichA überR in Jordansche Normalform bringen; es ist

J =


2
∗ 2 0
0 ∗ 2

∗ 2

 mit ∗ = 0 oder 1.

Um über∗ zu entscheiden, beachten wir:

J = S−1AS

rg(J − λE)k = rg(S−1AS− λE)k

= rgS−1(A− λE)kS

= rg(A− λE)k,

für jedesλ ∈ C. Insbesondere fürλ = 2 :
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rg(J − 2E) = rg(A− 2E).

Aber offenbar ist der Rang vonJ−2E gerade die Anzahl der Einsen in der Matrix
J unter der Diagonale. Die Rechnung liefert

rg(A− 2E) = 1,

womit J bestimmt ist:

J =


2
0 2 0

0 2
1 2

 .
Wäre der Rang 2 gewesen, so hätte man (J−2E)2 betrachten müssen, um die Fälle

2
0 2

1 2
1 2


und 

2
1 2

0 2
1 2


voneinander zu trennen. Für großesn sind ggf. höhere Potenzen vonA − λE zu
betrachten - man sieht, daß das Verfahren immer funktioniert.

Beispiel. A ∈ R20×20, χA(X) = (X − 2)18(X − 3)2, also

J = diag(J1J2), J1 ∈ R18×18, J2 ∈ R2×2.

Sei

r t = rg(A− 2E)t

st = rg(A− 3E)t

s1 ≥ 18.
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s1 =


18 bedeutetJ2 =

3 0

0 3


19 bedeutetJ2 =

3 0

1 3

 .
r t ≥ 2. Wir nehmen an, daß wir folgende Informationen erhalten haben:

t r t r t−1 − r t Interpretation
1 14 - J1 enthält 12 1-en
2 9 5 5 Kästchen der Größe≥ 2
3 5 4 4 Kästchen der Größe≥ 3
4 2 3 3 Kästchen der Größe≥ 4

§6 Endlich erzeugte Moduln über Hauptidealringen

1.) Wir behandeln beliebige endlich erzeugte Moduln über einem Hauptideal-
ring Rund erinnern an den Begriff des freien Moduls.

M heißt frei, wenn es Elementex1, . . . , xk ∈ M mit

M =
k⊕

i=1

Rxi

gibt, undRxi � R gilt. Die xi heißen dann eine Basis vonM, undM � Rk. Grund-
legend ist

Satz 6.1Je zwei Basen eines freien Moduls haben gleiche Elementzahl (Länge).

Beweis.Es seiM =
⊕

i=1···k Rxi und p ∈ Rein Primelement. Wir setzen

K = R/(p), pM = {px : x ∈ M}, M = M/pM.

Dann ist pM ein Untermodul vonM, und der FaktormodulM wird durch die
Festsetzung

r x = rx,

wobei Querstriche Restklassen bezüglich (p) oderpM bedeuten, einK-Vektorraum.
Jetzt istx1, . . . , xk ∈ M eine Basis vonM überK. Klarerweise handelt es sich um
ein Erzeugendensystem. Falls nun eine Relation
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r1x1 + · · · + rkxk = 0 ∈ M

besteht, so heißt das

r1x1 + · · · + rkxk = px ∈ M,

also, mitx = s1x1 + · · · + skxk,

(r1 − ps1)x1 + · · · + (rk − psk)xk = 0,

damitr i = psi , d.h.r i = 0. Es folgt

k = dimK M,

und damit liegtk fest.

Definition 6.1. Die obige Zahl heißt Rang des freien Moduls M,rg M.

Bei Vektorräumen ist der Rang gerade die Dimension.

Satz 6.2Es sei N⊂ M ein Untermodul des freien Moduls M. Dann ist auch N
frei, undrgN ≤ rg M.

Beweis.Es seiM =
⊕

j=1...k Rxi , und pi : M → Rwerde durch

pi

(∑
λ j xj

)
= λi

definiert. Ferner setzen wir

Mi =

i⊕
j=1

Rxj , Ni = N ∩ Mi .

Also ist Nk = N. Dann ist

pi(Ni) = ai

ein Ideal inR, also ein Hauptideal (αi). Wir wählenyi ∈ Ni mit pi(yi) = αi; für
αi = 0 sei auchyi = 0. Nun folgt:

N = Ry1 ⊕ . . . ⊕ Ryk.
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Zum Beweis zeigen wir zunächst induktiv

Ni = Ry1 + . . . + Ryi .

i = 1. Es seiy ∈ N1, dann ist

p1(y) = αα1.

Somit wird

p1(y− αy1) = 0,

damit abery = αy1, dennp1|Rx1 ist injektiv.

Schluß voni − 1 auf i. Es seiy ∈ Ni . Dann istpi(y) = ααi und daher

pi(y− αyi) = 0.

Das heißt aber:y− αyi ∈ Mi−1 ∩ N = Ni−1, und nach Induktionsannahme ist

y = β1y1 + · · · + βi−1yi−1 + αyi .

Um die Direktheit der Darstellung zu zeigen, nehmen wir eine Relation

0 = β1y1 + · · · + βiyi

an. Es seii = 1. Ausβ1y1 = 0 folgt β1 odery1 = 0, daM torsionsfrei ist. Füri > 1
erhalten wir

0 = pi(β1y1 + · · · + βiyi) = βi pi(yi) = βiαi ,

alsoβi = 0 oderαi = 0, damit dann auchyi = 0. In beiden Fällen istβiyi = 0,
somit

β1y1 + · · · + βi−1yi−1 = 0;

durch Induktion folgt die Behauptung.

2.) Satz 6.3N ein Untermodul eines endlich erzeugten Moduls M. Dann ist
auch N endlich erzeugt.
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Beweis.Es seiM =
∑

i=1...k Rxi . Wir haben dann einen surjektiven Homomorphis-
mus

p : Rk −→ M

(α1, . . . , αk) 7−→
∑

αi xi .

p−1(N) ⊂ Rk ist (frei und) endlich erzeugt, also auchN = p(p−1(N)).

Definition 6.2. T = T(M), die Menge der Torsionselemente von M, heißt Torsi-
onsmodul von M.

Satz 6.4(i) M/T ist frei. (ii) T ist endlich erzeugt, und es gibt einen endlich
erzeugten freien Untermodul F⊂ M mit

M = T ⊕ F

Der Rang von F ist durch M eindeutig bestimmt.

Definition 6.3. rg M = rg M/T = rgF heißt Rang des endlich erzeugten Moduls
M.

Beweis von Satz 6.4Wir zeigen zunächst

Satz 6.5Ein endlich erzeugter torsionsfreier Modul M ist frei.

Beweis.Es seiM =
∑

i=1...k Rxi . Für k = 0 ist nichts zu zeigen. Die Aussage sei
nun für alle Moduln, die von weniger alsk Elementen erzeugt werden können,
bewiesen. Dann schreiben wir

M =
∑

i=1...k−1

Rxi + Rxk.

Der erste Summand ist nach Induktionsannahme frei, d.h.

M =
⊕
j=1...l

Ryj + Rxk = M′ + Rxk.

FallsM′ ∩ Rxk = {0}, sind wir fertig. Andernfalls gibt es einr , 0 in Rmit
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rxk ∈ M′.

Wir setzen dannN = rM. Das ist ein zuM isomorpher Untermodul vonM, daM
torsionsfrei ist. Weiter istN ⊂ M′ undM′ frei, also istN frei, alsoM auch.

Um Teil (ii) von Satz 6.4 zu zeigen, wählen wirx1, . . . , xk ∈ M so, daß ihre Rest-
klassenxi bezüglichT eine Basis des freien ModulsM/T bilden und setzen

F = Rx1 + . . . + Rxk.

Offenbar istF + T = M. Ist ferner

r1x1 + · · · + rkxk = 0,

so ist erst recht

r x1 + . . . + rkxk = 0,

also aller i = 0. Damit istF frei. Schließlich folgt ausx ∈ F ∩ T:

x = r1x1 + . . . + rkxk

0 = x = r1x1 + . . . + rkxk,

also aller i = 0 und damitx = 0. Wir sehen:

M = F ⊕ T.

3 Darstellungen von Gruppen

§0 Gruppen

1.) Zunächst erinnere ich an Grundbegriffe aus der Gruppentheorie.

ϕ : G→ H sei ein Gruppenhomomorphismus. Dann ist Kernϕ = {x ∈ G : ϕ(x) =
e} = N ein Normalteiler vonG. Das bedeutet, daß Links- und Rechtsnebenklassen
übereinstimmen:

aN = Na,
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ferner, daß man aufG/N, der Menge der Nebenklassen, repräsentantenweise eine
Gruppenstruktur erklären kann, so daß die Quotientenprojektion

π : G→ G/N

a 7−→ aN

ein surjektiver Gruppenhomomorphismus ist. Damit ist jeder Normalteiler Kern
eines Homomorphismus, und man beweist leicht den “Faktorisierungssatz“:

G
ϕ
−→ H

π ↓ ↗ ϕ
G/Kernϕ

d.h. die Existenz des obigen kommutativen Diagramms mit injektivem Gruppen-
homomorphismusϕ. - Im abelschen Falle ist jede Untergruppe Normalteiler.

2.) Die Ordnung einer Gruppe ist ihre Elementanzahl #G = ordG (∈ N oder
∞). Durch Zerlegung vonG in die Nebenklassen (rechts oder links) bez. einer
UntergruppeG beweist man:

ordG = ordU · [G : U],

wobei der Index vonU in G, [G : U], die Anzahl der Nebenklassen ist. Die Formel
ist nur im Falle ordG < ∞ von Interesse.

3.) Eine TeilmengeM einer GruppeG erzeugt die Untergruppe〈M〉 mit

〈M〉 =
⋂
{U : U ⊃ M, U Untergruppe};

ist 〈M〉 = G, so heißtM Erzeugendensystem vonG.G ist zyklisch, wennG = 〈a〉
für ein geeignetesa ∈ G ist.

Dann istG = {an : n ∈ Z}, die Menge aller Potenzen vona. Eine zyklische
Gruppe kann die Ordnungen 1,2, . . . oder∞ haben; sie ist dann isomorph zur
trivialen Gruppe, zuZn oder Z (Menge der Kongruenzklassen modn bzw. die
ganzen Zahlen mit Addition als Verknüpfung). Dabei heißen 2 Gruppen isomorph,
wenn es einen bijekiven Homomorphismus zwischen ihnen gibt.

Jedes Elementa ∈ G erzeugt die zyklische Untergruppe〈a〉, die endlich oder
unendlich sein kann. Die Ordnung von〈a〉 heißt Ordnung des Elementesa.
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4.) Grundlegend für die Gruppentheorie und Ursache für die flexible Anwend-
barkeit des Gruppenbegriffes ist folgende Tatsache:

Isomorphe Gruppen können in vielen verschiedenen “Verkleidungen” auftreten.

Z.B. taucht die zyklische GruppeCn alsZn,+ auf, aber auch als Gruppe der Dre-
hungen eines regelmäßigenn-Ecks, als Gruppe dern-ten Einheitswurzeln im Kör-
per C; für n = pm − 1 “ist“ Cn auch die multiplikative Gruppe des endlichen
KörpersFpm.

§1 Gruppenoperationen

1.)

Definition 1.1. Es sei G eine Gruppe, X eine Menge. Eine Operation von G auf X
ist eine Abbildung

G × X −→ X

a, x 7−→ ax

mit:
(1) e· x = x für alle x∈ X
(2) a(bx) = (ab)x, x ∈ X, a,b ∈ G.

Die Operation heißt treu, wenn aus ax= x für alle x∈ X folgt: a = e. — X heißt
eine G-Menge, wenn eine Operation von G auf X gegeben ist.

Bemerkungen

(1) Füra ∈ G ist die Abbildungx 7−→ axbijektiv. Denn aus (1) und (2) oben folgt:

a−1(ax) = (a−1a)x = e · x = x.

Damit ist jedema ∈ G also eine Permutationσ ∈ S(X) zugeordnet. Klarerweise
ist so ein Homomorphismus vonG in S(X) definiert, der genau für treue Opera-
tionen injektiv ist.

(2)S(X) operiert in natürlicher Weise aufX.
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Definition 1.2. Es sei X eine G-Menge. Für x0 ∈ X ist

Gx0 = {a ∈ G : ax0 = x0}

die Isotropiegruppe von x0 und

BG(x0) = {ax0 : a ∈ G}

die Bahn von x0 unter G.

Satz 1.1X zerfällt unter G in disjunkte Bahnen.

Das ist klar - aber wichtig. Ist nämlich insbesondereX endlich, so gibt es endlich
viele Bahnen der Länge (Elementzahl)l i, und man hat die “Klassengleichung“

#X = l1 + l2 + · · · + lr .

BestehtX nur aus einer einzigen Bahn, so heißtG transitiv.

Satz 1.2G operiere auf X, x und y∈ X seien Elemente derselben Bahn, Gx,Gy

die Isotropiegruppen.<

(i) Die Menge{a ∈ G : ax= y} ist eine Linksnebenklasse von Gx.

(ii) G/Gx←→ BG(x) umkehrbar eindeutig.

(iii) G x und Gy sind konjugierte Untergruppen:

Gy = a−1Gxa.

Beweis.(i) (ii) Wähle a ∈ G fest mitax= y. Annahme,bx= y. Dann istb−1ax=
x, d.h.b−1a ∈ Gx; damita ∈ bGx undb ∈ aGx. Umgekehrt, wennb = au, u ∈ Gx,
so istbx= ax= y.

(iii) Wähle a mit ax= y. Dann ist

Gy = aGxa
−1.

Folgerung (Bahnformel):

ordG = ordGx · lx, lx = Länge der Bahn vonx
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2.) Ich gebe einige einfache Anwendungen dieser Überlegungen.

Jede Gruppe operiert auf sich selbst durch Multiplikation:

a, x 7−→ ax.

Die Operation ist treu, damit

Satz 1.3(Cayley) G� Untergruppe vonS(G).

G operiert auch durch Konjugation auf sich:

a, x 7−→ a ∗ x
def
= axa−1.

Definition 1.3. Der Zentralisator von x ist

Z(x) = {a : a ∗ x = x},

die Menge aller mit x vertauschbaren Elemente.

Definition 1.4. Die Konjugiertenklasse von x ist die Menge K(x) = {a∗x : a ∈ G}.

Damit haben wir also Bahn und Isotropiegruppe unter der∗-Operation bezeichnet;
Klassengleichung und Bahnformel lauten bei einer endlichen Gruppe:

ordG =n = k1 + . . . + km,

n = ordZ(x) · k(x);

dabei istkµ die Länge der Bahn (Konjugiertenklasse)Kµ, entsprechendk(x) die
Länge der BahnK(x).

Wir notieren

(1) Diekµ sind Teiler vonn.

(2) Ist N ⊂ G ein Normalteiler, so istN eine Vereinigung von Konjugiertenklas-
sen. Dadurch sind Normalteiler unter den Untergruppen charakterisiert.

Schließlich istK(e) = {e}, d.h. in der Klassengleichung taucht mindestens einmal
die 1 auf. Genauer:
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Definition 1.5. Das Zentrum von G, Z(G), ist die Menge aller mit allen x∈ G
vertauschbaren Elemente.

Offenbar istZ(G) ein Normalteiler, er besteht aus allen Konjugationsklassen der
Länge 1. Ist z= ordZ(G), so kann die Klassengleichung auch als

n = z+ k1 + · · · kr

geschrieben werden, mitkδ > 1, z≥ 1, undz, kδ Teiler vonn.

Diese einfachen Abzählspiele haben überraschende Anwendungen
- siehe die folgenden Paragraphen.

§2 Beispiele und Anwendungen

1.) Die einfachsten Gruppen sind die zyklischen GruppenCn der Ordnungn
undC∞, die unendliche zyklische Gruppe; sie bestehen jeweils aus den Potenzen
eines Elementes, und man hat die Isomorphien

Cn � Zn,+ , C∞ � Z,+

2.) Mit Dn bezeichne ich die Gruppe der Bewegungen, die ein regelmäßiges
n-Eck in sich überführen.Dn ist nicht abelsch (fürn > 2) und hat 2n Elemente;
Dn ⊃ Cn als Normalteiler der Drehungen um den Winkel 2π/n. Die Dn heißen
Diedergruppen. Die Gruppe wird erzeugt von einer Drehung um 2π/n, nennen
wir sie x, und einer Spiegelungy an einer der Symmetrieachsen desn-Ecks; es
bestehen die Relationenxn = e, y2 = e und xy = yx−1. D3 etwa ist isomorph
zur symmetrischen GruppeS3; die Konjugationsklassen sind{e}, {x, x2} sowie
{y, xy, x2y}. Die Klassengleichung ist

1+ 2+ 3 = 6.

3.) Mit T,W, J bezeichnen wir die Gruppen der Bewegungen, die ein regelmä-
ßiges Tetraeder, Hexaeder (Würfel) bzw. Ikosaeder in sich überführen. Wir fassen
sie als Untergruppen vonSO(3) auf. Sie haben 12,24 bzw. 60 Elemente. Für ihre
genaue Beschreibung verweise ich auch auf Lehrbücher der Gruppentheorie bzw.
der Geometrie, notiere hier zunächst die Isomorphien
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T � A4

J � A5,

wobeiA4,A5 die alternierenden Gruppen von 4 bzw. 5 Objekten sind. Außerdem
ist klar: die Symmetriegruppe eines Oktaeders ist die des einbeschriebenen Wür-
fels, die eines Dodekaeders die des einbeschriebenen Ikosaeders. Zusammen mit
den zyklischen GruppenCn und den Diedergruppen handelt es sich bei diesen
Gruppen um (bis auf Konjugation) alle endlichen Untergruppen vonSO(3), d.h.
jede endliche Untergruppe vonSO(3) ist isomorph zu einer der obigen Gruppen,
und sind zwei endliche Untergruppen vonSO(3) isomorph, etwaG1 � G2, so
existiert einA ∈ SO(3) mit G2 = A−1G1A. Vgl. hierzu Brieskorn: Lineare Algebra
bzw. Speiser: Gruppentheorie.

4.) Wir beschreibenT und J nun etwas genauer.T enhält zunächst eine Dre-
hung um 120◦ um einen Eckpunkt (genauer: die Drehachse geht durch einen Eck-
punkt und den Schwerpunkt der gegenüberliegenden Seite). Verbindet man ferner
die Mittelpunkte zweier sich gegenüberliegenden Kanten (es gibt 3 Paare solcher
Kanten), so enthältT die 180◦ Drehungen um diese Verbindungsstrecken. Wir
bezeichnen diese 4 Elemente mitx, y1, y2, y3. Bzeichnen wir die Eckpunkte mit
1,2,3,4, so permutieren die Elemente vonT diese Eckpunkte, und zwar, wenn 1
unterx fest bleibt, in der folgenden Weise:

x : (234)

y1 : (12)(34)

y2 : (13)(24)

y3 : (14)(23)

(Wir haben Zykeldarstellung für Permutationen verwandt). Diex, yi erzeugenT,
und ihre Wirkung auf die Eckpunkte liefert einen Isomprhismus vonT mit A4. Bei
geeigneter Koordinatenwahl können wir diex, yi , durch die folgenden Drehmatri-
zen beschreiben:

y1 = diag( 1 − 1 − 1)

y2 = diag(− 1 1 − 1)

y3 = diag(− 1 − 1 1)
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x = (e2e3e1) mit ei als i-tem Einheitsvektor.

J hat 60 Elemente. Es sind (a) Drehungen um 2π/5 um die Zentren der Dode-
kaederseiten, (b) Drehungen um 2π/3 um die Dodekaeder-Eckpunkte, (c) Dre-
hungen umπ um die Kantenmittelpunkte - und Iterationen dieser Prozesse. (Wir
fassenJ als Symmetriegruppe des Dodekaeders auf!). Jeder Eckpunkt wird von
einer Untergruppe der Ordnung 3 festgelassen, und die läßt auch den gegenüber-
liegenden Eckpunkt fest. Das liefert 10 Untergruppen der Ordnung 3 und 20 Ele-
mente der Ordnung 3. Ebenso gibt es 6 Untergruppen der Ordnung 5, die jeweils
ein Paar gegenüberliegender Seiten in sich überführen und damit 24 Elemente der
Ordnung 5. Schließlich hat man 15 Untergruppen der Ordnung 2, die Paare ge-
genüberliegender Kanten in sich überführen, und es gibt noch die Identität. Damit
haben wir alle Elemente mit ihren Ordnungen (in Klammern darunter):

60 = 1 + 15 + 20 + 24
(1) (2) (3) (5)

Wir wollen die Klassengleichung aufstellen.

Zunächst operiertJ auf den 20 Eckpunkten transitiv; daher sind die Isotropiegrup-
pen der Eckpunkte alle zueinander konjugiert - siehe§1. Aus dem ensprechenden
Grunde sind die Untergruppen der Ordnung 5 und die der Ordnung 2 jeweils unter-
einander konjugiert. Damit bilden zunächst einmal die 15 Elemente der Ordnung 2
eine Konjugiertenklasse. Bei den Elementen der Ordnung 3 haben wir Drehungen
um 2π/3 und um 4π/3 um die Achse durch zwei gegenüberliegende Eckpunkte.
Unter der Konjugation der Isotropiegruppen der Eckpunkte gehen natürlich 120◦-
Drehungen in ebensolche über, entsprechend Drehungen um 240◦. Ist nunP′ der
Eckpunkt, derP genau gegenüberliegt, so ist die 120◦ Drehung umP′ dasselbe
wie die 240◦ Drehung umP; unter der Konjugation der beiden Isotropiegruppen
geht also die 120◦-Drehung umP in die 240◦-Drehung umP über, damit sind
auch die Elemente der Ordnung 3 eine volle Konjugiertenklasse. Genauso erkennt
man, daß die 2π/5-Drehungen zu den 8π/5-Drehungen konjugiert sind und die
4π/5-Drehungen zu den 6π/5-Drehungen. Damit lautet die Klassengleichung von
J :

60 = 1 + 15 + 20 + 12 + 12
(1) (2) (3) (5) (5)

Es könnennicht alle Elemente der Ordnung 5 untereinander konjugiert sein, da
24 kein Teiler von 60 ist!
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Eine Konsequenz ist

Satz 2.1Die Gruppe J ist einfach.

Definition 2.1. Eine Gruppe heißt einfach, wenn sie keine echten Normalteiler
besitzt.

Beweisvon Satz 2.1. Ein echter Normalteiler muß eine Ordnung haben, die ein
echter Teiler von 60 ist und die sich additiv aus den Zahlen 1,15,20,12,12 zu-
sammensetzt, wobei 1 vorkommen muß. So eine Zahl gibt es nicht.

WegenJ � A5 ist alsoA5 einfach - dieser von E. Galois bewiesene Satz steht am
Anfang der modernen Algebra.

5.) Wir wenden uns nun einigen unendlichen Gruppen zu.

R,+ ist die additive Gruppe der reellen Zahlen. Durch

z= ϕ(t) = e2πit

wird sie homomorph aufS1 = {z ∈ C : |z| = 1} abgebildet; der Kern vonϕ ist Z,
d.h.

S1 � R/Z.

(Dabei ist aufS1 die Multiplikation komplexer Zahlen als Verknüpfung zu wäh-
len). Natürlich können wirS1 auch anders interpretieren:

S1 � U(1,C) � SO(2)

als unitäre Gruppe der Dimension 1 oder als Drehgruppe imR2. Für die Physik
das wichtigste Beispiel ist die GruppeSU(2,C): wir untersuchen sie nun.

A ∈ SU(2), mit

A =

(
a b
c d

)
bedeutet

tA = A−1 und detA = 1.
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Das heißt (
a c
b d

)
=

(
d −b
−c a

)
,

alsoa = d undc = −b. Damit:

Satz 2.2.Die Matrizen in SU(2) haben die Gestalt

A =

(
a b
−b a

)
, |a|2 + |b|2 = 1.

Durchϕ(A) =
(
a
b

)
wird eine umkehrbare in beiden Richtungen reell-analytische

Abbildung

ϕ : SU(2,C)→ S3 ⊂ C2

(mit S3 = {(a,b) : |a|2 + |b|2 = 1}) definiert.

Die MengeS3 ist die 3-dimensionale Einheitssphäre - sie trägt also eine analyti-
sche Gruppenstruktur. Das hat sie mit der SphäreS1 gemein. Man weiß, daß alle
anderen SphärenSn keine solche Struktur zulassen.

Wir fassen jetztSU(2,C) alsS3 auf und beschreiben geometrisch die Konjugati-
onsklassen. Das wird sich als hübsche Anwendung des Spektralsatzes herausstel-
len.

Für−1 ≤ γ ≤ 1 sei

S2(γ) = {(a,b) : Rea = γ} ⊂ S3;

für γ = ±1 ist alsoS2(γ) Nord- bzw. Südpol der SphäreS3, für γ , ±1 ist S2(γ)
eine 2-dimensionale Sphäre vom Radius

√
1− γ2, und zwar ein “Breitenkreis“

derS3. S3 ist die disjunkte Vereinigung derS2(γ).

Satz 2.3.Unterϕ gehen die Konjugationsklassen von SU(2,C) in die Breitenkreise
S2(γ) über.

Kürzer: die “Breitenkreise“ sind die Konjugationsklassen.

Beweis.Ist A ∈ S2(γ), so ist
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χA(X) = X2 − (2 Rea)X + 1

= X2 − 2γX + 1;

damit ist 2γ = SpA. Konjugierte Elemente haben dieselbe Spur, somit sind die
S2(γ) jeweils Vereinigung voller Konjugationsklassen. Es seien nunλ undλ die
Eigenwerte vonA (beachte, daß die Nullstellen vonχA konjugiert komplex zuein-
ander sind!). Nach dem Spektralsatz existiert eine unitäre MatrixS mit

S−1AS =t S AS= diag(λ, λ).

Indem man mit (detS)−1 multipliziert, kann manS ∈ SU(2,C) erreichen. Also
ist A konjugiert zu diag(λ, λ); die Eigenwerte sind aber durch die Spur bestimmt,
wegen

λ + λ = SpA = 2γ

λλ = 1

Damit ist jedesA ∈ S2(γ) zu diag(λ, λ) konjugiert.

§3 Darstellungen

1.) Es seiG eine Gruppe,K ein Körper.

Definition 3.1. Eine Darstellung einer Gruppe G ist ein Homomorphismus.

R : G→ Gl(n,K)

g 7−→ R(g) = Rg

Genauer: “n-dimensionale Matrixdarstellung über dem KörperK“.

Definition 3.2. Eine Darstellung von G auf dem Vektorraum V ist ein Homomor-
phismus

ρ : G→ Gl(V).

Die Dimension von V heißt Dimension der Darstellung.
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Jeden-dimensionale Matrixdarstellung ist natürlich eine Darstellung auf dem Vek-
torraumKn, und umgekehrt kann durch Wahl einer Basis inV einen-dimensionale
Darstellung auf einen-dimensionale Matrixdarstellung zurückgeführt werden.

Definition 3.3. Zwei n-dimensionale Matrixdarstellungen R,R′ heißen konjugiert,
wenn es ein S∈ Gl(n,K) mit

R′g = S−1RgS

gibt.

Ist ρ : G→ Gl(V) einen-dimensionale Darstellung,RundR′ zwei Matrixdarstel-
lungen vonρ bezüglich verschiedener Basen, so sindR′ undRoffenbar konjugiert.

Definition 3.4. Eine lineare G-Operation auf dem Vektorraum V ist eine Abbil-
dung

G × V → V,

die eine Gruppenoperation (siehe Def. 1.1) ist und zusätzlich den Bedingungen

g(x+ y) = gx+ gy

g(λx) = λgx

für g ∈ G, λ ∈ K, x, y ∈ V, genügt.

Offensichtlich sind lineareG-Operationen aufV dasselbe wie Darstellungen von
G überV. Wir können die Begriffe aus§1 damit anwenden und von “Isotropie-
gruppe“, “Bahn“ usw. sprechen.

Definition 3.5. Eine injektive Darstellung heißt treu.

Wir werden bei Darstellungen sehr oft stattρ(g), R(g), ρg oderRg einfachg schrei-
ben: also

ρgx = gx usw.
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Das ist kürzer, allerdings gelegentlich mehrdeutig.

2.) Beispiele von Darstellungen kennen wir natürlich schon:

id : Gl(V)→ Gl(V)

ist die “tautologische“ Darstellung von Gl(V) = G. Wählt man eine Basis inV
(falls dimV < ∞), so erhält man eine Matrixdarstellung vonG.

Die in §2 angegebenen Matrizen inR3×3 liefern eine 3- dimensionale Matrixdar-
stellung der TetraedergruppeT.

Alle diese Dartstellungen sind treu. Jede Gruppe besitzt natürlich die triviale Dar-
stellung

ρ : G→ Gl(V)

g 7−→ id

bzw.

R : G→ Gl(n,K)

g→ E Einheitsmatrix

Wir werden mehr Beispiele kennenlernen.

3.)

Definition 3.6. Es seienρ, ρ′ Darstellungen von G auf Vektorräumen V,V′. Eine
lineare Abbildungϕ : V → V′ heißt G-äquivariant, wenn für alle g∈ G und x∈ V
gilt:

ϕρgx = ρ′gϕx.

M.a.W.:“ϕ vertauscht mit derG-Operation“. Bezeichnen wirρ, ρ′ nicht extra, son-
dern schreibenρg = g, so lautet die Bedingung kürzer – und etwas unklarer –

ϕ ◦ g = g ◦ ϕ.
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Definition 3.7. ρ undρ′ heißen isomorph, wenn es einen G -äquivarianten Iso-
morphismusϕ : V → V′ gibt.

In diesem Fall kann man durch Wahl geeigneter Basen inV und V′ - welcher
nämlich? - erreichen, daßρ undρ′ durch dieselbe Matrixdarstellung beschrieben
werden. Es folgt leicht:

Satz 3.1Die Isomorphieklassen von Darstellungen auf n-dimensionalen Vektor-
räumen entsprechen umkehrbar eindeutig den Konjugationsklassen von n-dimen-
sionalen Matrixdarstellungen.

§4 Unitäre Darstellungen

1.) Ab sofort werden nur noch komplexe Vektorräume endlicher Dimension
betrachtet:K = C. Bis auf weiteres seiG eineendlicheGruppe der OrdnungN.

2.)
ρ : G→ Gl(V)

sei eine Darstellung. Wir können aufV ein Skalarprodukt〈 , 〉 wählen. Mittelsρ
definieren wir dann eine neue hermitische Form durch “Mittelung über die Grup-
pe“:

(x, y) =
1
N

∑
g∈G

〈gx,gy〉, N = ord G

für x undy ∈ V, und beweisen den

Hilfssatz 1.(1) ( , ) ist eine positiv definite hermitische Form.

(2) Für alle g∈ G und x, y ∈ V ist

(gx,gy) = (x, y).

Kürzer: ( , ) ist ein G-invariantes Skalarprodukt auf V.

Beweis.Offenbar ist (, ) eine hermitische Form. Wegen

(x, x) =
1
N

∑
g

〈gx,gx〉 ≥
1
N
〈x, x〉
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ist sie positiv definit. Ist schließlichh ∈ G, so hat man

(hx,hy) =
1
N

∑
g

〈ghx,ghy〉 =
1
N

∑
g

〈gx,gy〉

= (x, y),

denn mitg durchläuft auchgh alle Gruppenelemente, d.h. der 2-te und 3-te Term
weichen nur in der Reihenfolge der Summanden voneinander ab.

Es sei nunR die der Darstellungρ nach Wahl eine Basis vonV zugeordnete Ma-
trixdarstellung,S sei die Matrixdarstellung vonρ bezüglich einer Orthonormal-
basis für (, ). Da ρg eine Isometrie ist, sind alle MatrizenSg unitär, undS ist
andererseits konjugiert zuR. Wir haben damit den fundamentalen

Satz 4.1Jede Matrixdarstellung einer endlichen Gruppe G ist konjugiert zu einer
unitären Darstellung (i.e. S: G→ U(n)).

Äquivalent hierzu ist die

Folgerung 1.Jede endliche Untergruppe vonGl(n,C) ist konjugiert zu einer end-
lichen Untergruppe von U(n).

Dazu wende man den Satz auf die tautologische Darstellung

id : G→ Gl(n,C)

an. Ebenso ergibt sich

Folgerung 2. Ist ρ : G → Gl(V) eine Darstellung der endlichen Gruppe G, so
sind alle Automorphismenσg diagonalisierbar. Insbesondere ist jeder Automor-
phismus f endlicher Ordnung (i.e. fk = id) diagonalisierbar.

Das folgt, da unitäre Matrizen diagonalisierbar sind.

3.) Wenn auch jede einzelne MatrixRg einer DarstellungR : G → Gl(n,C)
diagonalisierbar ist, kann man i.a. keine Basis finden, in der alleRg gleichzeitig
Diagonalgestalt haben. Dazu wäre notwendig, daßG abelsch ist - ob das auch
hinreicht, lasse ich zunächst offen.
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§5 Irreduzible Darstellungen

1.) Die GruppeG und der GrundkörperK seien zunächst beliebig,V ein end-
lichdimensionalerK-Vektorraum. Es sei

ρ : G→ Gl(V)

eine Darstellung, die wir alsG-Operation aufV schreiben.

Definition 5.1. Ein Unterraum W⊂ V heißtρ-invariant oder G-invariant, wenn
gW⊂W für alle g∈ G gilt.

In diesem Fall erhält man durch Einschränkung vonρg eine Darstellungρ′ vonG
überW. Ist a1, . . . ,ak eine Basis vonW und ergänzt man diese durchak+1, . . . ,an

zu einer Basis vonV, so hat die zugehörige MatrixdarstellungRvonρ die Gestalt

Rg =

(
R′g ∗
0 ∗

)
,

wobei R′ eine k-dimensionale Martrixdarstellung vonG ist, welche zuρ′, der
“Einschränkung“ vonρ auf W, gehört. Umgekehrt: findet man eine Basis, in der
alleRg die obige Gestalt haben, so ist die lineare Hülle der erstenk Basisvektoren
einρ- invarianter Unterraum.

V und 0 sind immer invariant.

Definition 5.2. Eine Darstellung heißt irreduzibel, wenn 0 und V die einzigen
invarianten Unterräume sind, sonst reduzibel. V heißt dann auch irreduzibel (bez.
ρ).

2.) Beispiel 1.Dn Diedergruppe, erzeugt durch die Drehung um 2π/n und Spie-
gelung an einer Symmetrieachse des regelmäßigenn-Ecks.

ρ : Dn→ O(2) ⊂ SU(2)

wird so definiert: dasn-Eck ist in den Einheitskreis einbeschrieben, eine Ecke ist
der Vektor (1,0). Sind danng undh die obigen Erzeugenden, so ist

ρ(g) =

(
cos 2π/n − sin 2π/n
sin 2π/n cos 2π/n

)
,
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ρ(h) =

(
1 0
0 −1

)
.

Die Darstellung ist offensichtlich treu, und, da es keinenDn-invarianten Unter-
raum desR2 gibt (n ≥ 3), ist sie auch irreduzibel.

Beispiel 2Wir sehen jetzt dasn-Eck als in eine Ebene desR3 eingebettet an; als
Basis desR3 wählen wir eine ONBe1,e2,e3,wobeie1 im Mittelpunkt desn-Eckes
senkrecht auf EbeneE steht, in der dasn-Eck liegt;e2 unde3 sind eine ONB in
der n-Eck-Ebene,e2 sei wieder eine Ecke desn-Ecks, das in den Einheitskreis
einbeschrieben ist. Diese Konstruktion liefert eine Darstellung.

ρ : Dn→ S O(3)

mit

ρg =

1 0 0
0 cos 2π/n − sin 2π/n
0 sin 2π/n cos 2π/n


ρh =

−1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 .
Diese 3-dimensionale Darstellung ist reduzibel:E und E⊥ = Re1 sind invariante
Unterräume. Die Einschränkung vonρ aufE⊥ ist eine 1-dimensionale Darstellung
von Dn:

ρ1 : Dn→ O(1),

mit

ρ1g = 1, ρh = −1;

die Einschränkung vonρ auf E ist die Darstellungρ2 = ρ aus Beispiel 1.

Definition 5.3. ρ : G → Gl(V) sei eine Darstellung. Ist V= V1 ⊕ V2 mit G-
invarianten Unterräumen, sindρ1 undρ2 die zugehörigen Einschränkungen von
ρ, so heißtρ direkte Summe vonρ1 undρ2:

ρ = ρ1 ⊕ ρ2
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Wählt man in diesem Fall Basen vonV1 undV2, so gilt für die zugehörigen Ma-
trixdarstellungen (in diesen Basen!)

Rg = R1,g ⊕ R2,g

in demSinn

Rg=

(
R1,g 0
0 R2,g

)
In Beispiel 2 ist

ρ = ρ1 ⊕ ρ2,

wobeiρ1 undρ2 irreduzibel sind.

3.) Wir bleiben nun bei unitären Darstellungen, damit ist wiederK = C. Grund-
legend ist der einfache

Satz 5.1Es seiρ eine unitäre Darstellung von G auf dem unitären (endlichdimen-
sionalen) Vektorraum V und W ein G-invarianter Unterraum. Dann ist auch W⊥

G- invariant.

Beweis.Wir schreiben wiederg für ρg, g ∈ G. Jedesg ist unitär. Istx ⊥W, so gilt
für y ∈W auch< gx, y >=< x,g−1y >= 0, da auchg−1y ∈W.

Induktiv können wirV nun in eine endliche direkte SummeG- invarianter Unter-
räume zerlegen, von denen keiner weiter invariant zerlegbar ist. Also:

Satz 5.2Jede unitäre Darstellung ist direkte Summe irreduzibler unitärer Darstel-
lungen.

Zusammen mit Satz 4.1 liefert das den

Satz 5.3(Satz von Maschke) Jede Darstellung einer endlichen Gruppe (auf einem
endlichdimensionalenC-Vektorraum) ist direkte Summe irreduzibler Darstellun-
gen.

4.) Schlußbemerkung. Es seiR : G→ Gl(n, k) eine Matrixdarstellung, also eine
Darstellung über dem Vektorraumkn. K ⊃ k sei ein Erweiterungskörper vonk.
Wegen Gl(n, k) ⊂ Gl(n,K) kannRauch als Darstellung vonG überKn angesehen
werden. Dann ist möglicherweiseR überkn irreduzibel, überKn aber reduzibel!
Der Fallk = R, K = C zeigt das - siehe Übungsaufgaben!
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§6 Gruppencharaktere

1.) Es seiρ : G → Gl(V) eine Darstellung vonG auf demn-dimensionalen
VektorraumV (überC). G braucht zunächst nicht endlich zu sein.

Definition 6.1. Der Charakter vonρ wird durch

χρ(g) = Spur ρ(g) (∈ C)

definiert. Die Dimension vonχ ist die vonρ (d.h. die von V).χ heißt irreduzibel,
wennρ es ist.

Ein Charakter ist also eine Abbildung vonG nachC. Wir notieren

Satz 6.1Es seiχ der Charakter vonρ. Dann gilt

(i) χ(e) = dimρ = dimχ (mit e als 1-Element)

(ii) χ(a−1ga) = χ(g) für alle a,g ∈ G

(iii) χ(g−1) = χ(g)

(iv) Ist ρ = ρ′ ⊕ ρ′′, so istχρ = χρ′ + χρ′′

Beweis.(i) (ii) und (iv) sind evident. Zu (iii) Es seienλ1, . . . , λn die Eigenwerte
von ρ(g), dann sindλ−1

1 , . . . , λ
−1
n die vonρ(g−1). Da ρ(g)m = id für passendesm

ist, sind dieλ j Einheitswurzeln, und|λ j | = 1. Dann ist aberλ−1
j = λ j , und die

Behauptung folgt.

Ferner notieren wir

Satz 6.2Isomorphe Darstellungen haben denselben Charakter.

2.) Zum weiteren Studium von Charakteren benötigen wir

Satz 6.3(Schursches Lemma). Es seienρ undρ′ irreduzible Darstellungen einer
(beliebigen) Gruppe G auf endlichdimensionalenC-Vektorräumen V und V′;

ϕ : V → V′

sei eine G-äquivariante lineare Abbildung. Dann gilt
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(i) ϕ ist ein Isomorphismus oder die Nullabbildung.

(ii) Für V = V′ und ρ = ρ′ ist ϕ eine Homothetie, d.h.ϕ(x) = c · x für c ∈ C
geeignet.

Beweis.(1) Es seiK = Kernϕ. Für x ∈ K undg ∈ G ist dann

ϕgx= gϕx = g0 = 0,

d.h.K ist G-invariant. Ebenso istB = Bild ϕ G-invariant.

(2) Da V keineG-invarianten Unterräume außer 0 undV enthält, ist entweder
K = V, alsoϕ = 0, oderK = 0. Dann istϕ injektiv, B = Bild ϕ , 0, daherB = V′,
undϕ ist auch surjektiv.

(3) Im Fall (ii) sei c ein EW vonϕ. Dann ist auchϕ − c · id G-äquivariant, mit
Kern , 0, also mußϕ − c id = 0 sein.

Folgerung 1. Es seiρ eine Darstellung von G über V;ρ = ρ1 ⊕ . . . ⊕ ρm eine
Zerlegung vonρ in irreduzible Darstellungenρµ über Vµ ⊂ V; also

V = V1 ⊕ . . . ⊕ Vm

mit G-invarianten irreduziblen Summanden. Dieρµ seien paarweise nichtisomorph.
Es sei W⊂ V ein beliebiger G-invarianter Teilraum. Dann ist W direkte Summe
einiger der Vµ.

Beweis.Die EinschränkungρW vonρ nachW zerfällt in irreduzible Darstellungen
ρW,λ über UnterräumenWλ vonW mit

W =W1 ⊕ . . .Wl .

O.E. seil = 1, W = W1, ρW = ρW,1, d.h. ρW irreduzibel. Es bezeichnepµ die
Projektion vonW nachVµ. Es können nicht alleρµ Null sein (im FalleW = 0
haben wir nichts zu zeigen); da diepµ G-äquivariant sind, sind sie isomorph oder
0; wegen der Nichtisomorphie derpµ ist dann genau einpµ ein Isomorphismus,
etwap1. Dann ist fürx ∈W

x =
m∑

i=1

pµx = p1x,

d.h.W = V1.
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Folgerung 2.Es seiϕ : V → V′ eine beliebige lineare Abbildung. G sei endlich,
ord G= N. Sei

ϕ̃ =
1
N

∑
g

ρ′(g−1)ϕ ρ(g)

Dann: (1) Wennρ undρ′ nicht isomorph sind, so ist̃ϕ = 0.

(2) Für ρ = ρ′ ist ϕ̃ eine Homothetie mit Faktor

1
n

Spϕ, n = dimϕ.

Beweis.(1) Wir zeigen, daß̃ϕ G-äquivariant ist:

ρ′(h−1) ϕ̃ρ(h) =
1
N

∑
g

ρ′(h−1)ρ′(g−1)ϕρ(g)ρ(h)

=
1
N

∑
g

ρ′(gh)−1 ϕρ(gh)

= ϕ̃

(2) Jetzt folgt (1) aus 6.3.(i), Aussage (2) aus 6.3.(ii), wobei wir den Skalar noch
bestimmen müssen:

Spϕ̃ =
1
N

∑
Sp(ρ(g−1)ϕρ(g)) = Spϕ;

da bei einer Homothetie mit Faktorc die Spur geradec · dimV = nc, ist, folgt

c =
1
n

Spϕ.

Für die nächsten Folgerungen gehen wir -nach Wahl von Basen- zu den zuρ′

undρ assoziierten Matrixdarstellungen über, die wir mitS undR bzeichnen. Das
MatrixelementS(g)i j wird auch mitSi j (g) bezeichnet, entsprechend fürR. Die
lineare Abbildungϕ werde durch die MatrixX = (Xi j ) gegeben,̃ϕ durchX̃. Dann
gilt:
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X̃ =
1
N

∑
g

S(g)−1XR(g)

X̃im =
1
N

∑
g,k,l

Si,k(g
−1)Xk,lRl,m(g)

=
∑
k,l

 1
N

∑
g

Si,k(g
−1)Rl,m(g)

 Xk,l .

Sindρ undρ′ nicht isomorph, so ist̃Xim = 0 für alle Wahlen vonXkl.Das bedeutet,
daß die Koeffizienten 0 sind, also

Folgerung 3.ρ undρ′ seien nichtisomorphe irreduzible Darstellungen der endli-
chen Gruppe G und R,S zugehörige Matrixdarstellungen. Dann ist für alle i, k, l,m

1
N

∑
g

Sik(g
−1)Rlm(g) = 0.

Nun seiρ = ρ′, damit istϕ̃ eine Homothetie mit Faktorc = Spϕ/n. Dann ist

X̃im =
1
n

(SpX)δim

=
1
n

∑
k,l

δklXklδim,

und es folgt

0 =
∑
k,l

Xkl

 1
N

∑
g

Rik(g
−1)Rlm(g) −

1
n
δklδim


also, daXkl beliebig sein kann:

Folgerung 4.Für jede irreduzible Darstellungρ auf einem n- dimensionalen Vek-
torraum V der endlichen Gruppe G der Ordnung N gilt:

1
N

∑
g

Rik(g
−1)Rlm(g) =

1
n
δklδim

=

1
n für k = l, i = m

0 sonst

121



3.) Wir interpretieren nun die Folgerungen.

Definition 6.2. (1) Es seienϕ, ψ : G→ C komplexwertige Funktionen. Das Ska-
larprodukt vonϕ undψ ist

〈ϕ, ψ〉
def
=

1
N

∑
g∈G

ϕ(g)ψ(g)

(2) ϕ heißt eine Klassenfunktion, wennϕ auf allen Konjugiertenklassen konstant
ist:

ϕ(h−1gh) = ϕ(g) für alle g,h ∈ G.

Nach Satz 6.1(ii) sind Charaktere also spezielle Klassenfunktionen.

Satz 6.4Es seienχ undχ′ irreduzible Charaktere. Dann ist fürχ , χ′ das Ska-
larprodukt

〈χ, χ′〉 = 0;

für χ = χ′ ist

〈χ, χ〉 = 1.

Beweis.Es seienχ, χ′ Charaktere der irreduziblen MatrixdarstellungenR undS.
Dann ist fürg ∈ G

χ(g) =
n∑

i=1

Rii (g),

also

〈χ′, χ〉 =
1
N

∑
i, j,g

Sii (g
−1)Rj j (g) = 0
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nach Folgerung 3. Dabei haben wirχ′(g) = χ′(g−1) ausgenutzt. Entsprechend
liefert Folgerung 4 die Beziehung

< χ, χ > =
1
N

∑
i, j,g

Rii (g
−1)Rj j (g)

=
∑

i

1
n
= 1.

Wir sehen also, daß die irreduziblen Charaktere ein Orthonormalsystem im Raum
C der Klassenfunktionen bilden; insbesondere gibt es nur endlich viele solcher
Charaktere.

4.) Die Orthogonalitätsrelationen haben in Verbindung mit dem Satz von Masch-
ke wichtige Konsequenzen.

Satz 6.51) Es gibt nur endlich viele Isomorphieklassen irreduzibler Darstellun-
gen von G.

2) Darstellungen mit demselben Charakter sind isomorph.

Beweis.1) ist klar: für nichtisomorphe irreduzible Darstellungen sind die Charak-
tere orthogonal, insbesondere also verschieden. Um 2) zu zeigen, stellen wir nach
Satz 5.3 eine Darstellungρ als direkte Summe

ρ = ρ1 ⊕ · · · ⊕ ρl

irreduzibler Darstellungen dar. Indem wir isomorphe Darstellungen in der Summe
zusammenfassen und zu einer isomorphen Darstellung übergehen, können wir

ρ = n1ρ1 ⊕ n2ρ2 ⊕ · · · ⊕ nrρr

schreiben, wobei dieρ j die verschiedenen Isomorphieklassen irreduzibler Darstel-
lungen repräsentieren undnj ≥ 0 ganz ist, mit

njρ j = ρ j ⊕ · · · ⊕ ρ j︸         ︷︷         ︸
n j

.

Für die Charaktere vonρ undρ j folgt
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χ = n1χ1 + · · · + nrχr .

Da dieχ j ein ONS bilden, ist

nj = 〈χ, χ j〉

eindeutig durchχ bestimmt: hieraus folgt Aussage 2).

Folgerung.Es seiρ eine Darstellung mit Charakterχ. Es sei

ρ = n1ρ1 ⊕ · · · ⊕ nrρr

ihre Zerlegung in irreduzible Darstellungen. Dann ist

nj = 〈χ, χ j〉,

〈χ, χ〉 = n2
1 + · · · + n2

r .

Insbesondere istρ genau dann irreduzibel, wenn< χ, χ >= 1 ist.

(Die letzte Bemerkung ist ein nützliches Irreduzibilitätskriterium!).

5.) Wir benötigen noch Informationen über die Anzahl und die Dimensionen
der irreduziblen Darstellungen. Dazu führen wir die sogenannte reguläre Darstel-
lung ein:

Es seiN die Gruppenordnung undVG der von der GruppeG aufgespannteN-
dimensionaleC-Vektorraum -G ist also eine Basis vonVG. G operiert aufVG

durch Linksmultiplikation:

h(c1g1 + · · · + cNgN) = c1hg1 + · · · + cNhgN.

Diese Darstellung heißt reguläre Darstellung vonG, wir nennen sieρreg; ihren
Charakter bezeichnen wir entsprechend mitχreg. Er ist leicht zu berechnen: ist
g = e, also das 1-Element der Gruppe, so istρreg(e) = id und damit

χreg(e) = Spur ρreg(e) = N.

Ist andererseitsh , e in G, so ist immerhgi , gi , d.h. die Diagonalelemente der
Matrix vonρreg(h) bez. der BasisG sind alle 0, und wir haben
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χreg(h) = 0 fürh , e.

Es folgt

Satz 6.6.Es seienρ1, . . . , ρr die verschiedenen irreduziblen Darstellungen von G,
χ j ihre Charaktere, dj ihre Dimensionen. Dann gilt:

〈χreg, χ j〉 = dj ,

ρreg = d1ρ1 ⊕ · · · ⊕ drρr

In der Tat ist

< χreg, χ j > =
1
N

∑
χreg(g−1)χ j(g)

=
1
N
· N · dj .

Folgerung.Mit den Bezeichnungen von eben gilt

d2
1 + · · · + d2

r = N.

Dazu müssen wir in der Formel fürρreg nur die Dimensionen zählen.

Es bleibtr zu bestimmen, die Anzahl der irreduziblen Darstellungen. Dazu zeigen
wir den

Hilfssatz. Es sei F eine Klassenfunktion, die orthogonal zu allen irreduziblen
Charakteren ist. Dann ist F= 0.

Beweis.(1) Wir bilden für eine beliebige Darstellungρ überV mit Charakterχ
den Endomorphismus

ϕ = ϕρ =
1
N

∑
g

F(g)ρ(g);

ϕ ist ein Endomorphismus vonV.

(2) ϕ ist G-äquivariant. Denn fürh ∈ G gilt
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ρ(h−1)ϕ ρ(h) =
1
N

∑
g

F(g) ρ(h−1gh)

=
1
N

∑
g

F(h−1gh) ρ(h−1gh)

(daF eine Klassenfunktion ist)

=
1
N

∑
g

F(g) ρ(g).

(3) Weiter ist

Spurϕ =
1
N

∑
F(g) Spurρ(g) = 〈F, χ〉.

Fallsρ irreduzibel ist, ist Spurϕ = 0.

(4) Damit ist, fallsρ eine irreduzible Darstellung ist,ϕ = c · id nach dem Schur-
schen Lemma,c = 0 wegen Spϕ = 0. Im Allgemeinfall istρ = n1ρ1 ⊕ · · · ⊕ nrρr

direkte Summe irreduzibler Darstellungen, und man hat

ϕρ = n1ϕρ1 + · · · + nrϕρr ,

also wegenϕρ j = 0 auch jetztϕρ = 0.

(5) Wir wenden (1) auf die reguläre Darstellung an:

0 =
1
N

∑
g

F(g) ρreg(g).

Das 1-Elemente ist ein Basisvektor vonVG, und ferner ist für jedesg ∈ G

ρreg(g)(e) = g.

Somit ist

0 =
1
N

∑
F(g) ρreg(g)(e)

=
1
N

∑
F(g) · g ∈ VG.

Da dieg ∈ G eine Basis vonVG bilden, folgt
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F(g) = 0

für alleg, wie behauptet.

(6) Wir fassen die wesentlichen Resultate zusammen:

Satz 6.7G sei eine Gruppe der Ordnung N, ρ1, . . . seien Repräsentanten der
Isomorphieklassen irreduzibler Darstellungen von G, di die Dimensionen,χi die
zugehörigen Charaktere. Dann gilt:

(1) Es gibt genau r Isomorphieklassen irreduzibler Darstellungen, wobei r die
Anzahl der Konjugationsklassen von G ist.

(2) Die irreduziblen Charaktere bilden eine ONB des Raumes der Klassenfunktio-
nen.

(3) Es ist N= d2
1 + · · · + d2

r .

(4) Jedes di ist ein Teiler von N.

Wir haben (2) bewiesen, daraus folgt (1), da der Raum der Klassenfunktionen
natürlich die Dimensionr hat. (3) ist die Folgerung aus Satz 6.6. Die Teilbarkeits-
relation (4) beweisen wir nicht - sie erfordert mehr Theorie.

§7 Beispiele

1.) Eindimensionale Darstellungen sind natürlich irreduzibel und mit ihrem
Charakter identisch: es sind einfach Homomorphismen vonG in die multiplikati-
ve GruppeC∗.Da jedesg ∈ G endliche Ordnung hat (≤ N = ord G), liegt das Bild
in der Gruppe derN-ten Einheitswurzeln. IstG abelsch der OrndungN, so hatG
genauN Konjugationsklassen, also genauN irreduzible Darstellungen, die nach
Satz 6.7 (3) alle 1-dimensional sein müssen. Umgekehrt: sind alle Darstellungen
1-dimensional, so müssen sie in der AnzahlN vorliegen, damit hatG genauN
Konjugationsklassen und ist abelsch.

Satz 7.1G ist genau dann abelsch, wenn jede irreduzible Darstellung 1-dimensional
ist.

Ein direkter Beweis eines Teiles von Satz 7.1:

127



Es seiρ eine irreduzible Darstellung der (evtl. unendlichen) abelschen GruppeG
überV. Ist g ∈ G undV(α) ⊂ V ein Eigenraum vonρ(g) zum Eigenwertα, so ist
V(α) G-invariant, da dieρ(h), h ∈ G, mit ρ(g) vertauschen. Somit istV(α) = V
und ρ(g) eine Homothetie. Das gilt für jedesg ∈ G, d.h. alleρ(g) sind Homo-
thetien. Ein Darstellung durch Homothetien ist aber nur im 1-dimensionalen Fall
irreduzibel.

2.) Die irreduziblen Darstellungen (Charaktere) der zyklischen Gruppen sind
leicht berechenbar. Sie sind 1-dimensional, und zwar Homomorphismenχ : Cn→

S1 = {z : |z| = 1}. Wegenxn = e für jedesx ∈ Cn mußχ(z) einen-te Einheitswur-
zel sein. Setzt man also

ζ = e2πi/n

und istx ein Erzeugendes vonCn, so definiert

χh(x) = ζh, h = 0,1, . . . ,n− 1

sämtliche irreduziblen Charaktere vonCn.

Für eine abelsche GruppeG definieren wir als Multiplikation zweier irreduzibler
Charaktere

χ1χ2(x)
def
= χ1(x)χ2(x).

Satz 7.2Durch die obige Formel wird auf der MengêG der irreduziblen Charak-
tere eine abelsche Gruppenstruktur definiert.

Definition 7.1. Ĝ heißt die Charaktergruppe von G.

Jetzt ergibt sich aus der obigen Beschreibung der Charaktere vonCn

Satz 7.3.Ĉn ist zyklisch von der Ordnung n, also isomorph zu Cn.

Diese Aussage gilt allgemeiner:

Satz 7.4.Die Charaktergruppe jeder endlichen abelschen Gruppe ist zur Gruppe
isomorph.
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Zum Beweis bemerken wir, daß die Aussage für zyklische Gruppen richtig ist; da
jede endliche abelsche Gruppe direktes Produkt zyklischer Gruppen ist, folgt sie
aus dem

Hilfssatz. Es sei G= G1 ×G2 ein direktes Produkt endlicher abelscher Gruppen.
Dann gilt für die Charaktergruppen

Ĝ � Ĝ1 × Ĝ2

Beweis.Es seiχi ∈ Ĝi . Definiereχ ∈ Ĝ durch

χ(a1,a2) = χ1(a1)χ2(a2)

(mit ai ∈ Gi). χ ist ein Charakter, die Abbildung

χ1, χ2→ χ

ist ein Homomorphismus, der offensichtlich injektiv ist, also, da die Gruppen die-
selbe Ordnung haben, ein Isomorphismus.

Wir definieren - ähnlich wie bei Vektorräumen - eine “Paarung“ zwischenG und
Ĝ durch

G × Ĝ
φ
−→ S1

g, χ 7−→ χ(g).

Dann läßt sich ein Homomorphismus vonG auf die Bicharaktergruppê̂G durch

ϕ(g)(χ) = φ(g, χ) = χ(g)

definieren. Der Kern vonϕ ist die Untergruppe

G0 = {g ∈ G : χ(g) = 1 für alleχ ∈ Ĝ}.

Jeder Charakter vonG faktorisiert sich über einen Charakter vonG/G0 (nach dem
üblichen Homomorphiesatz). Daher muß

ord G = ord Ĝ = ord G/G0 = ordĜ/G0
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gelten, d.h.G0 = {e}, undϕ ist damit injektiv, also (wegen Gleichheit der Ordnun-
gen) auch surjektiv. Wir sehen

Satz 7.4’ϕ ist ein Isomorphismus von G auf̂G, d.h.φ “definiert“ G als Charak-
tergruppe von̂G.

3.) Wir bestimmen nun die irreduziblen Charaktere vonD3 undD4.

D3 = {e, x, x
2, y, yx, yx2}

- siehe§2 - ; die Konjugationsklassen sind

K1 = {e}, K2 = {x, x
2}, K3 = {y, yx, yx2}.

Die einzige Lösung der Gleichung 6.7.3 ist

6 = 12 + 12 + 22,

demnach gibt es 2 1-dimensionale Charaktere und einen irreduziblen 2- dimen-
sionalen. Die zugehörigen Darstellungen seienρi , i = 1,2,3. ρ1 sei die triviale
Darstellung mitρ(g) = 1 für alleg; ρ2 definieren wir durch

ρ2(x) = 1, ρ2(y) = −1;

das ist gerade die Signum-Funktion, wenn wir dieg ∈ D3 als Permutationen
der Eckpunkte eines Dreiecks auffassen. Schließlich definieren wir alsρ3 die 2-
dimensionale Darstellung aus§5, Beispiel 1. Das sind alle irreduziblen Darstel-
lungen - bis auf Isomorphie genau; die Werte ihrer Charaktereχi notieren wir in
der folgenden Charaktertafel:

(1) (2) (3)
e x y

χ1 1 1 1
χ2 1 1 -1
χ3 2 -1 0

Wir haben aus jeder Konjugationsklasse einen Repräsentanten angegeben, in Klam-
mern die Elementzahl der Konjugationsklasse darüber notiert, und mitχ1 den tri-
vialen Charakter bezeichnet. Dementsprechend stehen in der ersten Zeile nur Ein-
sen, in der ersten Spalte mitχi(e) = di die Dimensionen der Darstellungen. Aus
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der Tafel liest man natürlich sofort die Orthogonalitätsrelationen der Charaktere
ab. Die entsprechende Tafel fürD4 gebe ich ohne Kommentar an:

(1) (1) (2) (2) (2)
e x2 x y yx

χ1 1 1 1 1 1
χ2 1 1 1 -1 -1
χ3 1 1 -1 1 -1
χ4 1 1 -1 -1 1
χ5 2 -2 0 0 0

Der Leser sollte sie aus den Informationen überDn leicht begründen können.

Als letztes Beispiel betrachte ich die TetraedergruppeT. Sie wird von den Tran-
formationenx, y1, y2, y3 aus§2 erzeugt; ich gebe nochmal die Matrizen einer Dar-
stellung an und die Wirkung auf die 4 Eckpunkte:

x =

0 0 1
1 0 0
0 1 0

 =
(
1 2 3 4
1 3 4 2

)

y1 =

1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 =
(
1 2 3 4
2 1 4 3

)

y2 =

−1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 =
(
1 2 3 4
3 4 1 2

)

y3 =

−1 0 0
0 −1 0
0 0 1

 =
(
1 2 3 4
4 3 2 1

)
Die Gleichheitszeichen bedeuten natürlich, daß diese Elemente unter dem fragli-
chen Isomorphismus sich entsprechen; für Permutationen habe ich die ausführli-
che Darstellung (

1 2 . . . n
σ1 σ2 . . . σn

)
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benutzt. Es gibt genau 4 Konjugationsklassen, repräsentiert durche, x, x2, y = y1,
von der Länge 1,4,4,3. Dementsprechend gibt es 4 irreduzible Chraktere; die ein-
zige Lösung von

d2
1 + d2

2 + d2
3 + d2

4 = 12 ,d1 = 1,

ist

12 + 12 + 12 + 32 = 12.

Die Elementee, y1, y2, y3 bilden einen NormalteilerV Ordnung 4, isomorph zu
C2 × C2, undT/V � C3. Jeder 1-dimensionale Charakter vonC3, etwaχ, liefert
zusammen mitπ : T → T/V einen 1-dimensionalen Charakterχ vonT:

T
π
−→ T/V

χ
−→ C∗,

χ = χ ◦ π. Damit hat man die 3 1-dimensionalen Darstellungen vonT gefunden;
die 3-dimensionale Darstellung ist dann die durch die obigen Matrizen beschrie-
bene, deren Spur dann den noch fehlenden Charakter liefert. Insgesamt ergibt sich
mit den Ergebnissen überC3 aus dem Anfang der Paragraphen die folgende Cha-
raktertafel:

(1) (4) (4) (3)
e x x2 y

χ1 1 1 1 1
χ2 1 ζ ζ2 1
χ3 1 ζ2 ζ 1
χ4 3 0 0 -1

Es ist eine hübsche Übung, aufgrund dieser Charaktertafel die Gruppe zu identifi-
zieren.

Abschließend in diesem Paragraphen machen wir noch eine Bemerkung zu den
Darstellungen der Ikosaedergruppe. Wir kennen die triviale Darstellung und die
“tautologische“ Darstellung als Untergruppe derSO(3); die Dimensionen sind 1
und 3. Nach Satz 6.7. (3) und (4) hat man für die übrigen Darstellungen

60= 1+ 32 + d2
3 + d2

4 + d2
5;
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die einzigen Lösungen sind 3,4 und 5. Es gibt also noch 3 weitere irreduzible
Darstellungen in diesen Dimensionen. Ich gebe sie hier nicht mehr an - siehe
[Artin].

§8 Kompakte Gruppen

1.) Wir übertragen eine Reihe wesentlicher Ergebnisse der vorigen Abschnitte
auf gewisse unendliche Gruppen, und zwar kompakte Untergruppen von Gl(n,C)
oder Gl(n,R). Der Fall endlicher Gruppen ist natürlich hierin enthalten: er dient
uns als Modell.

Hauptwerkzeug war bisher die Mittelbildung über die endliche GruppeG, die wir
zur KonstruktionG-äquivarianter Objekte verwandt haben. Wir brauchen einen
Ersatz hierfür. Ohne Beweis benutze ich

Satz 8.1Es seiC0(G) der Vektorraum der stetigen komplexwertigen Funktionen
auf der kompakten Gruppe G. Es existiert genau eine stetige Linearform

I : C0(G)→ C

mit folgenden Eigenschaften:

(1) I(1) = 1.
(2) Bezeichnet fa, für f ∈ C0(G) und a∈ G, die Funktion

fa(x)
de f
= f (ax),

so ist immer

I ( fa) = I ( f ).

Darüberhinaus gilt mit f∗(x) = f (x−1) und fa(x) = f (xa) :

3) I( f a) = I ( f ) = I ( f ∗).

Erläuterungen (1) Die Stetigkeit vonI bezieht sich auf gleichmäßige Konver-
genz: istf j → f eine gleichmäßig konvergente Folge, so giltI ( f j)→ I ( f ).

(2) I (1) definiert das Volumen vonG: er wird also auf 1 normiert.

(3) I heißt invariante Integration aufG; i.a. schreibt man
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I ( f ) =
∫

G
f (x) dµ(x)

und nennt dµ ein invariantes oder Haarsches Maß.

(4) Der Satz ist (sinngemäß) auch für sogenannte lokal-kompakte Gruppen richtig:
hier trifft man sogar den einfachsten und wichtigsten Spezialfall:G = R,+, dµ =
dx, also

I ( f ) =
∫ ∞

−∞

f (x) dx;

C0(G) muß dabei als Vektorraum der stetigen Funktionen mit kompaktem Träger
gewählt werden. Eigenschaft (3) des Maßes ist dann nicht mehr garantiert, und die
Stetigkeit muß etwas anders definiert werden, ebenso die Normierungsbedingung
(1).

Beispiel 1.Eine endliche Gruppe (der OrdnungN) ist (bezüglich der diskreten
Topologie) kompakt. Als Maß verwenden wir das “Zählmaß“, dividiert durchN.
Jede Funktionf vonG nachC ist stetig, und

I ( f ) =
∫

G
f (x) dx =

1
N

∑
x∈G

f (x),

d.h. I ( f ) ist der Mittelwert vonf überG. Diese Bildung hatten wir in den vorigen
Paragraphen benutzt.

Beispiel 2.Es seiG = S1 = U(1), also

S1 = {z : z= eiϑ : 0 ≤ ϑ ≤ 2π}.

Für eine stetige Funktionf aufS1 definieren wir

f̃ (ϑ) = f (eiϑ).

Dann ist f̃ (ϑ) eine stetige Funktion auf dem Intervall [0,2π], die wir periodisch zu
einer stetigen 2π-periodischen Funktioñf aufR fortsetzen können. Wir definieren

I ( f ) =
∫

S1
f (x) dx =

1
2π

∫ 2π

0
f̃ (ϑ) dϑ.
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Der Koeffizient 1/2π sorgt für die Normierung des Maßes (Bedingung 1).I ist
stetig und linear, wie in der Integralrechnung gezeigt wird. Schließlich gilt auch
Regel 2 des Satzes: es seiy = eiα fest, dann ist

I ( fy) =
∫

S1
f (yx) dx =

∫
S1

f (ei(α+ϑ)) dx

=
1
2π

∫ 2π

0
f̃ (α + ϑ) dϑ

=
1
2π

∫ α+2π

α

f̃ (ϑ̃) dϑ̃ (Substitution!)

=
1
2π

∫ 2π

0
f̃ (ϑ) dϑ (Periodizität)

= I ( f ).

Beispiel 3 SU(2) ist kompakt (homeomorph zuS3 ⊂ R4) und besitzt also ein
invariantes Maß. Wir brauchen keine explizite Formel, sondern nur die Existenz!

2.)

Definition 8.1. Eine Darstellung einer kompakten Gruppe G auf dem endlich-
dimensionalen Vektorraum V ist einstetigerHomomorphismus

ρ : G→ Gl(V).

ρ heißt irreduzibel, wenn 0 und V die einzigen invarianten Unterräume sind; sonst
heißtρ reduzibel.

Nun können wir den größten Teil der bisherigen Resultate auf stetige Darstellun-
gen kompakter Gruppen übertragen. Dazu zeigen wir zunächst

Hilfssatz 1.Durch

(x, y) =
∫

G
〈gx,gy〉dg, x, y ∈ V

wird ein G-invariantes Skalarprodukt auf V erklärt.
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Dabei warρ : G → Gl(V) eine (stetige!) Darstellung, und dg bezeichnet das
Haarsche Maß aufG. Stattρ(g)(x) haben wirgx geschrieben.

Der Beweis ist mit dem Beweis von§4, Hs 1, identisch. Wir können damit auch
die Folgerungen aus diesem Hilfssatz in unsere Situation übernehmen.

Satz 8.2Es sei G eine kompakte Gruppe.
(1) Jede (stetige) Matrixdarstellung von G ist konjugiert zu einer unitären Dar-
stellung.
(2) Jede kompakte Untergruppe G⊂ Gl(n,C) ist zu einer (kompakten) Untergrup-
pe G0 von U(n) konjugiert.
(3) Alle Elemente einer kompakten Untergruppe sind diagonalisierbar.

Als Folgerung haben wir den Zerlegungssatz

Satz 8.3Jede (stetige endlichdimensionale) Darstellung einer kompakten Gruppe
G ist direkte Summe irreduzibler Darstellungen.

Charaktere werden wie früher definiert als

χρ = Spurρ, ρ eine Darstellung,

es sind stetige Klassenfunktionen, die der Gleichung

χρ⊕ρ′ = χρ + χρ′

genügen. Istρ irreduzibel, so heißtχρ irreduzibel.

Das Schursche Lemma (Satz 6.3) hatten wir gleich für beliebige Gruppen bewie-
sen. Wir führen nun noch das richtige Skalarprodukt ein:

Definition 8.2. Für stetige Funktionenϕ undψ auf G sei

〈ϕ, ψ〉 =

∫
G
ϕ(x)ψ(x) dx.

(Dabei ist dx das Haarsche Maß von G).
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Jetzt folgt wie in§6 der fundamentale

Satz 8.4(1) Die irreduziblen Charaktere sind ein Orthonormalsystem im Raum
der Klassenfunktionen.

(2) Ein Charakterχ ist genau dann irreduzibel, wenn< χ, χ >= 1 ist.

(3) Zwei Darstellungenρ undρ′ sind genau dann isomorph, wenn ihre Charaktere
gleich sind.

(4) Ist G abelsch, so ist jede irreduzible Darstellung 1-dimensional.

Wir hatten für (4) einen Beweis gegeben - siehe Satz 7.1.

Nicht übertragen können wir die Teile von Satz 6.7, die Anzahlaussagen machen;
in der Tat gibt es i.a. unendlich viele Konjugationsklassen und irreduzible Charak-
tere. Um hier Genaueres zu erfahren, müßten wir wieder die reguläre Darstellung
von G definieren, die aber notwendig unendliche Dimension hat. Dazu verweise
ich auf die Literatur.

§9 Darstellungen von Drehgruppen

1.) Es seiU(1) = S1 = {z ∈ C : |z| = 1}. Alle irreduziblen Charaktere sind
1-dimensional; da irreduzible Darstellungen konjugiert zu unitären sind, müssen
sie wegen der Kommutativität vonC∗ = Gl(1,C) selbst unitär sein, also sind die
irreduziblen Charaktere einfach die (stetigen!) Homomorphismen

χ : U(1)→ U(1).

Einige solche kennen wir:χk(z) = zk, für k ∈ Z.

Satz 9.1Die irreduziblen Charktere von U(1) = S1 sind die obigen Homomor-
phismen

χk(z) = zk, k = 0,±1, . . .

Folgerung.Die Charaktergruppe von S1 ist isomorph zuZ.
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Denn, bei der üblichen Multiplikation von Charakteren:

(χk · χl)(z) = χk(z) χl(z)

ist natürlich

χk · χl = χk+l ,

und durchχk 7→ k ist ein Isomorphismus definiert. Anders als bei endlichen abel-
schen Gruppen ist also die Charaktergruppe nicht isomorph zur Ausgangsgruppe.
Die weitere Untersuchung dieser Zusammenhänge führt auf die Pontrjaginsche
Dualitätstheorie

Beweisvon Satz 9.1. Wir zeigen eine Reihe von Hilfssätzen:

Hilfssatz 1.Jeder stetige Homomorphismus vonR,+ in sich ist von der Gestalt

f (t) = at , a ∈ R fest.

Beweis.Es seia = f (1). Ist n ∈ N, so ist

f (n) = f (1+ · · · + 1) = n · f (1) = na;

für −n ∈ N gilt ebenfalls

f (n) = − f (−n) = −(−n)a = na,

und natürlich ist

f (0) = 0.

Damit gilt f (t) = a · t für alle t ∈ Z. Ist s= r/t rational, so folgt

t f (s) = f (ts) = f (r) = ra,

also

f (s) =
r
t
· a = sa.

Ist schließlicht ∈ R beliebig, so existiert eine Folget j ∈ R mit t j → t, und man
hat wegen der Stetigkeit
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f (t) = lim
j→∞

f (t j) = a lim
j→∞

t j = at.

Hilfssatz 2.Jeder stetige Homomorphismus

ϕ : R,+→ S1 = {z : |z| = 1} ⊂ C

hat die Gestalt

ϕ(t) = eiαt , α ∈ R.

Beweis.Es seiε : R→ S1 durch

ε(t) = eit

gegeben. Wir haben dann das Diagramm

R R
ε ↘ ↙ ϕ

S1

zu untersuchen. Nun kann man genau eine stetige Abbildungϕ : R → R mit
ε ◦ ϕ = ϕ undϕ(0) = 0 finden, die also zu einem kommutativen Diagramm

R
ϕ
←− R

ε ↘ ↙ ϕ
S1

führt. Konstruktion vonϕ: Wir setzenϕ(0) = 0 und definieren

I = {t ≥ 0 : ϕ : [0, t] → R ist stetig, ϕ(0) = 0, εϕ = ϕ},

als die Menge der positivent, für dieϕ mit den gewünschten Eigenschaften schon
definiert ist. Es ist also 0∈ I ; wir zeigen

s= supI = +∞.

Nehmen wir an, es seis ∈ R. Dann istz= ϕ(s) ∈ S1. Um z= eiα wählen wir einen
KreisbogenV = {eiτ : τ − δ < α < τ + δ}, der so klein ist, daß
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ε−1(V) =
⋃
k∈Z

Uδ(α + k · 2π)

gilt, wobei die IntervalleUk = Uδ(α+ k · 2π) mit Mittelpunktα+ k · 2π paarweise
disjunkt sind und durchε umkehrbar stetig auf den KreisbogenV abgebildet wer-
den.W sei ein so kleines offenes Intervall ums, daßϕ(W) ⊂ V gilt. In W∩ I gibt
es einen Punktt, mit 0 ≤ t ≤ s.

Es sei etwaϕ(t) = Uk, εk = ε |Uk undε−1
k die Umkehrung vonεk. Dann ist fürt′ ≤ t

mit t′ ∈W sicherϕ(t′) = ε−1
k ◦ ϕ(t′). Die rechte Seite ist aber auf ganzW definiert

und stellt eine stetige Fortsetzung vonϕ übers hinaus dar: das widerspricht der
Definition vons. – Entsprechend behandelt man diet ≤ 0 und erkennt, daßϕ auf
ganzR mit den gewünschten Eigenschaften existiert.

Die Konstruktion funktioniert für jedes stetigeϕ. Ist nunϕ sogar homomorph, so
hat man fürt, s ∈ R

ε (ϕ(s+ t) − ϕ(s) − ϕ(t)) =
ε(ϕ(s+ t))

ε(ϕ(s))ε(ϕ(t))
,

=
ϕ(s+ t)
ϕ(s)ϕ(t)

= 1,

also gibt es eine ganze, vons, t abhängige Zahlk(s, t) mit

ϕ(s+ t) = ϕ(s) + ϕ(t) + k(s, t) · 2π.

Die Funktionk ist aufR stetig, ganzzahlig, also konstant. Fürs = t = 0 ist sie 0,
also überhaupt.

Ende des Beweises. Es seiχ : S1 → S1 ein Charakter. Mitε(t) = exp 2πit ist
dannχ ◦ ε ein stetiger Homomorphismus vonR nachS1, also

χ ◦ ε(t) = e2πiαt , für α ∈ R.

Damit gilt

χ(e2πit) = e2πiαt;

für t = 1 insbesondere
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1 = χ(1) = e2πiα.

Daraus folgtα = k ∈ Z, somit

χ(z) = χ(e2πit) = e2πit·k = zk.

2.) Es sei nunG = SU(2). Wir suchen die irreduziblen Darstellungen. Dazu
führen wir die folgenden Vektorräume ein:

Vn = { f ∈ C[u, v] : f homogen vom Gradn}.

Ein Elementf ∈ Vn sieht also so aus:

f = f (u, v) = x0u
n + x1u

n−1v+ . . . + xn−1uvn−1 + xnv
n,

wobei diexi komplexe Zahlen sind.Vn ist (mit der Addition von Polynomen und
Multiplikation mit komplexen Zahlen) einn+1-dimensionalerC- Vektorraum, in
dem die Polynome

un,un−1v, . . . ,uvn−1, vn

offenbar eine Basis bilden:V0 = C.Wir definieren eine Darstellungρn von Gl(n,C)
aufVn durch die Formeln:

P =

(
a b
c d

)
∈ Gl(n,C)

(u′v′) = (u v) · P

f = f (u, v) = x0u
n + · · · + xnv

n

(ρnP) f = x0u
′n + · · · + xnv

′n,

also

(ρnP)uivj = u′iv′ j , i + j = n.

Für n = 0 istρ0 die triviale Darstellung von Gl(n,C) auf V0 = C. Für n = 1 istρ1

die Standarddarstellung auf demC2 :

Wir wählenA = {u, v} als Basis vonV1 und sehen, daß die zuρ1 gehörige Ma-
trixdarstellungR1,P durch
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R1,P = Aρ1(P);A,A = P

gegeben wird. Fürn = 2 erhält man entsprechend bezüglich der BasisA =
{u2,uv, v2} :

R2,P =

 a2 ab b2

2ac ad+ bc 2bd
c2 cd d2

 ;

in den Spalten stehen die Koordinatenvektoren vonu′2,u′v′, v′2 bezüglichA.

Nun ist SU(2) eine Untergruppe von Gl(n,C); die Einschränkungen vonρn auf
SU(2) mögen auch mitρn bezeichnet werden.

Satz 9.2Die ρn, n = 0,1,2, . . . sind die irreduziblen Darstellungen von G=
SU(2).

a) Zum Beweis brauchen wir zunächst

Hilfssatz 3.Die ρn sind irreduzibel.

Beweis.Es sei

T � U(1)

die Untergruppe der Diagonalmatrizen inSU(2), also

T =

{(
λ 0
0 λ

)
: |λ| = 1

}
.

Die Einschränkung vonρn auf T ist eine Darstellung vonT, die vollständig in 1-
dimensionale irreduzible Darstellungen zerfällt. Wir werden in Hilfssatz 5 zeigen,
daß diese irreduziblen Komponenten paarweise nicht-isomorph sind; es ist

Vn =W0 ⊕ · · · ⊕Wn,

Wi = C · un−ivi , i = 0, . . . ,w,

die irreduzible Zerlegung vonρn (eingeschränkt aufT). Nach Folgerung 1 zum
Schurschen Lemma ist dann jederT-invariante Unterraum vonVn eine direkte
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Summe einiger oder allerWi . Das gilt erst recht für jedenSU(2)−invarianten Un-
terraum. Es sei alsoW ein solcher Unterraum, 0. W enthält dann ein Monom
un−ivi . Ist dann

P =

(
a b
−b a

)
eine unitäre Matrix mitab, 0, so ist

P(un−ivi) = (au− bv)n−i(bu+ av)i

= an−ibiun + . . . ;

damit mußW also auchun enthalten. Weiter ist

Pun = (au− bv)n

=

n∑
k=0

(
n
k

)
ak(b)n−kukvn−k;

da sämtliche auftretende Koeffizienten, 0 sind, mußW alle Monomeukvn−k ent-
halten, d.h.W = Vn.

b) Wir betrachten weiter die GruppeT. Jede Konjugiertenklasse vonSU(2) schnei-
detT in den beiden Matrizen

(
λ

λ

)
,

(
λ

λ

)
,

die nur fürλ = ±1 übereinstimmen.

Damit haben wir

Hilfssatz 4.1) Jede Klassenfunktionφ auf SU(2) ist durch ihre Einschränkung auf
T eindeutig festgelegt.

2) Faßt manϕ als Funktion vonλ auf, so muß die Funktionsgleichung

ϕ(λ) = ϕ(λ)
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bzw., mitλ = eiϑ undϕ als Funktion vonϑ,

ϕ(ϑ) = ϕ(−ϑ)

erfüllt sein.

c) Jetzt berechnen wir die Charaktereχn der ρn. Da es Klassenfunktionen sind,
brauchen wir nur ihre Einschränkungen aufT zu kennen, und das ist jeweils der
Charakter der Einschränkung vonρn aufT. Ist nunP = diag(λ, λ) ∈ T, so ist

Pukvl = λk−lukvl;

dabei haben wiλ = λ−1 ausgenutzt.P wirkt also als Diagonalmatrix aufVn mit
den Eigenwerten

λn, λn−2, . . . , λ−n

und der Spur

χn(λ) =
n/2∑

k=−n/2

λ2k =

n/2∑
k=−n/2

e2ikϑ.

Also

χ0(ϑ) = 1

χ1(ϑ) = eiϑ + e−iϑ = 2 cosϑ

χ2(ϑ) = e2iϑ + 1+ e−2iϑ = 1+ 2 cos 2ϑ,

usw.

Wir notieren insbesondere

Hilfssatz 5.Die irreduziblen Komponenten vonρn|T aus Hilfssatz 3 sind paarwei-
se nichtisomorph.

Damit ist Hilfssatz 3 vollständig bewiesen.

d) Jetzt seiχ ein beliebiger irreduzibler Charakter vonSU(2). Wir weisen nach,
daßχ mit einemχn übereinstimmt. Wie im Beweis von Hilfssatz 2 schränken wir
die Darstellungρ, zu derχ gehört, aufT ein; dort zerfällt sie in eine Summe von
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Exponentialfunktioneneinϑ, weil das ja die irreduziblen Charaktere vonU(1) sind;
damit istχ|T eine Summe von Exponentialfunktionen, die zusätzlich gerade sein
muß:χ(ϑ) = χ(−ϑ). Somit kommen in dieser Summe die Termeeinϑ unde−inϑ mit
denselben Koeffizienten vor, und damit kann sie als Linearkombination derχn mit
rationalen Koeffizienten dargestellt werden:

χ =

t∑
j=0

r jχ j .

Da diese Gleichung aufT gilt, gilt sie nach Hilfssatz 4 auf ganzSU(2). Die Funk-
tionenχ, χ0, χ1, . . . , χt sind also linear abhängig, bilden andererseits ein Orthonor-
malsystem. Das ist nur möglich, wennχ eins derχ j, 0 ≤ j ≤ t, ist.

Damit ist der Satz bewiesen.

3.) Wir untersuchen als nächstes die GruppeSO(3). Dazu betrachten wir die
Konjugationsklassen vonSU(2), die bei der Identifikation

SU(2) = S3

gerade die Breitenkreise derS3 sind, also 2-Spären (oder 2 einzelne Punkte). Ins-
besondere ist der Äquator derS3 eine solche Konjugationsklasse; er besteht (als
Teilmenge vonSU(2)) aus den Matrizen der Gestalt

M =

(
x y
−y x

)
, |x|2 + |y|2 = 1, x+ x = 0.

Führen wir Real- und Imaginärteile der Koeffizienten ein, so können wir

M =

(
ix2 y1 + iy2

−y1 + iy2 −ix2

)
,

mit

x2
2 + y2

1 + y2
2 = 1,

schreiben. Auf dem ÄquatorS2 = {M} operiertSU(2) also durch Konjugation:

M 7−→ P−1MP

mit M ∈ S2, P ∈ SU(2). Wir betrachten allgemeiner den reellen VektorraumH
der “schiefhermitischen“ Matrizen mit Spur 0.
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M =

(
ix2 y1 + iy2

−y1 + iy2 −ix2

)
, x2, y1, y2 ∈ R;

er hat die Dimension 3. AufH operiertSU(2) ebenfalls durch Konjugation. In der
Tat: M ist genau dann schiefhermitisch, wenntM = −M ist. Dann ist für unitäres
P

t(P−1MP) = t(P
−1

MP)

= tPtMtP
−1

= P−1(−M)P

= −P−1MP.

und die Spur hat sich nicht geändert.

Darüberhinaus ist die Operation linear:

P−1(M1 + M2)P = P−1M1P+ P−1M2P

P−1λMP = λP−1MP, λ ∈ R.

Also haben wir den

Hilfssatz 6. Durchσ(P)(M) = P−1MP wird eine 3-dimensionale reelle Darstel-
lung von SU(2) definiert.

Da ferner für jedesP der Isomorphismusσ(P) die S2 in sich überführt, istσ(P)
eine Isometrie des RaumesH (bezüglich der euklidischen Norm|| · || 2 = x2

2 +

y2
1 + y2

2). In einer zugehörigen ONB, die ich gleich explizit angebe, ist damitσ(P)
durch eine orthogonale (reelle!) 3× 3-Matrix gegeben. Wir wählen als Basis die
den Basisvekoren (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) entsprechenden Matrizen(

i 0
0 −i

)
,

(
0 1
−1 0

)
,

(
0 i
i 0

)
.

Also:

Hilfssatz 7.σ “ist“ ein Homomorphismus von SU(2) nach O(3).

“ist“: bedeutet: “definiert in der obigen Basis.“
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Es sei wiederT ⊂ SU(2) die Untergruppe der Diagonalmatrizen. Wir berechnen
für P = diag(λ λ) ∈ T :

P−1

(
i 0
0 −i

)
P =

(
i 0
0 −i

)
P−1

(
0 1
−1 0

)
P =

 0 λ
2

−λ2 0


P−1

(
0 i
i 0

)
P =

 0 iλ
2

iλ2 0

 .
Das bedeutet, mitλ = eiϑ, für σ(P) :

σ(P)

10
0

 =
10
0

 , σ(P)

01
0

 =
 0

cos 2ϑ
− sin 2ϑ


σ(P)

00
1

 =
 0
sin 2ϑ
cos 2ϑ

 .
Also: das Bild vonSU(2) unterσ enthält die Isotropiegruppe von (1,0,0) in S2,
die ja aus den Matrizen der Gestalt1 0 0

0 cosϑ sinϑ
0 − sinϑ cosϑ


besteht. Da fernerSU(2) transitiv aufS2 operiert -S2 ist ja eine Konjugationsklas-
se vonSU(2) - , folgt

Hilfssatz 8σ : SU(2)→ SO(3) ist surjektiv.

Daß wirklich SO(3) als Bild sich ergibt, nicht etwaO(3), ist klar: die Funktion
det◦σ ist aufSU(2) stetig, ganzzahlig und im PunkteE, der Einheitsmatrix, gleich
1.

Hilfssatz 9Kern σ = {±E}.

Zum Beweis werte man einfach die Bedingungenσ(P) = id aus: es muß für ein
solchesP gelten:
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(
i 0
0 −i

) (
a b
−b a

)
=

(
a b
−b a

) (
i 0
0 −i

)
;

daraus folgt sofortb = 0, alsoa = λ = eiϑ. Ferner muß(
0 1
−1 0

) (
λ 0
0 λ

)
=

(
λ 0
0 λ

) (
0 1
−1 0

)
sein, worausλ = λ folgt. Wegen|λ| = 1 ist dannλ = ±1, alsoP = ±E.

Insgesamt

Satz 9.3σ : SU(2)→ SO(3) ist ein surjektiver Homomorphismus mit Kern Z=
{±E}; darüberhinaus ist der Kern Z abgeschlossen, undσ ist stetig.

SU(2) ist also (in der Sprache der Topologie) eine 2-blättrige unverzweigte Über-
lagerung vonSO(3).

Nach dem Homomorphiesatz der Gruppentheorie folgt jetzt leicht

Satz 9.41) Die Darstellungen von SU(2), die auf Z trivial sind, sind von der
Gestaltρ = ρ ◦ σ, wobeiρ eine beliebige Darstellung von SO(3) ist. ρ ist durchρ
eindeutig bestimmt.

2) ρ ist genau dann irreduzibel, wennρ es ist.

Zum Beweis müssen wir uns nur klarmachen, daßρ genau dann stetig ist, wennρ
es ist. Das folgt aus der Stetigkeit und Abgeschlossenheit des Homomorphismus
σ, die sich wiederum aus der Konstruktion vonσ ergeben.

Damit kennen wir die irreduziblen Darstellungen vonSO(3) : sie sind gegeben
durch dieρ j aus Satz 9.2 mitgeradem j, denn genau für diese istρ j(−E) = id.
Wir bezeichnen sie mitρ j .

4.) Als letztes in diesem Paragraphen erweitern wir noch die Theorie in einem
Punkt: wir wollen Produkte von Darstellungen einführen.

Definition 9.1. Es seien V und W n- bzw. m- dimensionale K-Vektorräume,A =

{a1, . . . ,an}, B = {b1, . . . ,bm} Basen von V bzw. W. Der von der Produktmenge
A×B erzeugte n·m-dimensionale Vektorraum heißt Tensorprodukt von V und W
und wird mit V⊗W bezeichnet.
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Der GrundkörperK darf beliebig sein. Durch

τ(ai ,bj)
def
= (ai ,bj) ∈ V ⊗W

wird eine bilineare Abbildung vonV × W nachV ⊗ W definiert; Schreibweise:
τ(x, y) = x⊗ y. Es gilt also(∑

αiai

)
⊗

(∑
β jbj

)
=

∑
i, j

αiβ jai ⊗ bj .

Jede bilineare Abbildung

ϕ : V ×W→ Z

in irgendeinenK-VektorraumZ faktorisiert sich eindeutig über das kommutative
Diagramm

V ×W
ϕ
−→ Z

τ ↓ ↗ ϕ
V ⊗W

mit einer linearen Abbildungϕ. Insbesondere hängtV ⊗W “bis auf kanonische
Isomorphie genau” nicht von den gewählten Basen ab.

Sind insbesonderef : V → V undg : W→W Endomorphismen, so definiert

(x, y) 7−→ f (x) ⊗ g(y)

eine bilineare Abbildung vonV×W in V⊗W, die sich über eine lineare Abbildung,
genanntf ⊗ g, vonV ⊗W→ V ⊗W faktorisiert.

Definition 9.2. f ⊗ g heißt Tensorprodukt der Endomorphismen f und g.

Es ist leicht, aus den Matrizen fürf undg bezüglich gewählter Basen die Matrix
des Tensorproduktes auszurechnen: Es sei

A = Af ;A,A = (αi j )

B = Ag;B,B = (βkl)

C = Af⊗g;C,C = (γkl;i j ),

mit C = A× B;
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dann ist

( f ⊗ g)(ai ⊗ bj) = f (ai) ⊗ g(bj)

=
∑

αki · ak ⊗
∑

βl j bl

=
∑
k,l

αkiβl j ak ⊗ bl ,

alsoγkl;i j = αkiβl j .

Übersichtlich läßt sichC als Matrix von Matrizen schreiben:

C =


α11B α12B . . . α1nB
...

αn1B αn2B . . . αnnB

 ∈ Knm×nm.

Definition 9.3. Die oben eingeführte Matrix heißt Kronecker-Produkt von A und
B, in Zeichen:

A⊗ B.

Damit hat man

Af⊗g;C,C = Af ;A,A ⊗Ag;B,B.

Schließlich notieren wir den einfachen

Hilfssatz 10.Die Spur von f⊗ g ist das Produkt der Spuren von f und von g.

5.) Kehren wir nun zu Darstellungen zurück!

Definition 9.4. Es seienρ1 undρ2 Darstellungen von G auf Vektorräumen V1 bzw.
V2. Durch

ρ1 ⊗ ρ2(g) = ρ1(g) ⊗ ρ2(g)

wird eine Darstellung auf V1 ⊗ V2 gegeben: das Tensorprodukt vonρ1 undρ2.
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Aus Hilfssatz 10 folgt nun

Satz 9.5Der Charakterχρ1⊗ρ2 ist das Produkt der Charaktere vonρ1 bez.ρ2:

χρ1⊗ρ2 = χρ1 · χρ2.

(Alle diese Sätze und Definitionen gelten für stetige Darstellungen komplexer
Gruppen, insbesondere also im Falle endlicher Gruppen).

Das Produkt irreduzibler Charaktere ist im allgemeinen nicht irreduzibel. Wir stu-
dieren die Situation am Beipsiel der GruppeSU(2). Die irreduziblen Darstellun-
gen waren in Satz 9.2 aufgezählt worden: fürn = 0,1,2, . . . gibt es bis auf Isomor-
phie genau eine solche Darstellungρn der Dimensionn + 1; für ihren Charakter
χn gilt auf der UntergruppeT der Diagonalmatrizen

T = {diag(λ, λ) : |λ| = 1}

die Formel:χn(λ) ist eine Summe von Potenzen vonλ, deren Summanden die
Zeilen des folgenden Dreieckschemas sind:

0 1
1 λ1 λ−1

2 λ2 1 λ−2

3 λ3 λ1 λ−1 λ−3

4 λ4 λ2 1 λ−2 λ−4

usw. Also ist z.B.χ2(λ) = λ2+1+λ−2. Sind nunχn undχm irreduzible Charaktere,
so gilt aufT

χn(λ)χm(λ) = (λ+n + . . . + λ−n)(λm+ . . . + λ−m)

= χn+m(λ) + χn+m−2(λ) + · · · + χ|n−m|(λ),

wie man unmittelbar nachrechnet. Da wir es mit Klassenfunktionen zu tun haben,
gilt dieselbe Beziehung

χnχm = χn+m+ χn+m−2 + . . . + χ|n−m|

auf ganzSU(2), und wir haben

Satz 9.6(Clebsch/Gordan-Formel). Für das Tensorprodukt der irreduziblen Dar-
stellungenρn von SU(2) gilt die Zerlegung in irreduzible Summanden
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ρn ⊗ ρm = ρn+m⊕ ρn+m−2 ⊕ . . . ⊕ ρ|n−m|.

§10 Quantenmechanik und Gruppendarstellungen

1.) Ich beginne mit einer mathematisch besonders einfachen, physikalisch aber
besonders wichtigen Situation.

Es sei ein System ausn identischen (d.h. ununterscheidbaren) Teilchen gegeben.
Es kann sich um Photonen, Elektronen, Mesonen,α-Teilchen und dergleichen
handeln. Der Zustand des Systems wird durch eineC-wertige Funktion der Koor-
dinatenx1, . . . , xn beschrieben:

ψ(x1, . . . , xn);

es stehtxi für die Koordinaten des i-ten Teilchens. Dabei definieren zwei Funk-
tionen denselben Zustand, wenn sie sich nur um einen Skalarλ vom Betrag 1
unterscheiden. - Bei einer Permutationσ der Teilchen ändert sich der Zustand
also nicht, undψ multipliziert sich nur mit einem Faktorλ(σ) :

ψ(xσ(1), . . . , xσ(n)) = λ(σ)ψ(x1, . . . , xn).

Offenbar mußλ(σ1σ2) = λ(σ1)λ(σ2) sein, d.h.λ : Sn→ S1 ist eine 1-dimensionale
Darstellung der symmetrischen Gruppe. Wir wissen aus den Übungen, daß es nur
zwei solche Darstellungen gibt:

λ(σ) = 1 für alleσ oderλ(σ) = signσ.

Beide Möglichkeiten werden in der Natur realisiert. Teilchen mitλ(σ) = 1 für
alle σ heißen Bosonen, mitλ(σ) = signσ Fermionen; der erste Fall ist durch
Photonen,α-Teilchen u.a. realisiert, der zweite Fall durch Elektronen, Protonen
u.a.
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Die Quantenmechanik zeigt, daß die Unterscheidung grundlegend für unser Ver-
ständnis des Aufbaus der Materie ist. Die Untersuchung hängt mit Spin-Eigen-
schaften der Teilchen zusammen.

2.) Als nächstes betrachte ich rotationssymmetrische Probleme der Quantenme-
chanik. Ein solches liegt z.B. mit der Beschreibung des Wasserstoffatoms vor. Die
Zustandsfunktionψ eines Wasserstoffatoms ist eine von 0 verschiedene Lösung
der zeitunabhängigen Schrödingergleichung.

(S) Hψ = Eψ.

Dabei istH der Hamilton-Operator.

H = −a∆ −
b
r
,

∆ =
∂2

∂x2
+
∂2

∂y2
+
∂2

∂z2

r =
√

x2 + y2 + z2,

a,b > 0 physikalische Konstanten. Die Gleichung kann explizit gelöst werden,
und man erhält folgendes Ergebnis:

Verlangt man, daßψ quadratintegrierbar ist, so gibt es eine FolgeEn negativer
Zahlen

E1 < E2 < E3 < · · · < 0,

lim En = 0,

für die (S) von 0 verschiedene Lösungen hat. Für festesn ist der Lösungsraum
(Eigenraum)Vn genaun2-dimensional (überC). Die En sind die Energien der
Zustände;n = 1,2, . . . heißt Hauptquantenzahl des Zustandesψ ∈ Vn, dieψ ∈ Vn

werden stationäre Zustände genannt.
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Da das Problem streng rotationssymmetrisch ist, d.h.H ist invariant unter Opera-
tionen der DrehgruppeSO(3) - sogar unterO(3) -, operiertSO(3) auf allen Eigen-
räumenVn durch die Formel

(Aψ)(x, y, z) = ψ(A−1(x, y, z)),

A ∈ SO(3). Man erhält alson2-dimensionale Darstellungenρn desSO(3) auf den
VektorräumenVn; diese Darstellungen müssen in irreduzible Darstellungen zer-
fallen, und zwar wird (mit den Bezeichnungen des vorigen Paragraphen)

ρn = ρ0 ⊕ ρ2 ⊕ · · · ⊕ ρ2l ⊕ · · · ⊕ ρ2(n−1).

Die Darstellungsräume, in dieVn zerfällt, sind 2l+1-dimensional:

Vn =

n−1⊕
l=0

Vn,l .

Die Zahll, welche die irreduzible Darstellung charakterisiert, heißt Bahnquanten-
zahl (orbitale, azimuthale Quantenzahl).

In der ursprünglichen Fassung der Quantenmechanik ordne man dem Zustand
ψ eine Elektronenbahn zu; dann ist

√
l(l + 1) proportional zum Drehimpuls der

Bahn.

3.) Bei einem Mehrelektronen-Atom ist in “0-ter Näherung“ die Situation nicht
anders als beim Wasserstoffatom: man behandelt es wie mehrere unabhängige
1-Elektronen-Atome. Die Energien der stationären Zustände sind Summen von
Energien der einzelnen Komponenten, die Zustände selbst Produkte der Einzelzu-
stände. Wieder hat man HauptquantenzahlenN und BahnquantenzahlenL, die die
irreduziblen Darstellungen derSO(3) durchnumerieren. Die Energien hängen nur
von N, nicht vonL ab.

Natürlich ist das eine kümmerliche Näherung an die Realität: im Hamilton-Operator
müssen wir noch die Wechselwirkung zwischen den Elektronen berücksichtigen!
Das bedeutet Hinzunahme von Termen der Gestalt
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const ·
1

d(x, x′)

mit

d(x, x′) =
√

(x− x′)2 + (y− y′)2 + (z− z′)2;

das Problem (S) ist dann nicht mehr explizit lösbar, aber die Operation vonSO(3)
bleibt nützlich: die EigenräumeVN des Näherungsproblems zerfallen inSO(3)-
irreduzible EigenräumeVN,L; bei Berücksichtigung der Störung “spalten die Ener-
gieterme auf”, d.h. die Energien der Zustände in einem festen RaumVN,L sind
zwar alle gleich, aber sie hängen nun auch vonL ab. Die Dimensionen derVN,L

werden durch die Darstellungstheorie derSO(3) vorausgesagt!

In einem Mehrelektronensystem operieren nebenSO(3) noch weitere Gruppen
(z.B. Sn), deren Darstellungen wiederum Informationen über die Lösungen der
Schrödinger-Gleichung liefern - cf. Lehrbücher der Quantenmechanik.

4.) Übergänge zwischen verschiedenen Zuständen eines Ein- oder Mehrelektro-
nensystems führen zur Emission von Lichtquanten; die Bestimmung der Frequen-
zen und Intensitäten durch Theorie und Messung ist Aufgabe der Spektroskopie
- und eine der Wurzeln der Quantenmechanik. Aus physikalischen Gründen sind
nur solche Übergänge möglich, etwa vonVN,L nachVN′,L′ , bei denenρ2L′ ein irre-
duzibler Summand vonρ2 ⊗ ρ2L ist. Nach der Clebsch/Gordan-Formel ist aber

ρ2 ⊗ ρ2L = ρ2L+2 ⊕ ρ2L ⊕ ρ2L−2.

Damit hat man die spektroskopische Auswahlregel (für die sogenannte Dipol-
strahlung):

|L′ − L| ≤ 1.

Die Regel ist experimentell gut bestätigt, umso besser, je weniger Elektronen da
sind.
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5.) Bisher haben wir nur Darstellungen derSO(3) benötigt; die Darstellungs-
theorie vonSU(2) war nur Hilfsmittel für das Studium der othogonalen Gruppe.
In der Kenrphysik tritt aber die GruppeSU(2) direkt auf:

In einem ersten Schritt betrachten die Physiker Proton und Neutron als 2 Zustände
eines ElementarteilchensN, des Nukleon. Der ZustandsraumV vonN ist dann ein
2-dimensionaler unitärer Vektorraum, auf dem die unitäre GruppeSU(2) durch
die Standarddarstellungρ1 operiert. Ein System vonn Nukleonen hat dann einen
Zustandsraum

V ⊗ V ⊗ . . . ⊗ V︸              ︷︷              ︸
n−mal

;

SU(2) operiert durchρ1 ⊗ . . . ⊗ ρ1 hierauf. Dieses Tensorprodukt läßt sich in ir-
reduzible Darstellungen zerlegen, nach der Clebsch-Gordan-Formel ist etwa im
einfachsten Fall

ρ1 ⊗ ρ1 = ρ2 ⊕ ρ0;

für mehr Faktoren iteriert man die Formel. Hierin liegt bereits physikalische In-
formation: die Darstellungsräume der irreduziblen Komponenten sind jeweils or-
thogonal zueinander, und das bedeutet, daß Zustände aus verschiedenen Darstel-
lungsräumen nicht ineinander übergehen (“Gesetz der verbotenen Übergänge“).

Dieselbe Idee wird in einem zweiten Schritt auf 6 weitere Elementarteilchen ange-
wandt: dasΛ-Hyperon, das PaarΞ+ undΞ− sowie das TripelΣ+, Σ0, Σ−. Ähnlich
bezeichnete Teilchen werden als Quantenzustände desselben Teilchens angese-
hen: die Zustandsräume sind also 1,2 und 3-dimensional, mit Darstellungenρ0, ρ1

undρ2 derSU(2). Bei mehreren Teilchen sind die Zustandsräume wieder die Ten-
sorprodukte aus den Räumen der einzelnen Partner, die Darstellung vonSU(2)
das Tensorprodukt der Komoponenten, das wiederum nach der Clebsch/Gordan-
Formel irreduzibel zerlegt wird. Die auftretenden Indizes der Darstellungen hei-
ßen Isospin des betreffenden Zustandes: ein Zustand hat den Isospinj/2, wenn er
im Darstellungsraum vonρ j liegt. Wieder lassen sich Übergangsverbote aus dieser
Theorie ableiten.
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In einem letzten Schritt werden alle 8 oben genannten Teilchen einheitlich be-
trachtet. Das läuft mathematisch gesehen auf folgendes (lösbares) Problem hin-
aus: Suche eine irreduzible 8-dimensionale Darstellungω einer kompakten Grup-
peG, dieSU(2) als Untergruppe enthält, so daß die Beschränkung vonω aufSU(2)
zerfällt in

ω/SU(2) = ρ0 ⊕ ρ1 ⊕ ρ1 ⊕ ρ2.

Für G kann manSU(3) wählen, und auchω ist nicht schwer zu finden. Auf die
physikalische Bedeutung der Konstruktionen gehe ich nicht mehr ein, da spätes-
tens hier meine Physikkenntnisse enden.
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