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Einleitung

Behandelt werden die Theorie euklidischer und unitarer Vektorraume (teilweise
in Uberschneidung mit den letzten Kapiteln der Vorlesung des Wintersemesters),
der Spektralsatz mit seinen wichtigsten Anwendungen, die Klassifikation von En-
domorphismen und eine Einfihrung in die Darstellungstheorie. Die Vorlesung ist
Grundlage fur ein weiterfihrendes Studium der Algebra, aber auch Grundlage fur
Teile der theoretischen Physik und der Analysis.

Naturlich beansprucht die Vorlesung keine Originalitat. Ich habe mich in Begri
bildungen und Bezeichnungen mdglichst genau an allgemein tbliche Konventio-
nen gehalten, wie sie etwa im Buch von Bosch verwandt werden. Die Theorie der
Normalformen von Endomorphismen entwickle ich als Spezialfall der Struktur-
theorie von endlich erzeugten Moduln Gber Hauptidealringen. Soweit hier einige
Beweise nicht in der Literatur enthalten sind, gehen sie auf eine friihere Vorle-
sung von S. Bosch und mir zuriick. Im Kapitel Gber Darstellungstheorie folge ich
dem entsprechenden Kapitel in Artins "Algebra”, wobei sich aber eine Reihe von
Anderungen und Erganzungen in den Abschnitten tiber kompakte Gruppen als
zweckmaRig erwiesen haben. Bei den physikalischen Interpretationen der Dar-
stellungstheorie stitze ich mich auf van der Waerden, Wigner und Shafarevich,
ferner auf geduldige Erlauterungen meines Physik-Kollegen J. Kroha.

Obwohl physikalische Anwendungen Motivation fir einen grof3en Teil deBeSto
bilden, kommen sie explizit nur an zwei Stellen vor: im ersten Kapitel (Theorie
kleiner Schwingungen) und im letzten Abschnitt des dritten Kapitels (Quanten-
mechanik und Elementarteilchen). Eine ausfuihrliche Diskussion der Rolle uni-
tarer Raume in der Quantenmechanik hat bereits in der — nicht ausgearbeiteten
— Vorlesung des Wintersemesters (Lineare Algebra ) stattgefunden. Dieser erste
Teil enthielt auch elementare fur die Physik wichtige Bféghildungen wie Volu-

mina, Winkel, Vektorprodukte und dergleichen. Ebenso sind die Begen die

ich in der vorliegenden Ausarbeitung "erinnere”, im ersten Semester eingefuhrt
worden: Gruppen, Faktorgruppen, Ideale, endliche Kérper, Eigenwerte u.a.

Die Ausarbeitung ist fur die Horerinnen und Horer meiner Vorlesung bestimmt
und soll ihnen bei ihrer weiteren Arbeit helfen. Insgesamt war der in den beiden
Vorlesungen dargestellte $i@twas umfangreicher und schwieriger als sonst tb-
lich; die Ubungen haben gezeigt, dal die Anforderungen nicht zu hoch waren. Fur
das stets gezeigte Interesse und die gute Mitarbeit bedanke ich mich sehr herzlich
bei allen Teilnehmern.



Ebenso herzlich danke ich Frau Lutz fur die Erstellung des "Texoskript” und
Herrn Doberenz fiir die sorgféltige Korrektur.

Literatur

M. Artin. Algebra.Basel etc. 1993
S. Bosch.Lineare AlgebraBerlin etc. 2001

E. Brieskorn.Lineare Algebra und analytische Geometi2eBde Braunschweig
1983 u. 1985

G. Fischer.Analytische Geometri¢damburg 1978
J.P. Serre. Représentations linéaires des groupes finis. Paris 1978 und 1998

B.L. van der WaerdenGroup theory and quantum mechanidéew York etc.
1974

I.R. Shafarevich.Algebra 1.In: Encyclopedia of mathematical sciences, vol 11.
Berlin etc. 1990

E. Wigner Group theory and its applications to the quantum mechanics of atomic
spectra.New York etc. 1959



1 Der Spektralsatz

81 Skalarprodukte und Sesquilinearformen

1.) SeiK immer einer der beiden Korp& oderC (reelle bzw. komplexe Zah-
len); flrz € C ist z die konjugiert komplexe Zahl zaund |z der Absolutbetrag.
Wir notieren die

Regeln:(1) z= x+ 1y, dannz= x—iy fir X,y € R.
(212 = Vz= ¥ +y? = 2.

(3) |4 = 0 genau fiz = 0.

(4) lzw = [ZIw.

B)lz+wW <|Z + w.

Eine Zahlzist reell genau dann, werm= Zzist. Alle auftretenden Vektorraume
sind (nicht notwendig endlichdimensionale)Vektorraume. Die folgenden Defi-
nitionen sind aus dem vergangenem Semester bekannt: ich wiederhole sie hier.

Definition 1.1. Eine Bilinearform ist eine Abbildung
s:VxV —-K,

(V einK-Vektorraum), fur die gilt:
(1) Furye Vist x+— g(x,y) linear in x.
(2) Fur xe V istyr— 9(x,y) linear iny.

(Diese Definition ist natirlich fur beliebige Grundkorper sinnvoll).

Definition 1.2. Eine Abbildungp : V — W zweierK-Vektorraume heil3t semili-
near, wenn gilt:

(D) e(x+Yy) = () +¢(y) fir x,y eV,
(2) p(AX) = Ap(X) firi1eK, xeV.

FirK = R ist also ,linear* und ,semilinear* dasselbe, nicht aberfle C.



Definition 1.3. Eine Sesquilinearform auf V ist eine Abbildung
S:VxV-K
mit:

(1) Firye Vist x— (X, y) semilinear in x
(2) Fur xe V isty+— s(x,y) linear in y.

Definition 1.4. Die Sesquilinearform s heif3t hermitisch, wenn stets
s(x,y) = s(y. X)
ist. Kurz: s ist eine hermitische Form.

Fur K = R ist ,sesquilinear” dasselbe wie ,bilinear* und ,hermitisch” gleich
~Symmetrisch*:

S(xy) = (Y, X).

Schliel3lich als vorlaufig letzte

Definition 1.5. Eine Sesquilinearform heif3t nicht entartet, wenn gilt:

(1) Aus ¢x,y) = Oflr alle y folgt: x= 0.

(2) Aus $x,y) = Ofur alle x folgt: y= 0.

Ein Skalarprodukt au¥ ist eine nicht entartete hermitische Sesquilinearform.

2.) Die folgenden Beispiele sind fundamental:
V=K"Furx=(Xg,..., %), Y= (Y1,...,Yn) Se€i

n
S(X,Y) =X Y) = Z)_(jyj-
=1
Fal3t mark, y als Spalten auf, dann ist also
(xy) =X-y (Matrizenprodukt,- steht fir Transposition)

Satz 1.1(, ) ist ein positiv definites Skalarprodukt agf.

Dabei benutzen wir



Definition 1.6. Eine hermitische Form s heil3t positiv semidefinit, wemng > 0
fur alle x ist; s heil3t positiv definit, wenifxsx) > O fur alle x # Oiist.

Beachte, dal3 natirlics{x, y) = O fuir x odery = 0 gilt, ferner dal3 bei hermitischen
Formen
s(x, X) = s(X, X) € R

ist. Positiv definite Formen sind klarerweise nicht entartet.

Beweisvon Satz 1.1.

n n
(X, X) = Zi,-xj - Z|xj|2 > 0 fiir x # 0.

j=1 =1
Definition 1.7. Sei s eine positiv definite hermitische Form auD¥nn heifl3t

euklidischerR

V:sein { unitarer C

} Vektorraum

und s das zugehdorige Skalarprodukt. —

Meist schreibt marg(x, y) = (X, y) — “UnitarerK -Vektorraum*“ verwenden wir flr
unitare und euklidische Raume.
Ich erinnere an weitere Beispiele:

(1) V = C2[a,b] der Vektorraum der stetigen komplexwertigen Funktionen auf
dem Intervall f, b] und

b
(1.9 = [ T6g0ax
als positiv definites Skalarprodukt.

2)V=R"
XYy = ZSijyj, g = +1.
Dies ist ein Skalarprodukt, das positiv definit nur &&= +1, j = 1...n, ist.
3.) Im endlich-dimensionalen Fall stellen wir nun einen Zusammenhang zwi-
schen Matrizen und Formen her.

Es seiA = {ay, ..., a,} eine Basis des-dimensionalerk -VektorraumsV. Ferner
seiseine Sesquilinearform ad Wir definieren

As;ﬂ = (S(ai, aj))i=1...n,j=1...n e K™
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als Matrix vons beziglich der Basis1 und notieren die folgenden Aussagen:
Aussage 1lstx = ¥, aja;, y = X', B;a;, bezeichnet

a B1
x = , D=1 :
an n

die Koordinatenvektoren voxiundy im K" und A die Matrix vonsbez.A, so ist
s(x,y) = %Ay.

Beweis.

s(xy) = s[Z aia,Zﬁjaj)
i ]

= Zﬁiﬁjs(a.,aj) = tiAI).
i,

Aussage 2Seienx, y, x undy wie in Aussage 1. Es séi e K™ beliebig. Defini-
tere

s(x,y) = XAy,
Dann ists sesquilinear, mif\s 4 = A.
Aussage 3Es giltAs# = 0 genau furs = 0.
Aussage 4Es ists hermitisch genau dann, werdq s = A der Bedingung
‘A=A
genugt.

Beweis.Die Beziehungs(a;, a;)

= 9(aj, &) ist notwendig und hinreichend fir
Hermitizitat und sagt gerade = A.

Aussage 5Es istsgenau dann nicht-entartet, weAg4 regular ist.

8



Beweis.(1) Es seisentartet. D.h. es gibt e 0 mit (X, y) = 0 (mit,,=” meinen

ay
wir Gleichheit fur alley). Es seix der Koordinatenvektor vor, alsox =
@n
B1
mit 3 aja; = X, entsprechend = | : | der vony. Dann gilt mit
n
A=(aj) =Asa:
B
Zaajﬁj =0 furalle p=|: |,
1) n
2 [Z aaa,-]ﬁ,- = 0.
] |
Wir setzen
Y1
3= mit y; = > @a;
Yn

und erhalten

> ¥B =0 furalle @,....5),

also sind alley; = 0. Damit ist ), ; @ja;; = 0, nicht alle@; = 0, und somit istA
singular.

(2) Der Falls(x,y) = 0 fur einy # 0 wird genauso behandelt.

(3) A = Aq# sei singular. Dann existiert ein 0 mit'xA = 0. Ist x € V mit x als
Koordinatenvektor, so ist fir alige V also {/ hat den Koordinatenvektay):

s(x,y) = %Ay = 0,
d.h.sist entartet. — Analog findet mgn# O mit s(x,y) = 0 furalle x.

Bemerkung.Im endlichdimensionalen Fall sind die Bedingungen (1) und (2) aus
Definition 5 also aquivalent.



Wir beachten nun, dal3 die Sesquilinearformen\aafnenK -Vektorraum bilden,
unter den Verknuipfungen

(81 + S)(XY) = s1(XY) + S2(XY)
(A9 (X Y) = 1- (X, Y);

wir nennen ihn Sg(); die hermitischen Sesquilinearformen bilden eiRebnter-
vektorraum hiervon (nicht eine@-Untervektorraum!) Damit kdnnen wir die bis-
herigen Aussagen (mit einer kleinen Erweiterung) zusammenfassen zu

Satz 1.2Es seiA eine Basis von \Die Zuordnung
St Asa
definiert einen Isomorphismus vérVektorraumen zwischen
SqVv) - K™,

Hierbei gehen die hermitischen Formen in deAJnterraum der hermitischen
Matrizen Uber, die nicht-entarteten Formen werden auf die reguldren Matrizen
abgebildet.

Wir holen eine Definition nach:

Definition 1.8. A € K™" heil3t hermitisch, wenn
‘A=A

ist.

FurK = Rist A also eine symmetrische Matrix.

Definition 1.9. Eine hermitische Matrix A heif3t positiv definit (-semidefinit), wenn
die Form

(x, 1) = %Ay
positiv definit (-semidefinit) ist.
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4.) Wie im Falle von Endomorphismen mussen wir nun die Transformations-
formeln bei Basiswechsel aufstellen.
A={ay,...,a,)undB = {by,...,b,} seien Basen,
S= Aid;B,?(,
d.h.by = }; sja;. Fur eine Sesquilinearformist dann

s(bi, by) = S(Z Sadko )| sja]
k |
= Z§I<islj5(akaal),
ki

d.h. wir haben

Satz 1.3 _

Sowohl Endomorphismen als auch Sesquilinearformen werden dweh Ma-

trizen beschrieben. Dald es sich um unterschiedliche Objekte handelt, kommt in
dieser Beschreibung durch die unterschiedlichen Tranformatiosgesetze bei Basis-
wechsel heraus. Genauer:

Definition 1.10. A,B € K™" hei3en kongruent, wenn es eine regulare Matrix
S € K™ mit _
'SAS=B

gibt.

Offensichtlich haben wir eine Aquivalenzrelation definiert. Die Gru@ie/)
operiert auf SA¥) durch

S,(%Y) = s(e(X), ¢(y))

(fir ¢ € GI(V) unds € Sq(V).) Nennt man Sesquilinearformen kongruests s,,
wenn es einp gibt mit s, = 51, S0 sagt Satz 1.3 (etwas erweitert) aus, dal die
Zuordnung

S— Asa

11



eine umkehrbare eindeutige (basisunabh&ngige) Abbildung zwischen Kongruenz-
klassen von Sesquilinearformen und Kongruenzklassen von Matrizen definiert.

Vergleichen wir mit der Situation bei Endomorphismen eines Vektorraumes/ dim
= n, der Grundkorper darf beliebig sein. Auf dem Endomorphismenring\VEnd
operiert dann GN) durch Konjugationif, g € EndV hei3en ahnlich, wenn es ein
¢ € GI(V) gibt mit

g=¢ tofog;
Matrizen A,B € K™" hatten wir schon friher &hnlich genannt, wennSes
Gl(n, K) gibt mit

B=S"'AS

Dann entnehmen wir den friiheren Uberlegungen: der Isomorphismus

EndV — K™"

f Af WAA

der mittels einer Basisi definiert wird, liefert eine basisunabhangige umkehrbar
eindeutige Abbildung zwischen den Mengen der Ahnlichkeitsklassen von Endo-
morphismen und den Mengen der Ahnlichkeitsklassen von Matrizen.

Ahnlichkeit und Kongruenz sind durchaus verschiedene Aquivalenzrelationen auf
Knxn.

5.) Wir schauen nochmal dd&" an. Jedes Skalarprodukt wird durch eine regu-
lare hermitische MatriXA nach der Formel

(x, 1) = *AY
0
gegeben. IsE die Ubliche Basi®j = | 1| « |, sOistAsg = A
0

Fur A = E = Einheitsmatrix hat man das ubliche Skalarprodukt

£0) ="F-9= > Xy

Schliel3lich noch eine terminologische Bemerkung: in der Literatur werden oft
nur positiv definite hermitische Formen als Skalarprodukte bezeichnet. Ich werde
mich in den folgenden Paragraphen dieser Konvention anschliel3en.

12



82 Normen

1.) Wir beginnen mit der folgenden

Definition 2.1. Eine Norm|| - || auf demK-Vektorraum V ist eine Abbildung
V-R

X+ || x]|
mit:
(1) |Ix]l =0, und zwar= 0 genau dann, wenn x 0,
(2) x|l = 1AlIx]| fur 1 e K, xeV,

) Ix+yll < IIxI+ Iyl

V, || - || heil3t normierter Vektorraum.

Wir geben einige Beispiele.

Beispiel 1V =K, || - || = |- | Absolutbetrag.

Beispiel 2V = K™ || x|| = max|x| (Mit X = (X, ..., Xn)).
Beispiel 3V = K"; || x|| = > |Xil.

Beispiel 4V = C2[a, b, || f || = maXag | f(X)I.

Beispiel 5Wie Beispiel 4, f | = [['1f(x)ldx

Wenn wir mit mehreren dieser Normen gleichzeitig zu tun haben, missen wir sie
natirlich unterschiedlich bezeichneghn: ||, [l - |l Il Il1, || - ||« ZUum Beispiel.

2.) Esfolgt das wichtigste Beispiel.
Satz 2.1Es sei V {,) ein unitarer Vektorraum. Durch

X1 = (x, x)*?2

13



wird eine Norm definiert.

Satz 2.2(Schwarzsche Ungleichung). Voraussetzungen wie in Satz 2.1, ¥éar x
V ist dann

KW < 11X 2N yll2
(= (X XX, V)
Gleichheit gilt genau dann, wenn x und y linear abhangig sind.
Zusatz: Die Ungleichung von Satz 2.1 gilt auch fir positiv semidefinite hermiti-
sche Formen (nicht aber die Aussage Uber Bestehen der Gleichheit).

Beide Satze sind im letzten Semester bewiesen worden — ich wiederhole hier den
Beweis.

Beweisvon Satz 2.2. (1x odery = 0: dann ist die Aussage klar.
(2) Es sekx, x) £ 0, 1 € K beliebig. Dann ist

0 < (AX+Y, AX+Y) = |U3X X) + AX,Y)
+ Y, X) + (Y. Y)
Wir setzenl = —(X, y)/{X, X) und erhalten

I KWP Ky
T A{XX) (X, X) (X, X)

+{Y, ).

also
[P < (X XY YD
(3) Gleichheit heilt: fir obigesist (AX + Yy, AX +y) = 0, alsoAx = —-y.

Beweisvon Satz 2.1. Nur die Dreiecksungleichung (3) ist nicfiensichtlich.
Nun ist

Ix+yl2=[IxI1?+2Rex y) + [lyll?
< [Ix[12+ 2 Re(x, W)l + [y I?
< IXIl+ 26 W1+ N1yl
< XN+ 20xI Iyl + lyll?  (Satz 2.2)
= (IIxIl + NlyIN>

14



3.) EsselV, | - || ein normierter Vektorraum. Durch

dix,y) = Ix=Vll

wird dann eine Metrik (Abstand zwischen zwei Vektoren) eingefuhrt, und die Ei-
genschaften einer Norm tbersetzen sich in

(1) d(x,y) = 0,=0genau fix =y,
(2) d(x,y) = d(y, %),
(3) d(x.y) < d(x,2) +d(zY).

Mittels d werden nun die Bedgffie ,Konvergenz®, ,Stetigkeit”, ,dfen”, ,abge-
schlossen®, ,gleichmaRige Konvergenz (Stetigkeit)Vimlefiniert: die Formulie-
rungen fur derR" bleiben wortlich dieselben. Insbesondere steht der Kompakt-
heitsbegtit zur Verfligung, in folgender Formulierung:

Definition 2.2. M c V heifl3t kompakt, wenn jed¢fene Uberdeckung von M eine
endliche Teilliberdeckung enthalt.

Definition 2.3. Eine Teilmenge Mt V heil3t beschrankt, wenn es ein=(0 gibt,
so daf3]| x|| < C fur alle xe M gilt.

Wie im R" sieht man, dalR kompakte Mengen abgeschlossen und beschrankt sind.
Vorsicht: die Umkehrung gilt nur in endlichdimensionalen Vektorrdumen — siehe
spater. Wir untersuchen nun lineare Abbildungen im Rahmen dieserfigegri

Hilfssatz 1. Eine lineare Abbildung f V — W zwischen normierten Vektorrau-
men ist genau dann Uberall stetig, wenn sie im Nullpunkt stetig ist. Das gilt genau
dann, wenn es ein € 0 gibt mit

1N < Clixl

fur alle x e V. (f heil3t dann beschrankt.)
(Links steht die Norm auf \kechts die von V).

Beweis.f seiin O stetig. Dann existiert zu= 1 eins > 0 mit
I T(X) || <1faralle | x| <é.

Ist nuny # 0O beliebig, so ist

15



1) = ||f(ﬁ) iyl

oy 1
= fl—===|=
[ (||y||)||6||y||

1
<= .
_5IIY||

Somit istf beschrankt mi% = C. Daraus folgt, wenn, € V unde > 0 beliebig
sind:

1T = FO) I = 11 (X=X}
<Clix=Xl <&

falls || x— x|l < &, d.h. die Stetigkeit vorf in x.

Vorsicht: istV co-dimensional, so brauchen lineare Abbildungen nicht stetig zu
sein! Ist etwa

V=Cilabl, |Ifl =max|f(x)l
W = C%[a,b], | f|l wie oben

undD : V — W die lineare Abbildung
(DH(X) = (),
so gilt z.B.

lim }sinnx: 0 inv,

n—oo N

aber lim,_. (% sinnx)' = lim,_. cosnx st nicht existent. — Das Beispiel ist ty-
pisch fur die Verhaltnisse bei linearenfi@rentialoperatoren.

Wir wenden uns nun endlichdimensionalen normierten Vektorraumen zu.

Hilfssatz 2.Es sei a, .. ., a, eine Basis deK-Vektorraumes \Setze fir

X = Z/liai eV:

i=1..n
X = 1Al

16



Dann ist| - | eine Norm auf Mund die Abbildung
X+ (Ag,...,4) € K"
ist ein Homeomorphismus.
Hieraus folgt
Hilfssatz 3. Die Mengen H= {x: |x| = 1} und M, = {X : |X| < ¢} sind — bezuglich

der ,Summennorm/* | — kompakt.

Hilfssatz 4.V, || - || sei ein n-dimensionaler normiert&r -Vektorraum und- | die
in Hilfssatz 2 eingefiihrte Summennormen. Dann sind die Abbildungen

id: V[-[=>V, -
und

-1 :Vl-1-R
stetig.
Beweis(1) [ xIl = Il Xj 41l < X I4jllla ]l < CIx|, mit

C =max|| x|l.

2 -1 : VI | — Riststetig. Denn: Es sei etwifixy|| < || X||. Dann ist
IX]l = X=X+ Xl < [[X=Xoll + [[%]l,also[| x]| = %]l < X=Xl

Fur || x|l = |l x]|| ist entsprechend

I %ol = 11Xl < IX=Xoll,

insgesamt
X = 1%l < [[X—=Xoll.

Daraus folgt aber die Stetigkeit van- ||.

@)l -1l V,|-| - Ristdas Kompositum

id I-I
Vil-[=>V -1l =R,
also stetig.

17



Hilfssatz 5.V, || - || sei ein n-dimensionaler normierter Vektorraum mit einer Basis
ai,...,an FUrx=3;;a; €V sei

fi(X) = 4;.
Dann sind die flinear und stetig von M| - || nachK, und es gibt ein G 0 mit
X < CIIx]l.
(mit| - | als mittels der adefinierten Summennorm).

Beweis.Nach Hilfssatz 4 ist| - || stetig aufV,|-|. Nach Hilfssatz 3 isM = {x:
IX| = 1} kompakt. Wegen| x|| > 0 aufM gibt es einc > 0 mit || x|| > c auf M.
Nun seix # 0 beliebig.Dann ist

X X
X =1l =X = Xl =1l = clx].
X X

Es folgt weiter
1
;01 =145 < X < p Il x1].

Hilfssatz 6 f : V — W sei eine lineare Abbildung normierter Vektorraume;
dimV = n< . Danniist f stetig.

Beweis.a, ..., a, sei eine Basis und- | die zugehdrige Summennorm. Es sei
X=2;4;a; € V. Dann

METERROIRIE]

]
= | Zﬂ,-f(aj)n

J
< >l f(ay)
<C|x mitC = max|| f(a)ll
<C'||x|| nach Hilfssatz 5.

Wir fassen die Ergebnisse zusammen in
Satz 2.3Es sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum mit Ngfm ||. Dann

gilt:

18



(1) Jede lineare Abbildung f V — W in irgendeinen normierten Vektorraum ist
stetig.
(2) Ist]l| - ||| eine weitere Norm auf V, so gibt es positive Zahlgd mit

clI x|l < [lIXl < C I x|l

(3) Die Mengen $={x: ||x|| =r}und B = {x: || X]| <r}sind kompakt.
(4) Stetigkeit und Konvergenz bez. einer Norm implizieren Stetigkeit und Konver-
genz bez. aller Normen.

Beweis.(1) ist gerade Hilfssatz 6. und (2) folgt aus (1): setze id. (4) folgt aus
(2). SchlieBlich ergibt sich (3) aus Hilfssatz 3 und aus (4).
Aus diesem Satz folgern wir

Satz 2.4s sei eine hermitische Sesquilinearform auf dem normierten Vektorraum
V, || - ||. Dann sind folgende Aussagen aquivalent:
(1) s ist positiv definit.
(2) Es gibt ein > 0 mit
(% X) = ¢l x|1%.

Beweis.Offensichtlich folgt aus (2) die positive Definitheit. Umgekehrt|gei |||
die durchs definite Norm, alsd||X|||> = S(x, X). Nach Satz 2.3 gilt dann die Un-
gleichung (2).

Folgerung. Fir eine hermitische MatriR sind aquivalent:
(1) Alist positiv definit.
(2) Es gibt ein positives mit
RAX= ¢ ) Ixi[?
fur allex e K",

Einen Teil von Satz 2.3 formulieren wir mit einem neuen Bggri

Definition 2.4. Zwei Normen|| - ||, |- | auf V heil3en aquivalent, wenn e€c> 0
mit
cx < [ x]| < CIx

fur alle x e V gibt.
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(Es handelt sich in der Tat um eine Aquivalenzrelation!). Damit lautet 2.3 (3): Je
2 Normen auf einem endlichdimensionalen Vektorraum sind aquivalent.

Man tberzeugt sich leicht, daf3 die Normen

b b 1/2
=[x 111 = f|f(x)|2dx]

und || f [ = Maxap | f(X)| paarweise inaquivalent sind.

83 Orthogonalitat

1.) V,(,) seiimmer ein unitdrer bzw. euklidischer Vektorraum ist also das
positiv-definite Skalarprodukt] - || bezeichnet die zugehérige Norm.

Definition 3.1. (1) Wir schreiben xL y fur (x,y) = 0 und nennen x und ¢ V
dann orthogonal (senkrecht) zueinander.

(2) M,N c V. M L N (,senkrecht“) heil3t: fir alle xe M und ye N ist x L y.
(3) Mc V. M+ = {x: x L M} heil3t orthogonales Komplement von M

Die folgenden Aussagen sind unmittelbare Konsequenzen der Definitionen:

(1) M+ ist ein Unterraum vow.

(2) M L N impliziert fur die linearen Huller(M) und L(N) ebenfallsL(M) L
L(N).

(3) M N M+ c {0}.
(4) Wennx L y, dann gilt der ,Satz des Pythagoras*

2 2 2
Ix+yll= =[x+ Yyl

(fur K = R gilt auch die Umkehrung).
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Definition 3.2. Ein Orthonormalsystem (ONS) ist eine endliche oder unendliche
Folge von Vektoren,ge;, 3, ... mit

0 furi#]

,€) = 6jj = o
(8. € = 0 {1 furi = j.

D.h. also: dieg stehen paarweise senkrecht aufeinander und haben jeweils die
Norm 1 Offenbar ist ein ONS linear unabhéngig.

Satz 3.1Es sei @,a,a3... € V ein linear unabhangiges (endliches oder un-
endliches) System von Vektoren. Dann existiert genau ein QNS e, ... mit
folgenden Eigenschaften:

Q) L(ag, ..., &) = L(el_,...,ek), k=123,...
(2) & = 2 jo1 k Ajk@; mit A > 0.

(MitL(ay,...,a) haben wirdenvong..., a erzeugten Unterraum bezeichnet.)

Der folgende Beweis konstruiert desaus dera effektiv; das Verfahren heil3t das
Gram-Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren. ®antstehen aus dem
durch Orthonormalisierung*.

Beweisvon Satz 3.1. (Induktive Konstruktion dey).
Firk = 1 setze mae, = a;/||a1]|.

Nun seierey, ..., & bereits so konstruiert, dal’ die Aussagen (1) und (2) fur alle
j < k gelten. Wir setzen mit noch zu Wéhlendéer K,j=1....k

€, = 181 + - + L6 + A1

Unabhéngig von dem] istdannel,, ¢ L(e1,...,&8) = L(as,...,a), daag. linear
unabhangig vom@y, ... ., a ist; insbesondere ig ,, # O.

Als nachstes erreichen v, L e; fur j = 1,..., kdurch Wahl von;:
0 = (€1,€)) = 4] + (A1, €))-
Damit sind die/l} festgelegt; wir setzen nun
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&1 = e{<+1/ ” e{<+1 ”

und kdnnen dann leicht die gewlnschten Beziehungea fur. , e,; unday, . . .,
a1 verifizieren.

Analyse der Konstruktion zeigt auch die eindeutige Bestimmtheieder

Definition 3.3. Es seidimV = n. Eine Orthonormalbasis ONB von V ist eine
Basis g, ..., e, die ein Orthonormalsystem bildet.

Folgerung 1.Jeder endlichdimensionale unitdre Vektorraum hat ONBen.

Folgerung 2. Es seiA € K™" eine positiv definite hermitische Matrix. Dann
existiert eine regulare Matri®, und zwar eine Dreiecksmatrix mit positiven Dia-
gonalelementen, so daf3

'SAS=E (Einheitsmatrix)

ist. — D.h. positiv definite hermitische Matrizen sind kongruent zur Einheitsmatrix.

Beweis.Definiere imK" als Skalarprodukt

s(x,y) = 'XAy.

Es seierg; die Vektoren 1| « i, undA = ay, ..., a, die daraus gebildete Basis,

dann ist
As’ﬂ = A.

Orthonormalisiert man diese Basis&@u= {ey, - - - , €y}, SO ist

As;a = E,
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also, mit Basistransformationsmatfx= Aid;&ﬂ :
E ='SAS

Beachte, dalR der Gram-Schmidtsche Basistibergang durch eine DreieckSmatrix
beschrieben wird.

Zu einer Matrix A wollen wir die linke oberek x k-Untermatrix wieder mitA,
bezeichnen.

Satz 3.2FUr eine hermitische Matrix A (g;) sind folgende Aussagen aquivalent:

(1) Aist positiv definit.
(2) FUr jedes k mitl < k < nist

detA = det(@j)ij-1.x >0

(Insbesondere sind alle diese Determinanten reell).

Beweis.Es seiA positiv definit. Nach Folgerung 2 gibt es dagre Gl(n, K) mit

'SAS=E,

also

|detS|?detA = 1.

Damit ist detA > 0. Betrachte nun das durchA definierte Skalarprodukt auf
L(ey,...,€e,);dabeiseg = (0,...,1,...,0). A ist die Matrix des Skalarproduktes
bez. der Basis, ..., g, also hatA, positive Determinante.

Umgekehrt sei (2) erfallt. Wir fihren Induktion nachFurn = 1 ist die Behaup-
tung trivial, sei sie also fim—1 > 1 schon bewiesen. Es sailie durchA definierte
Sesquilinearform auf detd", ihre Einschrankung al™* = L(ey, ..., e,_1) be-
zeichnen wir auch mis. Die Matrix dieser Einschrankung beziglich der Basis
€1,...,6e 1 istgeradé’, 1, also istsdort nach Induktionsannahme positiv definit.
Es seiay,...,a,1 € L(ey,...,€,1) eine ONB vonL(ey,...,e, ) fur s die nach
Gram-Schmidt konstruiert wird.

Ferner sei
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n-1
80 =&~ ), Sena)a
i=1

Dannistay,...,a, 1, a, €eine Basis deK", und die Matrix vons bez. dieser Basis
istdiag(l...,1;3), mit einemB € K. Wir haben nun

'SAS=diag(l...,1;8)
|detS|* detA = detdiag(1...,8) = 8,

alsop > 0. Damit ists positiv definit, also auclA.

2.) 'V sei weiterhin ein unitarer resp. euklidischer Vektorraum.

Definition 3.4. V ist die orthogonale Summe der Unterrdaume.V.,V,, wenn

V=Vi+...+V,

und Vf LV furi # jgilt.

Wir schreiben dann

V=V®..0V,=V;L...1LV,.

Offenbar ist eine orthogonale Summe auch direkt, und in der eindeutigen Zerle-
gung

X=X +Xo+...+X%X , %€V

gilt
2 2 2
X=Xl “+ .o+ X[

(Satz des Pythagoras.)
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Satz 3.3Es sei W ein endlichdimensionaler Teilraum eines unitaren Vektorraums
V. Dann ist

V = WaW+

und
WJ_J_ — W

Beweis.(1) Offenbar istW n W+ = {0}, wir zeigenW + W+ = V.

Dazu segy, ..., e, eine ONB vonW. Ist X € V, so sei

n
=y (xee €W
i=1

Xo = X — Xj.
Dann ist
n
(0 8) = (X&) = D (x&)e.e)
i=1
=0.

Somit istx, € W, undx = X1 + Xo.

(2) Sicher istW++ > W. Es sei nurk € W*+. Nach Teil (1) des Beweises ist

X = X1 + Xo, X1 € W X € WH,

also

0 = (X, X2) = (Xq, X2) + (X2, X2) = (X2, X2),

25



damit folgtx = x; € W,

Bemerkung Ist in der Situation von Satz 3

X=X+ X, X €W X €W,

so pruft man sofort die Beziehung

%11 = 11X = %l = min{ || X —ul| : ue W}

nach. Es ist ja flu e W

2 2 2 2
IX=ull®=[[Xe—u+Xl“= lIXe —ull“+ || Xl

2
> I %1%,

mit Gleichheit genau fim = X;. Die Zuordnungk — x; = p(X) ist linear, mit Kern

W=, Wir nennen sie die orthogonale Projektion auf den (endlichdimensionalen)
UnterraumW. Die Norm || Xo || kann als Abstand des Punktesyom Unterraum

W angesehen werden.

Ist V selbst endlichdimensional, so natirlich ausk, und die Rollen vonwW
und W+ kdnnen im Satz vertauscht werden. Im allgemeinen Fall notieren wir die
topologischen Aussagen

Satz 3.4(1) Ein endlichdimensionaler Teilraum eines normierten Vektorraumes
ist abgeschlossen.

(2) M* ist ein abgeschlossener Unterraum des unitdren Vektorraumes V

Beides ist leicht zu zeigen, wird aber im folgenden keine Rolle spielen.
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84 Der Spektralsatz fir normale Endomorphismen

1.) Wir studieren lineare Abbildungen zwischen unitaren (euklidischen) Vek-
torraumen. Grundlegend ist

Satz 4.1(RiesZischer). Es sei V ein endlich-dimensionaler unitdfeiMektorraum.
Fir jedes xe V sei | die Linearform

Ix(Y) = (X, y).

Dann ist durch

X+ Iy

ein Semi-Isomorphismus von V auf den Dualrauneklart.

Das heil3t also insbesondere:ligigendeine Linearform aw, so existiert genau
einx e V mit

I(y) = (x.y)

fur alley € V : .l kann durch Skalarprodukt mit einem Vektore V gegeben
werden®.

Beweis.Offenbar istly linear und die Zuordnung — |, semilinear. Es reicht
nun, ihre Injektivitat zu zeigen. Adg = 0 folgt

xy)=0

fur alley € V und damitx = 0.

(Wir sehen, dal? die Aussage also fur nichtentartete Skalarprodukte gilt. Wir blei-
ben aber im positiv definiten Fall).

Es sei nun
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f:VoWw

eine lineare Abbildung endlichdimensionaler unitdfe¥ektorraume. Fiy e W
ist

X = 1y(x) = <y, F(9)
eine Linearforml, aufV. Nach Satz 4.1 gibt es also ein wohlbestimnzesv mit

ly(¥) =<z x)

fur alle x. Wir nennen dieses das ja vory abhéngt,f*(y) und haben damit eine
(offensichtlich lineare) Abbildung vow nachV definiert. Insgesamt:

Satz 4.2Zu einer linearen Abbildung fV — W unitarerK-Vektorraume endli-
cher Dimension existiert genau eine lineare Abbildung W — V mit

<y’ f(X)> = <f*(y)’ X>

fur alleye W und xe V.
Definition 4.1. f* heil3t die zu f adjungierte lineare Abbildung.

f* hangt folgendermalRen mit der friher betrachtetealenAbbildung, die wir
momentan mitf# bezeichnen wollen, zusammmen: Der Satz von Rigszher
definiert Semiisomorphisme : V — V* bzw.ty : W — W*. Dann ist

f* :L\_,lo %0 1.

(Da 2 Semiisomorphismen in der Formel auftreten, ist das Kompositum linear.)

Auch im folgenden seien alle auftretenden Vektorrdume endlichdimensional. Die
Bildung des Adjungierten hat folgende leicht zu verifizierende Eigenschaften:

(1) 0 = 0,id" = id, f* = f, (go f)* = f*og".
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(2) (Kernf)* = Bild f*, (Bild f)* = Kernf*.
(3)rgf =rgf*.

Beweisvon (3): rgf = dimBild f = dim(Kernf*)* = codimKernf* = rgf*.
Alternativ kann man naturlich auch fg = rg f# = rg f benutzen.

2.) Wir mussen die obigen Ergebnisse jetzt in der Sprache der Matrizen inter-
pretieren.

Es seiemA ={ay,...,a,}, B={by,..., b, ONBen vonV bzw. W,
A= Aras = (@)
B = Ar.z4 = (Bij)-
Also hat man
f(a) = Zajibj

f*(bx) = Z,Blkal
(f(&),be) = Z5ji<bj, bk) = @i,
j

aber auch

@ (b)) = > Prl@, a) = i
|

Somit istBi = ay;, d.h. wir haben

Satz 4.3Bez. ONBewA und B gilt fur die Matrizen von f und fdie Beziehung

=
Af*;B,ﬂ = Af;ﬂ$~

3.) Wir kehren zu Endomorphismen zurtick.
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Definition 4.2. Ein Endomorphismus f eines unitar&nVektorraums heif3t nor-
mal, wenn er mit seinem Adjungierten kommutiert:

fof*=f"of.
Z.B. sind 0 undid normale Endomorphismen. Wir kénnen die Bedingung auch
anders formulieren:

f ist genau dannn normal, wenn stets

(£, T(y)) = (£, F*(y))
ist.

Ist namlichf normal, so gilt

(F(x), T(y)) = (x, T (y)
= (x, F*(y))
= (f*(x), f*(y)).

Umgekehrt berechnen wir

(F 109, y) = (F(X), F(y))
= (" (%), ()
=(f°(x).y)

und schlieBerf o f* = f*o f.

Folgerunglst f normal, so ist Kernf = Kern f* und damit Kernf L Bild f.

4.) Ich erinnere jetzt an den Be¢frdes Eigenwertes und die damit zusammen-
hangenden Begdie und Ergebnisse. Der Grundkorgersei beliebig.V sei ein
K-Vektorraum,f : V — V ein Endomorphismus. Ein EigenweBE\) 1 € K von

f ist ein Kdrperelement, fur das
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V(2) = V¢(2) = Kern(did — f) # 0

ist. Die Elemente # 0 in V(1) heifl3en Eigenvektorere{/) von f zum Eigenwert
A,V(Q) der Eigenraum zW. Ist A € K™" eine Matrix, so sind die Eigenwerte
von A per definitionem die Eigenwerte des Endomorphismus—»> Ax von K";
entsprechend werden die Eigenvektoren und Eigenraum@é eoklart.

Ist A eine beschreibende Matrix fifr bez. einer Basis, so sind die EWe vén
genau die vorA, und die Eigenrdume i bzw. K" entsprechen sich unter dem
Koordinatenisomorphismug — K". Die Eigenwerte vorf hangen nur von der
Ahnlichkeitsklasse vori ab, dito flrA.

Die Eigenwerte vorA sind die Nullstellen des charakterisierten Polynoms

xa(X) = detEX-A) € K[X]
=X"+...,

somit gibt es héchstemsEigenwerte irK fir A e K™". Ist L > K eine Kbérperer-
weiterung, in dega(X) in Linearfaktoren zerfallt — so eine Erweiterung gibt es
immer —,

xa¥) = [ ] (X=2)™
j=1.k

Ay e, # A4 fari £ j, X m; = n, so sind diet; die EWe vonA, aufgefalit als
Matrix in L™"; m; nennt man die algebraische Vielfachheit vjn

Notieren wir noch:

detA:/lTl.../fk“< eK
SPA =md; +...mdg € K.

Fur einen Endomorphismusist das charakteristische Polynom
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x1(X) = xa(X),

wobei A eine beschreibende Matrix fifrist; es hangt nur von der Ahnlichkeits-
klasse vorA und vonf ab. Die Gleichung

xt(X) =0 bzw. ya(X)=0

heil3t charakteristische Gleichung oder Sakulargleichung.

Schlieflich erinnere ich an den Befjridiagonalisierbar“:f (bzw. A) heifdt so,
wenn es eine Basis aus EVen vbifbzw. A) gibt.

5.) Ich kehre jetzt zu unitarel-VektorraumerV der Dimensiom zurtck.

Satz 4.4Es sei f ein Endomorphismus vonfV sein adjungierter Endomorphi-
mus. Dann gilt finl € K

(id + f)* = 2id + f*.

Ist ferner f normal ein EW von f und a ein EV zu so ist a auch ein EV von
f*, und zwar zum EW. Die EWe von f sind konjugiert komplex zu denen van f
die Eigenraume sind identisch.

Zum Beweis berechnen wir

((id + £)(%),y) = (Axy) + (F(x),y)
= (%, y) +(x, F(y)
= (x (id + f)(y)).
Der Rest ergibt sich aus dieser Formel und der Folgerung nach Definition 4.2.
Hauptresultat dieses Kapitels ist der folgende

Satz 4.5(Spektralsatz fur normale Endomorphismen) Folgende Aussagen sind fur
einen Endomorphismus:fV — V eines unitarerK -Vektorraumes aquivalent.
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(1) f ist normal, und alle EWe von f gehérenku
(2) Es gibt eine ONB von EVen fur f

(Im FalleK = C ist die Voraussetzung uber die EWe vérimmer erfuillt; fur
K = R lautet sie: ,alle EWe vorf seien reell”).

Beweis.durch Induktion nacim = dimV. Firn = 1 ist die Aussage trivial; wir
nehmen den Satz fir— 1 nun an.
Es seitl, € K ein EW vonf unde, ein EV dazu mit||e,|| = 1. Dann ist

U=¢

einn — 1-dimensionaler unitarer VR undu : U — U noch immer ein normaler
Endomorphismus. Denn fike U ist

(£, €n) = (%, f*(€n)) = An(x. &) =0,

also istf(x) € U, folglich U invariant unterf, und (f|lU)* = f* | U.

Nach Induktionsannahme existiert eine OMB. .., e,; von EVen vonf | U in
U, insgesamt also is, ..., e, 1, €, eine ONB von EVen furf.

Ist umgekehrtA = {ey, ..., €,} eine ONB von EVen furf, so gilt

Af;j,'[j( = dlag @.1, e ,/ln),

wobeid; € K die EWe vonf (nicht notwendig alle verschieden) sind. Dann ist

Asaza = diag (s, .. ., n)
oftenbar mitA;.4 # vertauschbar.

Zusatz. f sei normal. Sind dann M) und (1) die Eigenrdume zu verschiedenen
EWend # u, so ist A1) L V(w).
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Beweis.Es seix € V(1), y € V(u). Dann ist

AXY) = A%y = (F(X),y) = (x, F*(y))
= (X, 1Y) = u(X,y),
also(x,y) = 0.

85 Selbstadjungierte Abbildungen und Isometrien

1.) Nach wie vor seV ein endlich-dimensionaler unitar&r-Vektorraum, also
euklidisch furK = R. ¢, ) ist das Skalarprodukt.

Definition 5.1. f : V — V heil3t selbstadjungiert, wenn=f f* ist.

Naturlich istf dann normal. Wir haben mehr als das:
Satz 5.1Ein selbstadjungierter Endomorphismus hat nur reelle Eigenwerte.
Als Folgerung aus dem Spektralsatz ergibt sich nun

Satz 5.2(Diagonalisierung selbstadjungierter Endomorphismen)
Zu jedem selbstadjungierten Endomorphismus gibt es eine ONB von EVen.

Gibt es umgekehrt zd eine ONB von EVen und sind alle EWe reell, so fst
naturlich selbstadjungiert.

Beweis von Satz 5.1Die EWe von f* sind konjugiert zu denen vof. Aber
f = f*, d.h. alle EWe sind reell. Genauer: iBtEW von f, so istA EW von
f* mit demselben Eigenraum(1). Wegenf = f* gilt fur einen EVx in V(1):
Ax = f(X) = Ax, alsod = A.

2.) Der folgende Begff war schon im vorigen Semester eingefiihrt worden:
Definition 5.2. f : V — V heil3t eine Isometrie, wenn flr alleyxe V

(F(), 1) = (x )
ist. FirK = R heil3en Isometrien orthogonale, fiir= C unitéare Abbildungen.
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Satz 5.3Fur f : V — V sind folgende Aussagen aquivalent:

(1) f ist eine Isometrie.

(2) Furalle xe Vist || T(X) || = | x]|.

(3) Furalle x mit|| x|| = 1ist || f(x)|| = 1.

(4) Fur jede ONB von V gilt: das Bild unter f ist wieder eine ONB.

(5) Es gibt eine ONB von,ie unter f auf eine ONB abgebildet wird.

Den einfachen Beweis aus dem vergangenem Semester reproduziere ich nicht.
Klarerweise sind Isometrien bijektiv und normal. Genauer gilt

Satz 5.4Aquivalent fur f sind die folgenden Aussagen:

(1) f ist eine Isometrie.
(2) f ist normal mit EWen vom Betrag 1.
(3) f1= 1"
Beweis.(1) & (3): f1 existiert, und
(F(,y) = (F (), 7)) = (x, ),

alsof~1 = f*. f vertauscht aber mit1.

Ist umgekehrf -1 = f*, so istf nattrlich normal, und wir haben

(F(X), f(y)y = (x, T f(y))
= (x, () = (X ).

(1) & (2): Diese Aquivalenz beweisen wir zunéchst nur im FKlle C.

Es seil ein EW vonf, x # 0 ein EV zuAd. Dann haben wir

X112 = 11 f(X) 1% = [P x| %,
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also|1| = 1. Ist umgekehrt (2) erfullt, so ist nach dem Spektralsatz eine ONB von
EVen vorhanden, wobei alle EWe den Betrag 1 haben. Damit futiitse ONB
wieder in eine ONB Uber und ist somit eine Isometrie.

Den FallK = R behandeln wir etwas spéter.
Aus dem Spektralsatz folgt nun

Satz 5.5Es sei f: V — V eine Isometrie, deren EWe alle Kugehéren. Dann
existiert eine ONB von EVen von f

Als weitere Folgerung notieren wir: die Determinante einer orthogonalen Abbil-
dung ist+1.

3.) Wenden wir uns nun der Interpretation der obigen Aussagen im Matrizen-
kalkul zu; dabei wird auch der Beweis von Satz 5.4 vervollstandigt werden.

Es seiA = {a;,...,a,} eine ONB vonV. f Y sei selbstadjungiert und
A = At.4.4 die Matrix vonf bez.A. Dann ist'A = A¢..4 4; und wegenf = f* :

Satz 5.6f ist genau dann selbstadjungiert, wenn bez. einer ONB die Matrix f
hermitisch ist. Dann ist bez. jeder ONB die Matrix von f hermitisch.

FirK = R sind die hermitischen Matrizen gerade die symmetrischen. Wir haben
mitbewiesen:

Folgerung. Die EWe einer hermitischen (bzw. reellen symmetrischen) Matrix
sind alle reell.

Nun moégef : V — V eine Isometrie sein. Dann folgt ad§-.x« = ‘A und
fr=f1

Satz 5.7f ist genau dann eine Isometrie, wenn bez. einer (und damit aller) ONB
die Matrix A= A¢. 4.4 die Beziehung

tﬂ — A—l

erfillt.
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Definition 5.3. (1) A€ C™" heil3t unitar, wenn
tﬂ — A—l

gilt.
(2) Ae R™" heil3t orthogonal, wenn die Beziehung

IA — A—l
besteht (d.h. Areell-unitarist).
(3) Ae K™ heilBt normal, wenn A'A = 'AA ist.

Wir bemerken noch, dal3 die Isometrien eike¥ektorraumed/ bei der Kompo-
sition offenbar eine Untergruppe

IsoV c GI(V)

bilden. Demnach bilden die unitaren bzw. orthogonalen Matrizen Untergruppen
von Gl(n, K); Bezeichnung:

O(n) c GI(n,R) orthogonale
U(n) c GI(n,C) unitare Gruppe.

Nun fihren wir den Beweis von Satz 5.4 zu Ende. Zunachst folgt aus Satz 5.7 und
dem schon bewiesenen Teil von Satz 5.4

Satz 5.8Die Eigenwerte einer unitaren (und daher erst recht einer orthogonalen)
Matrix haben den Betrag 1.

Damit hat jede Isometrié : V — V eines euklidischen Vektorraums EWe nur
vom Bertrag 1 (inC). Ist umgekehrtf normal mit komplexen EWen vom Betrag
1, so folgt: f wird bezuglich einer ONB voiv durch eine MartrixA mit

A-TA=TAA
gegebenA definiert einen normalen Endomorphismus @8¢mit tiblichem Ska-
larprodukt) mit EWen vom Betrag 1 und ist daher eine unitare Matrix, also, da

reell, eine orthogonale Matrix. Damit iteine Isometrie.
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4.) Jetzt kénnen wir den Spektralsatz zur Ahnlichkeitsklassifikation normaler,
insbesondere hermitischer Matrizen, heranzieAemdB € K™" heil3en ahnlich,
A ~ B, wenn es eir§ € Gl(n, K) mit

B=S!AS

gibt. Dann stimmen naturlich die charakteristischen Polyngméend yg Gberein.
Kann manS sogar als unitare Matrix wéhlen, so soll&rund B unitér ahnlich
heiRen —im reellen Fall orthogonal &hnlich. Notieren wir:

(1) JedesB, welches unitar ahnlich zu einer normalen Mawxst, ist selbst nor-
mal (furK = R: ,orthogonal &hnlich®).

(2) IstAnormal mit EWeny, ..., 4, € K, soistAunitar &hnlich zu diagy, . . ., 4,),
resp. orthogonal ahnlich, werreell unda,, .. ., A, reell sind.

(3) A, B € C™" seien ahnlich. WenA, B beide normal sind, so sind sie auch unitér
ahnlich.

Der wichtigste Fall ist

Satz 5.9Jede hermitische Matrix ist unitar ahnlich zu einer reellen Diagonalma-
trix; jede reelle symmetrische Matrix ist orthogonal ahnlich zu einer Diagonal-
matrix.

Wie stellt man nun bei einer normalen MatAdie Diagonalform her? Die Frage
haben wir schon im letzten Semester allgemein beantwortet — hier nochmals:

Es sei

SAS = D = diag(ly, . . ., An)

mit S € U(n). Dann sind diel; die EWe vonA. Wir haben weiter

AS=S-D
= (/11U1, ceey /ann),
also Au = Au;,

wenn S = (UUy...uy) ist
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(u Spaltenvektoren). D& unitar ist, missen — siehe Schlul® des Paragraphen —
dieu; eine ONB von EVen vor bilden, fir derC" mit dem tblichen hermitischen
Skalarprodukt.

Somit hat man folgendes zu tun:
1. Losung der charakteristischen Gleichung

xa(X) =0

zur Bestimmung dex;. Das ist das Hauptproblem.

2. Bestimmung der Eigenraume zu den verschiedeesie sind automatisch
orthogonal und spannen deén auf.

3. Bestimmung einer ONB zu jedem Eigenraum.

5.) AbschlieRend eine Bemerkung, die wir schon friiher hatten machen kénnen:
(1) Die Transformationsmatrix zwischen zwei ONBen ist unitar resp. orthogonal.

(2) Die Spalten und Zeilen einer unitaren Matrix (oder orthogonalen Matrix) bil-
den eine ONB deK" (fUr das Ubliche Skalarprodukt). Hierdurch sind unitare resp.
orthogonale Matrizen charakterisiert.

Bemerkung (2) ist nichts weiter als die Ausfiihrung der Bedingung

'SS=E,

die unitare Matrizen charakterisiert.

86 Klassifikation hermitischer Formen

1.) Hauptergebnis ist die folgende Interpretation des Spektralsatzes:

Satz 6.1Es sei V {, ) ein unitarer n-dimensionaldf -Vektorraum und s eine her-
mitische Sesquilinearform auf Wann existiert eine ONB von, Yezulglich wel-
cher s durch eine Diagonalmatrix D mit reellen Diagonalelementen beschrieben
wird. Bis auf die Reihenfolge der Diagonalelemente ist D eindeutig bestimmit.
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Beweis.(1) Es seiB = {b, ..., by} eine ONB undB = Agg die Matrix vonS bez.
8. Nach dem Klassifikationssatz 5.9 gibt es eine unitare M&mit

S™BS = D =diag(ly, ..., An).

AberS1 =1S also

'SBS=D.
Nun seiA = {ay, ..., a,} die durch
Aid;?l,B =S
definierte Basis, d.h.
a = Z sibj, S =(s)).
DasS unitar ist, istA eine ONB, und

(2) D ist durch das charakteristische Polyngafestgelegt (bis auf die Reihen-
folge der Diagonalelemente). iStirgendeine ONB un€ = Aqc, SO ist

C='TBT=T!BT

mit einer unitaren Matrixt, alsoyc = ys; SOmit hangfyg nur vonsab.

Satz 6.2Es sei s eine hermitische Sesquilinearform auf einem n-dimensionalen

K-Vektorraum VDann existiert eine Baigi von V, bezlglich welcher die Matrix
As 4 die Gestalt
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diag(1...,1,-1,...,-1,0,...,0)
N—_—— N—— e N——
k. k. ko

hat. Der Tripel(k,,k_, ko) mit 0 < K, _o, k, + k_ + ko = n ist durch s eindeutig
bestimmt.

Definition 6.1. (k, k_, ko) heif3t Signatur von s, k- k- Rang von sk_ -k, Index
von s.

Satz 6.2 wird auch Sylvesterscher Tragheitssatz genannt. Die in der Definition

eingefuhrten Begfie werden in der Literatur unterschiedlich gebraucht.

Beweis von Satz 6.2Vir fiUhren mittels einer willkirlich gewéhlten Basis, die per
definitionem orthogonal sei, ein Skalarprodukt &uéin. Nach Satz 6.1 gibt es
eine BasisA, bezuglich welches durch die Diagonalmatrix.

D= diag@l,...,/lk,,ul,...,,u|,0,...,0)

gegeben wird, mift, > 0, u,; < 0.

Seinun

S= diag( ! ! 1 )

1
s , e ,1,...,1
" VA A/l N

undD, = 'S DS Dann beschreitD, die Formsbez. der mittel$ transformierten
Basis, und es ist

DO:diag(l,...,1,—1,...,—1,0,...,0).
K |

2) Es bleibt die Eindeutigkeit voD, zu zeigen. Es seien also
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A={ay,...,a¢a,....a;a],...,a;}
B={by,....b;by,....,05b),....b}

zwei Basen mit

Asn = diag(l .. 1 ,0)
AsB - dlag(l 1 )

Alsoistk+l+m=n=r+s+t.

Es sei

V., =L(a,..., &)
V_=L(@@,...,a)
Vo =L(@@&,....a,),

Wo, W, , W_ seien entsprechend mitteisdefiniert. Es sex € V. D.h. fur beliebi-
gesy € V gilt

sxy) =s(> v > pag+ Y pa+ Y pyay)
=0

Umgekehrt: aus(x,y) = O fir alley folgt x € V. Damit ist

Vo=1{X:s(xy)=0 =W, und m=t.

Nun seix e W_n (Vo @ V,). Dann ist
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sS(x,X) <0 ,da xeW.
s(x,X) >0 ,da xeV,aV,,

alsos(x, X) = 0. Aber aufW_ ist —s positiv definit, alsax = 0. Demnach

dmW. =s<n-(k+m)=1.

Analogistl = dimV_ < n-(r +t) = s, alsol = sund schlielickk = r.
Eine Umformulierung des Sylvesterschen Tragheitssatzes ist

Satz 6.2’Es sei s eine hermitische Sesquilinearform auf déefviektorraum V
Dann existiert eine direkte Zerlegung

V=VeV.,aV_,

so daR gilt:

1) dx,y) =0 fir xe Vound ye V.
2) s ist positiv definit auf V.

3) —s ist positiv definit auf V.

4) dxy)=0 furxeV,,yeV..

Vp ist durch s eindeutig bestimmt, eberBnV, unddimV_.

Noch eine Bemerkung zur Interpretation dieser Satze. Der Sylvestersche Trag-
heitssatz garantiert, dafl? jede hermitische Sesquilinearform durch eine (sehr spezi-
elle) Diagonalmatrix beschrieben werden kann, beziiglich einer geeigneten Basis;
ist die Form positiv definit, wird sie (bez. einer ONB) durch die Einheitsmatrix
beschrieben.

Der Spektralsatz (Satz 6.1) bezieht sich auf Paare von hermitischen Sesquilinear-
formen; ist eine dieser Formen positiv definit, so gibt es eine Basis, in der beide

Formen gleichzeitig durch Diagonalmatrizen beschrieben werden, und zwar eine
positiv definite durch die Einheitsmatrix; die zweite Form wird in einer geeigneten
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ONB fur die erste Form durch eine reelle Diagonalmatrix gegeben. In der Diago-
nale stehen die EWe der Matrix, welche die zweite Form in einer willkirlichen
ONB bez. der ersten Form beschreibt.

2.) Wir Ubersetzen die obigen Satze nun in die Sprache der Matrizen.

Definition 6.2. A, B € K™" heil3en kongruent, & B, wenn es ein regulares S mit

B='SAS

gibt. A=, B (,unitar kongruent”), wenn Se U(n) existiert mit

B=!SAS

(vgl. Def. 1.10). Wir notieren:

Ist A hermitisch undB = A, so istB hermitisch. IstB =, A, SO iStya = xs
(charakteristische Polynome).
Jetzt gilt

Satz 6.3(1) Jede hermitische Matrix A ist kongruent zu einer Diagonalmatrix

diag(L...,1,-1,...,-1,0,...,0).
~— — ——

k | m

(k, I, m) mit k+ | + m = n sind durch A eindeutig bestimmmt als Signatur von A
(2) Jede hermitische Matrix A ist unitar kongruent zu einer Diagonalmatrix

diag(/ll,...,/lk,pl,...,,u|,0,...,0,

m

mit A, > 0, u; < 0. (k,1, m) ist die Signatur von Adie Eintrage sind gerade die
EWe von A
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(3) A= B genau, wenn Signatur ASignatur B
(4) A=, B genau, wena = ys.

3.) Wie berechnet man die Invarianten?

(1) Die Invarianten fur unitare Kongruenz: siehe friher.

(2) Die Berechnung der Signatur. Hier ware es dumm, zunéchst die EWA von
zu berechnen und dann die Signatur als Anzahl der positiven , der negativen und
der Null-EWe festzustellen. Stattdessen bringenAwviturch Transformation mit
regularen Matrizen in der folgenden Weise auf Diagonalgestalt:

Es seiA = (aj)).
Fall 1.aq1 # 0.
Setze
1 8 -+ pn
0
S=|.
: En1
0

mit E,_; als Einheitsmatrix ik ®-*("-1) ynd geeignet zu wahlendgs, .. ., 5, €
K. Bilde

A ='SAS

Ausmultiplizieren zeigt: wahlt man

Bi = —aqi/auy,
so hatA; die Gestalt
_ (a1 0
Aa = ( 0 Az)
mit einer hermitischen Matrid, e K M-1x(n-1),
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Fall 2. @11 = 0, aber nicht allexv;j = 0. Sei etwaa;; # O fur j > 1. Setze dann

dabei steht die 1 an der Steljpdann ist

A1 ='SAS= (o))

hermitisch mito, # 0.

Fall 3.a4j = O fur alle . Dann hatA die Gestalt

0 --- 0

mit einer hermitischen Matrig, € K ®-Dx(-1)

In jedem Falle reduziert man das Problem um eine Dimension und ermittelt so
sukzessive eine reelle Diagonalmatrix, die kongruem zst und an der man die
Signatur vorA abliest.

In anderer Sprechweise kann man die Ergebnisse so formulieren: jede hermitische
Bilinearform kann durch Einfihrung neuer Koordinaten in die Gestalt

n

Z EjZjWj

j=1

mit ¢, = 0,+1 Uberfuhrt werden, jede relle symmetrische Bilinearform in die
Gestalt
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n

Z XY

=1

mit ¢; = 0, +1. Die ¢; sind jeweils durch die Form bis auf die Reihenfolge be-
stimmt. Das obige Verfahren liefert die gewtinschte Umformung.

87 Anwendungen

1.) Wir beginnen mit einer geometrischen Anwendung.

Definition 7.1. Eine Quadrik imR" ist die Nullstellenmenge eines quadratischen
Polynoms.

Offensichtlich kann ein solches Polynom folgendermal3en gegeben werden:

a(X¥) = q(Xq, ..., %) = XAx+'ax+Db

X1
mitx = | : [, A € R™ eine symmetrische Matrixg € R" undb € R. Um eine

Xn
Vorstellung von der Gestalt der Quadrik

Q={x:q(x) =0}

zu bekommen, fihren wir geeignete neue Koordinaten mittels der Ergebnisse des
vorigen Paragraphen ein. Zunachst existiert nach dem Sylvesterschen Tragheits-
satz einS € Gl(n, R) mit

'SAS=diag|1,...,1,-1,...,-1,0,...,0].
—_—— )

k | m
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Ersetzt man alsa durchS xund schreibt fifaS wiederumta, so wird die Glei-
chung in den neuen, wieder mibbezeichneten Koordinaten,

2

2 2 2
X4 oo X =Xy — oo — Xy F@1Xg +...+anX, +b=0.

Wir kdnnen noch vereinfachen, indem wir

2

2 al)2 a

X2+ agx =[x+ =] - =2,

1T A% (1+2 2
A1\ 8
_X13+1 + A1 Xkl = — (Xk+1 - 2+1) + alzrl

schreiben, entsprechend an den anderen Stellen, die neuen Koordinatei 2
usw. einfihren und wieder mi; usw. bezeichnen; dann wird die Gleichung

X 4 X=X = = X+ A1 X ls L T F AKX+ D=0,

wobeib eine neue Bedeutung hat. Falls nicht @ljér j > k+1 Null sind, flhren
wir als neue Koordinate

F)Zk+l+l = Al +1%++1 .-+ 3nXy

ein. SchliefRlich normieren wir die Koordinaten noch so, daf30 oder+1 wird.
Damit wird die Gleichung

2 2 2 2
X+ oot X=Xy — o — Xy + X1 +b=0

mite=0o0der1b=0o0der+1,0<k<n0<l<nk+1<n.

Die Gestalt vonQ kann hieraus abgelesen werden — das isinfi# 2 oder 3
Gegenstand elementarer Geometrie. Z.B. wird durch
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2 2 2

eine Sphére gegeben, durch+ x5 — X3 = 1 ein einschaliges Hyperboloid, usw.

Das beschriebene Verfahren wird in geometrischer Sprechweise als Hauptachsen-
transformation quadratischer Hyperflachen bezeichnet (gendtiee ldauptach-
sentransformation). Arbeitet man nur mit unitdren Abbildungen, so spricht man
von euklidischer Hauptachsentransformation. Man vergleiche G. Fischer: Analy-
tische Geometrie (Hamburg 1978).

2.) Als zweites Beispiel betrachten wir kleine Schwingungen eines mechani-
schen Systems. Es werde durch die Koordinaken (., x,) = x beschrieben und
befinde sich bek = 0 in der Ruhelage. Die kinetische Energie sei eine positiv
definite quadratische Form in den Geschwindigkeigrdie potentielle Energie
eine in den Auslenkungex :

1 1
T = 2T V= Z'xV
2 2 XV X%

T undV positiv definiten x n-Matrizen. Die Bewegungsgleichungen sind dann

A A . j=1...n,

also nach leichter Rechnung

TX+Vx=0.

Nach dem Spektralsatz existiert &re Gl(n, R) mit

'STS=E und 'SVS=diag@i,...,4,), 4 >0.

Einfilhren der neuen Variablen



liefert nach Multiplikation mit'S :
g+ Dg=0, D=diag{s,...,An).
Hieraus liest man den Bewegungsablauf des Systems ab:

— A Qwit ariwijt
qJ—AJeIJ+BJe ],

2 _ .
a)j—/lj.

88 Topologie von klassischen Gruppen

1) K=R,C.EsseiG = GI(n,K).

Satz 8.1Die folgenden Abbildungen sind reell-analytisch, im Féle= C sogar
holomorph.

1)
M: KnxnxKnxn_)Knxn
A B+— AB.
(2
det : K™" - K.
)
1:G—-G
Ar— AL

Insbesondere sind die Gruppenoperationeraatell-analytisch bzw. holomorph,
undG ist offen inK™™",
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2.) Wir verwenden jetzt einige topologische Betgi die aus der Analysis be-
kannt sein sollten.
Satz 8.2Gl(n, R) hat 2 Wegkomponentefgl(n, C) ist zusammenhangend.

Beweis.1) det : Glf), R) — R* ist stetig surjektiv, also hat Gi(R) mindestens 2
Komponenten.

Hilfssatz. Es sei EE = diag(1...,1,+1) € G, = Gl(n,K). Dann ist jedes A G,
mit E} oder E' verbindbar (i.e. es gibt einen Weg in,@on A nach E bzw. E).

Beweis.EsseiA=(...a...b...) € G,, wobeiq, b Spaltenvektoren sind. Dann ist
Ain G, verbindbar

@mit A=(..a...b+sa...), SseR
(b)mit A=(..—a...—Db...).

Um (a) zu zeigen, wahle mare [0, 1] und bilde

At)=(...a...b+tsa...).
Dann ist deA(t) = detAundA(0) = A, A(1) = A'.

(b) folgt aus (a), indem wir der Reihe nach die folgenden Matrizen gemal (a)
miteinander verbinden:

(
(..—a=D...b+2a...),
(..—a=D...a...),
(..—a=Db...—Db..),
(..—a...=Db...)=A.

Den Hilfssatz zeigen wir nun durch Induktion nactDer Falln = 1 ist trivial.
EsseiA=(a;...a,) € Gy, mit
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an = :
Ann
Ist amn = 0, so laft sichA mit A" = (&) € G, gemali) verbinden, wobea;, # 0
ist. Nehmen wir also gleich,, # 0 an. Gemal (a) verbinden wir n&mit

AI

%

o ... Oann

wegen def; = a,, - detA’ ist A’ € G,_;. Nach Induktionsannahme i8t in G,_;
mit E7-! verbindbar, etwa durch einen Wég(t), 0 < t < 1. Dann ist

k
A(t) :
At) = :
*
0 0 anmn
eine Verbindung vor\; mit
*
En—l .
I .
A2 =
%
0 0 am
Der WegAy(t):
T
EN-1 :
Ag(t) = P
(€3
0 0 am
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verbindet danm, mit
Az =diag(l...,1, +1, a.).

Ist a,n keine reelle negative Zahl, so bilden wir

Ag(t) = diag(d..., 1, +1, 1+ t(am, — 1)

als Verbindung irG,, zwischenA; und

Ay =diag(l...,+1,1).

Ista,, < 0, so sei

As(t) =diag(d...,+1,-1+t(ann+ 1))

eine Verbindung ir5, zwischenAz und

A, =diag(l...,+1,-1).

Andert man nurA, gemaf (b) ab, so erhalt man die Behauptung des Hilfsatzes.

Beweis von Satz 8.2Ende. (a)K = R. Aist mit E] bzw. E" verbindbar, je
nachdem, ob dét > 0 oder< O ist. E] und E" sind nicht verbindbar, da die
Determinanten unterschiedliches Vorzeichen haben.

(b) K = C. Jetzt sincE" undE" in G, verbindbar:

E(t) =diag(1...,1,€"), O<t<un,

stellt eine Verbindung her.

3.) Satz 8.3U(n) und n) sind kompakt.
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Beweis.(1) Ist A € U(n) oderO(n), so sind die Matrixeintrage;; vom Betrag
<1, d.h.O(n) undU(n) sind beschrankt.

(2) A= (ay...an) € U(n) bedeutet{a;, ax) = 5jx. Das sind Gleichungen zwischen
stetigen Funktionen; die Losungsmenge ist also abgeschlossen.

Ohne Beweis notieren wir noct®(n) hat genau 2 Wegkomponentdd(n) ist
zusammenhéangend.

2 Normalformen von Endomorphismen

80 Algebraische Grundlagen

1.) Ich erinnere zunadchst an grundlegende B&grind Konstruktionen aus der
Theorie kommutativer Ringd sei immer ein solcher Ring mit 1-Element.

Definition 0.1. Ein Ideala c R ist eine nichtleere Teilmenge, fir die gilt:

(1) Mit x,y € aistauch x+y € a.
(2) Mitxe aundre Ristrxe a.

Definition 0.2. (1) Ein Idealp heil3t prim, wenn aus xg p stets folgt: x oder
yep(undp # R).

(2) Ein Idealm heif3t maximal, wenm # R ist, aber aus der Inklusiom c a C R,
a ein ldeal, folgt, dafs = m oder R ist.

Definition 0.3. M c a heil3t Erzeugendensystem wgmwvenna das kleinste Ideal
mit M c a ist. Wir schreibem = (M). Ist M einelementig, M= {x}, so heil3t
a = (M) = (X) Hauptideal.

Z.B.istR = (1); (0) das Nullideal. Alle Ideale i@, dem Ring der ganzen Zahlen,
sind Hauptideale, ebenso K[ X], dem Polynomring in einer Unbestimmten Uber
dem KorperK.
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Ideale treten als Kerne von Ringhomomorphismen auf. Zu jedem tdkahn
man den Faktorring/a und den Quotientenhomomorphismus

m.R—->R/a

bilden:R/a besteht aus den Restklassen oder Kongruenzklassen

X+a={X+U:UE€E a},

undz ordnet jedenx seine Restklasse zu. Rl (0) istR/a = R (isomorph), fur
a = RistR/a der Nullring. Ein Ideab ist genau dann prim, werigy p nullteilerfrei
ist, m ist genau dann maximal, wemym ein Korper ist.

Definition 0.4. Eine Einheit in R ist ein ue R, zu dem es ein (multiplikativ)
Inverses o (mit uut = 1) gibt.

Die Einheiten bilden eine multiplikative Gruppeé. Wir nennen Elemente y € R-
{0} assoziiert, wenn es eine Einheitit y = uxgibt. Jede Einheit erzeugt das Ide-
alR = (1), je 2 assoziierte Elemente erzeugen dasselbe Hauptideal.

2.) Rseinun nullteilerfrei.

Definition 0.5. (1) ab ,teilt, wenn b = ramitr € R ist.

(2) p hei3tirreduzibel, wenn p keine Einheit ist und wenn aus der Zelegenajp
folgt, daf a oder b Einheiten sind.

(3) Eine Nichteinheit p heil3t prim, wenn aus der Teilbark¢gtbfolgt, ga oder
plb.

Primelemente sind irreduzibel. Ist ferngrassoziiert zyp, so istp’ genau dann
prim bzw. irreduzibel, wenmp es ist. Das von einem Primelement erzeugte Haupt-
ideal ist ein Primideal.

Definition 0.6. Ein Ring R heil3t faktoriell, wenn er nullteilerfrei ist und jedes
Element# 0 Produkt von Primelementen und Einheiten ist.
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In faktoriellen Ringen fallen die Bedte ,prim“ und ,irreduzibel* zusammen,;
aul3erdem ist jede Primzerlegung bis auf Einheiten eindeutig.

Um Beispiele zu erhalten, beweisen wir

Satz 0.1.Jeder Hauptidealring ist faktoriell.
Dabei benutzen wir natirlich

Definition 0.7. Ein Hauptidealring ist ein nullteilerfreier Ring, in dem jedes Ideal
Hauptideal ist.

Beweis von Satz 0.11) Zun&chst zeigen wir, dal jedes irreduzible ElemeR in
prim ist.

Es sei alsq@ irreduzibel undglab. Nehmen wir an, da@ nicht a teilt. Das vonq
unda erzeugte ldeald, a) ist dann ein Hauptideal, etwa (r). Also istq=p - r.
Warep eine Einheit, so hatte man wegeja auchgla. Da q irreduzibel ist, ist
somitr eine Einheit, d.h.q, a) = R, und die Gleichung

1=nq+aa

ist in Rl6sbar. Es folgt

b=b-1=Db(rq+ aa) = brq+ aab,
und beide Summanden rechts sind dugdeilbar. Es folgt:gb und damit istq
prim.

2) Als zweites zeigen wir, dal’ jedase R Produkt irreduzibler Elemente ist
(wobei wira # 0, a keine Einheit, annehmen). Nennen wischlecht, wenn es

kein solches Produkt ist, und weisen wir nach, dafd es keine schlechten Elemente
gibt!

a sei schlecht. Insbesondere ashicht irreduzibel, und wir haben eine echte Zer-
legung

a=a =a-a;. (as,a; keine Einheiten)

Hier muf3 mindestens ein Faktor wieder schlecht sein, afywand es folgt
a=ay-a, (aa,keine Einheiten)
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mit einem schlechten Faktor, etwa Sukzessive erhalten wir eine Folge

a=43ag, A1, A, A3, ...
von schlechten Elementen, von denen jedes ein echter Teiler des vorhergehenden
ist:
aj = aj.1@j,3, &, keine Einheit

Betrachten wir die hiervon erzeugten Ideale: man hat also

(@) &c@&@&c(@)s...
Setzen wir

o= J@)
j0
so ist, da die Idealfolge aufsteigtwieder ein Ideal, also n.V. ein Hauptideal
a=(A).

Das Element liegt nun in einem derg|), etwa in @). D.h. aber: flirj > Kk ist
einerseits

a; = (le,
andererseits ist
A= agy,
d.h. a; = aaja  (fur j > K).

Damit ware

(ak) = (ak+1) = (ak+2) =
im Widerspruch zur Konstruktion dex.

3) Wir wissen aus dem vorigen Semester, daf3 aus 1) und 2) die Faktorialitdt von
R folgt.
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Als Konsequenz notieren wir: die Ringe sowieK][X], wobeiK ein Korper ist,

sind faktoriell. Weiter sei noch erwahnt, dal3 in einem Hauptidealring jedes von
0 verschiedene Primideal maximal ist. Ist alseine Primzahl, so istZ/(p) ein
Korper: wir kennen ihn langst als Primkorgey; ist f(x) einirreduzibles Polynom

# 0, soist

KIX]/(f(x)

ein Korper. Auf diese Weise konstruiert man in der Algebra zahllose neue Kérper;
wir kennen die Beispiele

Q(V2) = Q[X]/(X* - 2),
C = R[X]/(X? + 1),

und viele mehr.

81 Problemstellung und elementare Ergebnisse

1) Esseif : V — V ein Endomorphismus einesdimensionalerK-Vektor-
raums. Wir suchen eine Basis véh etwa A, so dalR3f durch eine ,mdglichst
einfache® Matrix in dieser Basis beschrieben wird, im Idealfall durch eine Diago-
nalmatrix. Wir wissen schon, dal3 der Idealfall nicht immer eintritt. In der Sprech-
weise der Matrizen suchen wir Z& € K™" eine dhnliche MatriXxS—*AS von
»,moglichst einfacher Gestalt. Analog kbnnen wir fragen, unter welchen Umstéan-
den zwei gegebene Matrizen oder Endomorphismen &hnlich sind.

Mit f bzw. A verbunden sind folgende Objekte.

(1)
x1(X) = det(X - id - f),
Xa(X) = det(X- E - A),

das charakteristische Polynom vémzw. A. Es ist ein Polynonm-ten Grades,

xiX) =X"+a X"+ . +a,
mit a; € K, und zwar istyy = — Spf, a, = (—1)" detf; analog furA.
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(2) Die Nullstellen; von x¢(X) bzw. ya(X) (in einem Erweiterungskorper von
K): das sind die Eigenwerte vdnbzw. A. In einer geeigneten Kérpererweiterung
zerfallt das charakteristische Polynom

i) = [ [X=)m, 4 # 4
j=i.k
m; heil3t algebraische Vielfachheit des EMV
(3) Zu jedemy; € K der Eigenraum
V(1;) = Kern (1;id - f);

notwendig ist

dimV(1;) < m;
(dennf|V(4;) ist die ,Homothetiex — 1;x; demgemal spaltgt (X) den Faktor
(X=245)" mitr = dimV(4;) ab).
f ist genau dann diagonalisierbar, wenn alles K und immer
m; = dImV(/lj)
gilt.
2.) Esseinum(X) € K(X) ein beliebiges Polynom,
pX)=ag+aX+...+aX, a ek
Wir definieren
p(f)=ag-id+af+a-f2+...+af
mit

fl=fofo---of, f°=id.
A

Dannistp(f) : V — V wieder ein Endomorphismus:

P(F)(X) = ax+ ar f(X) + ...+ a f'(x).
Entsprechend kdnnen wir eine Matxe K™" in p(X) einsetzen und erhalten
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p(A) € K™,
Wichtig ist

Satz 1.1Es gibt ein Polynom (x) # O, so daf3 ¢f) = 0 € EndV. Analoges gilt fur
Matrizen.

Beweis.Die Endomorphismen

id= O, f 2., f,. ..

sind linear abhangig, da dimENM = n? ist. Somit existiert eil < n? und
ag, ..., a, hicht alle 0, so daf}

aoid +af+...+a.f =0

ist. D.h. aber, fur

PX) = ag + a X + ...+ aX?
gilt p(f) = 0.
In Wahrheit kand viel kleiner alsn? gewahlt werden:

Satz 1.2(Satz von Cayley-Hamilton) Jeder Endomorphismus ist Nullstelle seines
charakteristischen Polynoms, jede Matrix entsprechend.

Bemerkung. E seiA € K™". Natirlich ist

detAE- A) =0€K;

es ist aber etwas anderes zu zeigen:

ya(A) = 0e K™,

Beweis des Satze$l) Wir bezeichnen mit die adjungierte Matrix: is& = («;j),
S0 istA = (@;j) mit

Efij = (—1)i+j detAji;
Al entsteht durch Streichen der Zejlend Spalté ausA.
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(2) XE — A koénnen wir als Matrix inK[X]™" aufassen, aber auch als Polynom
von Grad 1 im Polynomrindg<™"[X]. Beides werden wir tun, wobei wir darauf
achten mussen, da€™" nicht kommutativ ist.

XE = A sei nun die adjungierte Matrix 24E — A in K[X]™". Weiter ist
detXE — A) = ya(X) € K[X],
und wir haben die ilK[X]™" glltige Relation

(XE=A(XE-A) = Xa(X)- E

(Cramersche Regel). Diese Relation interpretieren wir als eine Relatidh1pX] :

XA(X) -E = COE+C]_EX+ ..+ E-X¢€ Knxn[x]
XE-A eKnXI’l[X]
)(/E\_/A:AO+A1X+..,+Ame€ Knxn[x],

also lautet die obige Identiat

(Z iji) C(XE-A) = Z(cj E)XI,

j=0 j=0
oder — daX mit A vertauscht! —

n-2 n

—AoA+ > (A = ALt AXIT + A X = ) (GE)X.

j=0 j=0
Damit haben wir die Koizientenc;E des charakteristischen Polynoms neu be-
rechnet: es ist

Xa(X) - E = —AoA+ (Ao — AIAX + ... + (Ao — At AX + A XM
Setzt manX = A, so folgt unmittelbaja(A) = 0.
Bemerkung: Aus der Identitat
n-1
(Z AjX"J (XE-A) = xa(X) - E
j=0
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folgt nicht, daf3 fur beliebige MatrizeB € K™"
n-1 _
{Z A B’) (BE-A) = xa(B) - E
j=0
ist — richtig ist das nur flr miA vertauschbare Matrizen.

Die Menge Ann€) der Polynomep mit p(f) = O ist ein Ideal, welches nach Satz 1

nicht das Nullideal ist und nach Satz 2 das charakteristische Polynom enthélt. Da
es ein Hauptideal ist, gibt es ein — bis auf Assoziiertheit — eindeutig bestimmtes

ErzeugendeP;(X) in Ann f,

Ann f = (P¢(X));

es ist ein Polynom minimalen Grades in diesem Ideal.

Definition 1.1. Das Minimalpolynom Pvon f ist das normierte Polynom mini-
malen Grades mit Rf) = 0.

,nhormiert” soll heiRen: der Leitkd&zient ist 1
Nach Satz 1.2 gilt danR¢ | y¢, insbesondere ist ddgy < n.

Alle diese Begtife sind natirlich genauso auf Matriz&re K™" anwendbar. Als
einfache Beispiele betrachten wir

1)
A:diag(/ll,...,/ll,/lz,...,/lz,...,/lk,...,/lk).
— —— ——

I1 I2 Ik

Man pruft sofort

xa) = | ] x=a)

i=1.k

PAX) = [ [ (X- )

j=1..k
nach.

2) A= (é 1) Hier ist
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xa(X) = Pa(X)) = (X - 1)
Wir kdnnen nun eine weitere Ahnlichkeitsinvariante angeben:

Satz 1.3Ahnliche Matrizen (oder Endomorphismen) haben dasselbe Minimalpo-
lynom.

Beweis Es seiB = S~AS, es seip(X) = 3, a;X! ein Polynom mitp(A) = 0. Dann
ist

p(B) = > (SAS)
]
=) aSTAIS

= sj-1 (> aAls)
=s7*() aA)s

=S !p(A)S = 0.

3.) Ich beschreibe nun die Hauptidee der folgenden Uberlegungen.

f:V-oV
sei ein Endomorphismus dé&sVektorraumesy. Ist p = p(X) € K[X] ein Poly-
nom, so definieren wir fix € V
p-XZ p(f)(X) = aoX+aif(X) + ...+ anf"(x),
wobeip = p(X) = ag+ a1 X + ... + a, X" ist. Das ist eine Verkntpfung zwischen
Polynomen und Vektoren, d.h. eine Abbildung
KIX] xV -V

(P(X), X) — p(X) - x.

Es ist leicht zu sehen, dal’ diese Verknupfung dieselben formalen Eigenschaften
haben wie die Multiplikation von Kérperelementen mit \ektoren,
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KxV -V
(A, X) — AX.

Die Verkniupfung ist vonf abhéangig und bringt daher, wie wir sehen werden,
wesentliche Eigenschaften vdreum Vorschein. Neu ist nun, daf3 der ,Operator-
bereich®, den wir fUN einfiihren, nicht mehr ein Korper ist, sondern lediglich ein
Ring, namlich der Polynomring[X]. Das ist der Grund fur unser vorheriges Stu-
dium von Ringen und Teilbarkeit. Im nachsten Paragraphen systematisieren wir
diese Ideen.

82 Moduln

1.) Rseiein kommutativer Ring mit 1-Element.

Definition 2.1. Ein R-Modul M (*Modul Uber R*) ist eine nichtleere Menge M
zusammen mit zwei Verkntipfungen

MxM—5 M
abr—a+hb,
RxM — M,
A,a— Aa,
fur die gilt:
(1) M, + ist eine abelsche Gruppe
2)

AX+Yy) = AX+ Ay
(A + )X = AX + ux

(Ap)x = A(ux)
1-x=x

fr A, u,1e R x,ye M.
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Beispiele
1. Vektorrdume sind Moduln Uber einem Korper.
2. Jede abelsche Gruppe “ist” edaModul mit der Verknipfung

NX=X+---+X , n>1,
N——

n— mal

(~Mx=n-(-x)
0-x=0

3. Die ldeale vorR sind dieR-Untermoduln. Dabei verwenden wir nattrlich

Definition 2.2. N ¢ M heif3t Untermodul des R-Moduls, Menn N mit den indu-
zierten Verknupfungen, - ein R-Modul ist.

4. Es seV ein K-Vektorraum,f : V — V ein Endomorphismus. Fip(X) € K[X]
definieren wir wie fruher

p(X) - x=p(f)(x), xeV.
Dann istV ein K[ X]-Moldul, wie man sofort verifiziert.

Wir entwickeln nun die Theorie weiter.

Definition 2.3. (1) ¢ : M — N ist ein Homomorphismus von R-Moduln, wenn
gilt:

e(X+Y) =o(X) +o(y) , @AX) = Ap(X),

firieR x,ye M.
(2) Ein Isomorphismus ist ein bijektiver Homomorphismus.

Kerng = {x € M : ¢(x) = 0} sowie Bildg = {¢(X) : X € M} sind dann Untermo-
duln vonM bzw. N.

Satz 2.1Es sei Nc M ein Untermodul. Auf der Faktorgruppe /M wird durch

A-[x] = [4X],
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wobei[X] die Kongruenzklasse von mod N bedeutet, eine R-Modul- Struktur
erklart.

7. M— M/N
X +— [X]

ist ein Modulhomomorphismus fur diese Struktur. Ist

. M—->P

irgendein Modulhomomorphimus und-NKerng, so gibt es genau einen Homo-
morphismusp, der das Diagramm

M 5 P
I 7%
M/N

kommutativ macht ist injektiv und bildet MN isomorph auBild ¢ ab.
Der Beweis besteht in den ublichen Verifikationen.

2)

Definition 2.4. N sei eine Teilmenge eines R-ModulsDMr von N erzeugte Un-
termodul von M ist

L(N) = )M’ : M’ > N, M’ Untermoduj

Wie im Falle von Vektorraumen zeigt man

L(N) = {Z/lej C X € N,/lj € R},
i

d.h.L(N) ist die Menge aller endlichen Linearkombinationen von Elementen von
N (mit Koeffizienten inR). Ist N endlich, so schreibt man auch, fir= {xy, ..., X} :

L(N):Rx1+...+R>q<:ZRx.
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Definition 2.5. Ein Erzeugendensystem fur M ist eine Teilmenge N von M mit

M = L(N).

BesitztM ein endliches Erzeugendensystem, so higif&ndlich erzeugt.

Z.B.istR = R- 1 endlich erzeugt. In einem Hauptidealring ist jedes Ideal endlich
erzeugt (namlich von einem Element).

Definition 2.6. Ein Untermodul, der von einem Element erzeugt wird, heil3t zy-
klisch:

N=RxcM, xeM.

Definition 2.7. My, ..., M, seien Untermoduln von MDann ist ihre Summe

D Mp=Mp+o+ M= LML UL U M),

j=1.r

Man sieht wie bei Vektorraumen, daf die SummeMerus allerx der Gestalt

X=X1+...+ %, Xj€Mj
besteht.

Ebenso leicht zeigt man
Satz 2.2Es sei M = ijl M; c M. Folgende Aussagen sind aquivalent:

(1) Jedes x M’ lal3t sich auf genau eine Weise als

r
X:ZXJ', Xj € Mj,
=1

darstellen.
@)MNYE,iMj=0 furalle i
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Definition 2.8. Gilt fir M” = } M; die Eigenschaft (1) oder (2) aus Satz 2.2, so
heil3t M die direkte Summe der Untermoduln,M

M=PM=Mo.. oM;

j=1.r
die Darstellung M= M; &...® M, ist eine direkte Zerlegung von’M

Fur endlich viele Moduln la3t sich auch die aufRere oder konstruierte direkte Sum-
me einfuhrenMy, ..., M, seienR-Moduln. Man erklart

M = {(Xs, ..., %) Xj € Mj}

mit komponentenweiser Addition und Multiplikation mit Ringelementen. Dann
hei3tM die direkte Summe dev; :

M=M&---&M,.

JededV; ist isomorph zum Untermodul

MJ’- ={0,---,0,%0,...,0) : xe M;},
undM = M; @...® M; gemal Def. 2.8. Insbesondere ist

RR=R®...®R
~—— —

kmal
ein R-Modul.

Definition 2.9. M heiR3t frei vom Rang,kvenn M isomorph zu'Rst.

3)
Satz 2.3M sei ein R-Modul. Die Menge

AnnM ={1eR: Ax=0flralle xe M}

ist ein Ideal in R

Das verifiziert man sofort.
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Definition 2.10. (1) Ann M heil3t Annullatorideal von M

(2) Annx = AnnRx heif3t Annullatorideal von. x

(3) xe M ist ein Torsionselement, wedmn x # (0), wenn es also ein # 0in R
mit Ax = 0 gibt.

(4) M heildt Torsionsmodul, wenn M nur aus Torsionselementen besteht.
(5) M heil3t torsionsfrei, wen@ € M das einzige Torsionselement ist.

Schauen wir uns kurz einige einfache Beziehungen zwischen dieseffi&egn:

(1) Endlichdimensionale Vektorraume ubiérsind freie K-Moduln vom Rang
gleich der Dimension des Raumes; sie sind torsionsfrei.

(2) IstR nullteilerfrei, so ist jeder freie Modul auch torsionsfrei.
(3) Eine endliche abelsche Gruppe ist ein Torsigristodul.
(4) Die Torsionselemente iR sind gerade die Nullteiler.

(5) Q, + ist ein torsionsfreier nicht freie£-Modul (d.h. kein freier Modul vom
Rangh < co. Definiert man auch freie Moduln unendlichen Ranges in nahelie-
gender Weise, so erkennt man auch, Qalerhaupt kein freieZ-Modul ist).

4.) Nunseif : V — V ein Endomorphismus ein@sdimensionalerK-Vektor-
raums. Wir fassel als K[X]-Modul auf - siehe§1:

pP(X) - x = p(f)(x).

AulRerdem istv natdrlich ein freierK-Modul vom Rangn: wir vergleichen die
beiden Strukturen.

(1) Istay, ..., a, eine Basis vorV, so ist

V = K[X]a + ...+ K[X]a,,

also ein endlich erzeugt&{ X]-Modul.

(2) Ist P¢(X) das Minimalpolynom vorf - esist# 0 -, so ist

AnnV = K[X]P:(X) = (P:(X));

insbesondere idf ein TorsionsK[X]-Modul.

Satz 2.4Fur W c V sind aquivalent:
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i) W ist ein Unter-K X]-Modul.
i) W ist ein f-invarianter Untervektorraum - i.e (W) c W.

Satz 2.5Fur V ist aquivalent

i)V =U e W als direkte Summe vor{ X]-Moduln.
i)V =U e W als direkte Summe f-invarianter K-Unterrdume.

Beide Satze verifiziert man unmittelbar. Wir wollen nun die Situation von Satz 2.5
genauer ansehen.

Es sei alsd/ = U & W die direkte Summé -invarianter Unterraume. Wir wahlen
Basenay,...,a in U, a1,...,a,In W dann ist als@, .. ., a, eine Basis vorV.

In dieser Basis gilt
f(a) = Z @ja;,

j=1..n
und wegen def-Invarianz vonU undV ist

aj =0flri =1,...,kundj >k,
furi=k+1,...,nundj <Kk,
d.h. die MatrixA von f hat bez. dieser Basis die Gestalt

* % 0
A= . = diag®B, C),

mit B € Kk C ¢ KI-kx(-K _ Hat umgekehrA bez. einer Basia, . . ., &, a1,
.., a, diese Gestalt, so ist, mit

U:L(alaaak)1 W:L(ak+1,--~,an),

V=UesW

als direkte Summe voK[X]-Moduln.
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83 Torsionsmoduln Gber Hauptidealringen

Hauptergebnis dieses Kapitels ist der in diesem Paragraphen bewiesene “Struktur-
satz" fur endlich erzeugte Torsionsmoduln Gber Hauptidealringen. Wir benétigen
alle bisherigen Informationen aus der Teilbarkeitslehre.

1.) Es seia ein Ideal im RingR. Dann ist der Faktorrindr/a ein R-Modul,
der von genau einem Element, ndmlich der Restklasser,lerzeugt wird. Ist
umgekehrtM = Ra d.h. ein von einem Element erzeugieModul, so ist

M = R/aq,

mit a = Anna.
Definition 3.1. Der Modul M heif3t zyklisch, wenn es eired mit M = Ra bzw.
ein Ideala ¢ R mit M= R/a gibt.

Z.B. sind dieZ,, = Z/(m) zyklischeZ-Moduln, die uns ja schon gut bekannten
endlichen zyklischen Gruppen.

Fallsa # (0) gilt, ist M = R/a naturlich immer ein Torionsmodul, igt= (0), so
ist M = R/(0) = Rfrei und kein Torsionsmodul (¢ Rist kein Torsionselement);
fur nullteilerfreiesRist R = M sogar torsionsfrei.

Die zyklischen ModulR/a sind die einfachsten Torsionsmoduln. Unser Ziel ist,
beliebige (endlich erzeugte) Torsionsmoduln aus ihnen aufzubauen.

2.) Ab sofort seiR ein Hauptidealring undM ein endlich erzeugter Torsions-
modul UiberR, also

M=Rx +- -+ RxX.
Hilfsatz 1. Es gibt a# 0in R mitaM= 0.

Beweis.Zu x; existierta; # 0 inRmit a;x; = 0. Dannistflima=a;-a,... a sicher
aM = 0, und es ist # 0 wegen der Nullteilerfreiheit voR.

Wir definieren nun fille e R :
M@ ={xe M :ax= 0}
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und bemerken sofort, ddd(a) ein Untermodul vorM ist. Ist fernere eine Einheit,
so istM(a) = M(ea).

Definition 3.2. Es sei pe R ein Primelement. Der Modul

Mp = | JM(p") = {xe M : 3 neNmitg'x = 0)
neN

heil3t p-primare Komponente von. Mt M = My, so heil3t M p-primar.

Fundamental ist nun

Hilfssatz 2.a und b seien teilerfremde Ringelemente. Dann ist

M(ab) = M(a) & M(b).

Beweis.Nach Voraussetzung ist das Ideallf) der ganze Ring, d.h. es gibig €
R mit
aa+pb=1

Nun seix € M(ab), dann gilt:

x=1-x=(aa+ pb)X = aax+ Bbx= X + X,

und es ist

bx; = eabx= 0,
ax = Bbax= 0,
somit istM(a, b) = M(a) + M(b).
Um zu zeigen, dal3 die Summe direkt ist, betrachterxwevi(a) N M(b)):
x=1-x=aax+pBbx=0+0=0.

Satz 3.1(1. Zerlegungssatzs sei M ein endlich erzeugter Torsionsmodul tber
dem Hauptidealring RDann gilt

(1) Es gibt nur endlich viele PrimelementesgR mit M, # 0 (bis auf Assozierte
genau).
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(2) Istae AnnM und

a=ep'...p¥
die Primzerlegung von,&o ist M, # 0 hochstens fur g= p;, und man hat

M = D M.

i=1...k
(3) In der Situation von (2) ist
Mg = M(p), i=1...k
(4) Istinsbesondere a ein erzeugendes Element des Annullatorideals,von M
a=efg...pm
die Primzerlegung, so sind alle )M 0, und

M=My,®...0 M,
(5) Ist

M=Mg®...6M,

eine direkte Zerlegung von M in-grimare Untermodulnz O und sind die g
paarweise nicht-assoziiert, so istd m und (nach Umnumerierung) g q. -
Dabei sind die pdie Primfaktoren aus (4).

Beweis.(a) Nach Hilfssatz 1 ist AnM # 0, also folgt (1) aus (2).
(b) Wir zeigen nun die Aussagen (2) und (3). Es sei also

a=ef!...p € AnnM,

e Einheit, p; paarweise nichtassoziierte Primelement®&imNach Voraussetzung
ist M = M(a), nach Hilfssatz 2 also

M = M(a) = M(p}) & M(pi ... p¥

= D M(R)).

i=1.k
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Nun gilt natiirlichM,, > M(p!"). Ist andererseitg € My, so besitztx die Sum-
menzerlegung

X=X +...+ X

mit x; € M(p}"). Dann ist weiter fuit groR8 genug

O0=plx=px +...+ pXe
Damit folgt

pix; =0 fiir alle ],
d.h.

xj € M(p}) N M(p}).
Fir j # i ist damitx; = 0, und wir seherx = x; € M(p!").

Damit ist (3) bewiesen. Ist schlieRlighirgendein Primelement und e M, so
gilt p'x = 0 fur passendds Wir zerlegen wieder

X=X+ ...+ X

mit X € M(p') und erhalten wie oben

X € Mp N M(p!")

und damit (nach Hilfssatz 2 = O fur p # p;, also entwedeM, = 0, falls
namlichp # p;, i = 1...k, oderp = p; fir genau ein.

c) Es sei nund) = AnnM und

a=efd...pm

die Primzerlegung voa. Nehmen wirM,, = 0 an und setzen

b=epg!...p 1.
Dann haben wib | a und, wegenM,,, = 0, auchb € AnnM. Abera { b, im
Widerspruch zur Wahl von a. Damit ist (4) bewiesen.

d) Wir zeigen: es seien
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M=M,&...eM, =M/ &...0 M

zwei Zerlegungen voiM in p; bzw. g;-priméare Untermodul O; dann istn < t
und p; = O,..., Pn = On, (Nach geeigneter Numerierung) uMj, c Mg, i =
1...n. Daraus folgt die letzte Behauptung des Satzes.

Wir fihren Induktion naci durch.
Essein=1.DannistM = My, # 0, also gibtes eirMa’j # 0, ohne Einschrankung
etwaMy, d.h. 1< t. Nunseix e M = M;, . Gemal der zweiten Summenzerlegung

gilt
X=X1+X+ - +X, X €M
Es ist fr passendéssicherpx = 0. Daraus folgt wie friiher
pix; =0,
also
X; € M(py) N M,

und damit

X;=0 oder p;=q.

Wir diirfen dannp, = g; annehmen und haben

M5, © M.
(sogar Gleichheit).
Nun sei die Aussage schon fiir- 1 bewiesen, unat € M;, . Wir zerlegen wieder
X=Xg+...+Xpo1+ Xy + -+ X%

mit X; € Mg, wobei wir p; = q; flr j < nund Mp, € ng, ] < n, annehmen.
Multiplikation mit p!, fir groRed liefert

plx =0,

alsopl,x; = O fur alle j, alsox; = O fur j # n (bei geeigneter Numerierung!) und
Pn = O, fernerM;, c M.
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3.) Wir beachten nun den unmittelbar klaren

Hilfssatz 3. Jeder direkte Summand eines endlich erzeugten Moduls ist wieder
endlich erzeugt.

Damit bleibt die Struktur endlich erzeugtprprimarer Moduln zu untersuchen.
Hier gilt

Satz 3.2(2. Zerlegungssatz). Es sei M endlich erzeugt p- primar tiber dem Haupt-
idealring R Dann existiert eine Folge nattrlicher Zahlen
nNM<Ns---<Nn
mit
M= DM, M =R/(pY).

Die n sind durch M eindeutig bestimmt, insbesondere ist jededifdkt unzer-
legbar, und die Msind bis auf Isomorphie eindeutig durch M bestimmt.

Beweis.EsistM = };_; | Rx%. Fur die Existenzaussage fuhren wir Induktion nach
| durch.

() I = 1. JetztistM = Rx= R/ Annx = R/(p").
(ii) Induktionsschluf? vor — 1 aufl.

Wir wissen, daf

Annx = (p")
gilt. O.E. seir, = ndas Maximum der;, damit

M = Rx = R/(p").
Gehen wir zum Faktormod®l = M/M, Uiber. Bezeichnetimmer die Restklasse
von x beziiglichM,, so hat man
M =RX + - + RX_q;

daM wiederp-primar ist, liefert die Induktionsannahme Elemewte ..,y € M
mit

M =Ry, - @ R,
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und

Ry, = R/(p");

offensichtlich isth, < n, daM und damitM durch p" annulliert wird.

Diey; sind durchRy; nicht eindeutig bestimmt: wir kbnnen sie immer noch durch
Vielfache vonx, abandern. Wir wollen das so tun, daf3 fur die abgeandgiterir
nennen sie dang, die direkte Zerlegung

M:EBRZGBM,

i=1.k
besteht. Dazu beachten wir:

p"y; =0,
d.h.

pYyi = ax = hip™x,
wobeip™ die héchstep-Potenz ing; ist, also

(hi,p) =1
Damit ist

0 — pnyi — pn—ni pniyi — pn—ni+m hi XI-
Das impliziert

p My € M(hy),
aberM(h;) = 0 nach Hilfssatz 2, und damit muf3

n-n+mz>>n

sein, alsa;, < m. Jetzt setzen wir

z =Yy —hp™""x
und zeigen:

(i) M = DRz o M,
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(a) Zunachst gily; = z, ferner

p"z = p"(yi —hip™""x) = Pty —hip"x =0
alsoRz = Rz = R/(p™).
(b) Istx € M, so ist

X=az + - + &,

also

X=ayzg4+...+a%+V, VeM,.
DamitistM =Rz + ...+ Rz + M,.
(c) Die Direktheit der Zerlegung ergibt sich so: es sei

Uy+...+u+v=0, ueRzveM,.

Dann ist erst recht

Up+---+U =0,

alsou; = 0. Ist alson, = &z, so hat many, = 8z = 0, und das bedeutet
p" | &.
Damit ist aberz = 0 (wegen Teil a), also allg, = 0, alsov = 0.

(iv) Es bleibt die Eindeutigkeit der Zerlegung zu beweisen.

M=Mi®d..oM, =N1®...®Ng

seien zwei Zerlegungen der obigen Art, mit

M, = R/(p"), N, =R/(p™).
Wir durfenl; <1, < ... <l; undm; < ... < mgannehmen. Zu zeigen ist:

r=s und Ip:m,J far p=1,...,r.

Furr = 0istM = 0; also auchs = 0. Die Aussage sei nun fiir— 1 > 0 schon
bewiesen, wir folgern sie fi.
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Offenbar ist AnrM = (p'), ebenso= (p™), damit folgtms = |,. Es sei nun

Ns=R,, M,=Ryx,.
Wir wahlent so, daB3 flt < p <r immerl, = |, gilt, fir p < taberl, <1, ist, und
betrachten die Darstellung vgrals Summe von Elementen M,
y=aX+...taX+...FaX

mit a, € R Warep ein Teiler dera, fir allep mitt < p <r, so hatte man

1

ply=0,

im Widerspruch zur Annahme

Anny = (p").
O.E. sei nump 1 &. Damit ist auch

(P".a) =1,
und es gibt, 8 € Rmit

aa, +Bp" = 1.
Das impliziert

aa X = (1-pp")x = X.
Ich zeige nun, dal3

M=M;&:---&M;_1& Ng
gilt.
(a) Es st

X =Y — Xy — o — A1 X1,
Mulitplikation mit « liefert

g X = X = ay —au Xy — -~ @d-1X%-1.
Also liegtx, in My + - - - + M;_; + Ng, und wir sehen
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M=M;+---+M;_1+Ns.

(b) Um die Direktheit der Zerlegung zu zeigen, nehmen wir eine Relation

b1X1 + -+ br_lxr_l + by: 0
mit b,, b € Ran. Einsetzen der friheren Darstellung yatturch diex, ergibt

b]_X]_ + -+ b,—_]_Xr_l + b(alxl + -+ anr) =0
(b + bay)xy + - - + (br_1 + ba_1)%_1 + bax, = 0.
Hieraus folgt zunachst

bax =0, abax =0,
also wegenra, X, = X auchbx = 0 und damit die Teilbarkeit

" | b.

Damit ist aber
ba,x=0 firallep,

PiX1 + -+ b_1X-1 =0,

somitb,X, = 0: die Zerlegung ist direkt!

Jetzt kdnnen wir den Induktionsbeweis zu Ende filhren. Wir setzen

M:Ml@."@Mr—J.@NS:N].@".@NS—J.@NS'

Daraus folgt

M/N=zM; @ ---®dM_1 =N ®---dNgs.
Es gibt also UntermodulN,. = N, vonM; & - - - ® M,_1, S0, dal

Mi@---d@M_1 =N & ---®N,,;

ist. Nach Induktionsannahme istdana 1 =s—-1undl, =m,,p=1,...,r -1
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4.) Wir fassen die beiden Ergebnisse zusammen in
Satz 3.3(Struktursatz fur endlich erzeugte Torsionsmoduln tGber Hauptidealrin-
gen) Es sei M ein endlich erzeugter Torsionsmodul Giber dem Hauptidealring R.
Dann gibt es eindeutig bestimmte Primelemenge .p, px in R und p-primére
Untermoduln Mvon M mit

M = 5 M.

i=1.k

Ferner gibt es eindeutig bestimmte natlrliche Zahlgnie=1,....k j=1,...,5
mit

so daf

Mi = P R/(p").

i=1..5

EsistAnnM = ([T p}').

Insgesamt ist also

M= (HR/(p).
N

d.h. jeder endlich erzeugte Torsionsmodul Giber einem Hauptidealring ist eine di-
rekte Summep-primarer zyklischer Untermoduln; die Summanden sind bis auf
Isomorphie eindeutig bestimmt. Insbesondere ist ein M&1(™) direkt unzer-
legbar.

5.) Wir notieren zwei wichtige Spezialfalle; der fur die lineare Algebra wich-
tigste Fall wird im nachsten Paragraphen besprochen.

FurR = Z, Ring der ganzen Zahlen, ist ein endlich erzeugter Torsionsmodul eine
endliche abelsche Gruppe und die zyklischen Moduln

R/(p")
sind zyklische Gruppen der PrimpotenzordnyigWir haben damit
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Satz 3.4(Satz von Gaul3) Jede endliche abelsche Gruppe ist direkte Summe zy-
klischer Gruppen von Primpotenzordnung. Die Zerlegung ist bis auf Isomorphie
eindeutig bestimmt.

Die n&chste Anwendung bezieht sich auf den einfachen Fall zyklischer Torsions-
moduln und ist als chinesischer Restsatz bekannt:

Satz 3.5Es sei a# 0 ein Element eines Hauptidealringes R

— 1 Ik
a=ed'...p,
sei die Primzerlegung von a. Dann ist

R/(@) = D R/(p)")

i=1.k
Beweis.Nach dem ersten Zerlegungssatz ist

R/() =M = (P M(p})
mit AnnM(p) = (p'). DaM zyklisch ist, gilt dasselbe fil(p!'), also ist

M(p[") = R/(p}')-

84 Normalformen von Endomorphismen

1.) Wir kehren zum Normalformproblem fiir einen Endomorphismus

f:VoV

eines endlichdimensionaldf+-Vektorraumes zuriick und wenden die Ergebnisse
des vorigen Paragraphen an. Durch

Qx=Q(f)(x) . QeK[X],

wird V ein K[ X]-Modul, wie wir wissen, ein Torsionsmodul UbkfX].
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Definition 4.1. Es sei Wc V ein Unterraum.

(i) W heil3t f-invariant, wenn (\W) c W.

(i) W heiBt f-zyklisch, wenn es ein x in W gibt mit WL(x, f(x), f2(x),---),
wenn also die Bilder von x unter den Iterierten von f den Unterraum W erzeugen.

(iif) W heifl3t f-irreduzibel, wenn W f-invariant, aber nicht direkte Summe echter
f-invarianter Teilraume ist.

Jetzt kbnnen wir ein Worterbuch anlegen, welches die Begiler Modultheorie
—V als K[ X]-Torsionsmodul — in die der Vektorraumtheorie (Unterraume usf.)
Ubersetzt.

Satz 4.1Flr einen Unterraum W= V gelten folgende Ubersetzungsregeln

K[X]-Modul | K-Vektorraum
(i) W Untermodul| W f -invarianter Unterraum
(i) W zyklischer Untermodul W f-zyklischer Unterraum
(i) W direkt unzerlegbar W f-irreduzibel
(iv) AnnW = (Q) | W f-invariant, und fW hat Q als
Minimalpolynom

Beweis.Nur (ii) und (iv) sind noch zu zeigen. I8V zyklischer Untermodul, so ist
alsoW = K[X]a, a € W. Zu jedemx € W existiert somit ein Polynon®(X) =
ag+ X+ -+ aX mit Q(X)a = x, d.h.

X=ag-a+af@+---+af'(a).
Damit erzeugen dié'(a) den UnterraunW. Die Umkehrung folgt entsprechend.

Zu (iv). Es seiR(X) das Minimalpolynom vorf|W, und es sei@) = AnnW. Dann
ist Q(f) = 0 aufW, alsoRQ. DaR(f) = 0 aufW ist, istR € AnnW, d.h. QR
Somit istQ = R bis auf Einheiten genau.

2.) Wirwenden nun Satz 3.3 auf dé&j X]-Modul V an:

Es gibt eindeutig bestimmte PrimpolynorRe . .., Px und P;-primére Untermo-

dulnV; vonV mit
V= @ V.
i=1.k
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Ferner gibt es eindeutig bestimmte ganze Zahljgn=1,...,k j=1,...,s mit

def
1<ng<... < Nig =T,

so dalid

in zyklische Untermoduln

Vij = K[X]/(P)
zerfallt. DieV, sind dieP;-primaren Komponenten vov
Vi = Vp, = V(P),
und
P= Prl1 .. Prkk
erzeugt das Annullatorideal von

Ubersetzen wir diese Aussagen nun in die Sprache der Vektorraume.
(1) P ist das Minimalpolynom vorf.

(2) Vi = Kern P{(f)

(3) V;j ist f-zyklisch undf-irreduzibel.

(4) P ist das Minimalpolynom vorf |V;;.

Es bleiben noch di@;; zu interpretieren. Dazu konstruieren wir eine spezielle
Basis vonVv;;.

Nach Voraussetzung ist

Vij = K[X] X,

mit einem passendene V;;. Nach dem Beweis von Satz 4.1 erzeugen dann

X, f(X), F2(X), ...

den VektorraunVj;; tberK. Es sei nun

84



degP" =1.
Dann ist

0=PYx=f'(x)+a_1f(X)+-+apX

also istf'(x) eine Linearkombination defr!(x), mit A < | — 1. Induktiv folgt, daR

X, f(X),..., f71(x)

den Vektorraunv;; erzeugen; wir erkennen auch leicht die lineare Unabhéangigkeit
des Systems: ist

=

by fA(X) = 0,

A

1l
o

so gilt flr das Polynonz';j0 b, X' = Q die Beziehung

Qx=0,
damitQ- Vi; = 0 undQ € AnnV;;. Wegen degQ < | = degP" ist dannQ = 0.
Somitistx, . . ., f'"1(x) eine Basis voIV;;, und wir sehen
(5) dimVij = Njj deg P.
Zusammenfassend gilt

Satz 4.2(Zerlegungssatz fir Endomorphismen)

Es sei f: V — V ein Endomorphismus eines n-dimensionalen K-Vektorraums.
Dann existieren

(1) Primpolynome HX), ..., P«(X) € K[X],
@)njeN,l<ng<---<ng=r,i=1...k

(3) f-zyklische f-irreduzible Unterrdumeg;\c V mitl <i <k 1< j<s,so
daf gilt:
(@)

v-@ DV

i=1..k j=1.5s

(b) P (X) ist das Minimalpolynom von|V;;.
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Durch f bestimmt sind
(1) die R(X) (bis auf Assoziierte),

(2) die n;,
(3) die Raume

V= GB Vii,

j=1..5
(4) dim Vij s
und zwar ist
P(X) = P1(X)"™ ... P(X)"

die Primzerlegung des Minimalpoynom@&von f,

Vi = KernP{'(f),

dim Vij = degP;(X) - Nij.

3.) Wie sieht die Matrix vonf aus, wenn wir mittels des vorigen Satzes eine
geschickte Basis wahlen? Es sei zunadhseine beliebige Basis vow; und

Aij = Ay Xij, Xij.

Dann ist
x=|Jx
N
eine Basis vorV, und bei entsprechender Anordnung dgrgilt:

Af;/\”(\’ = diag@ll, cey Ang_’ e AL Ak&), (21)

also eine “Diagonalmatrix von Matrizen® - cf. den Schluf3 @ Fir X;j; wahlen
wir nun die bei Beweis von (5) eingefuihrte Basis win Es sei also

degPi Ny = dImV” = lij d:ef|
und
Pi(X)" = ag+ agX +--- +a_y X T+ X
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(wir kdnnen naturlich 1 als Leitkdgzient wahlen). Dann gibt es einen Vekbgr
so daf3

X, f(x), F2(x),..., f1(x)

eine Basis vorV;; ist, wir numerieren sie neu

X17X29X39"'9XI’
alsox, = f41(x). Dann gilt:
f(X,l):X,H.l, /l:].,...,l—l
f(x) = f'(X) = (~ao — X —... —a_1 X" )x
= —doXy — X — ... — A-1X.

Somit wird

00O —&

100 -

010

Aj=]|0 0 1 : (2.2)

: 0 a-o

000 -+ -+ 1 a.
dabei istl = I;; und auch die, hangen von und j ab. Also

Satz 4.3Bei geeigneter Basiswahl wird f durch eine Matrix der Gesfali|(2.1) (2.2)
beschrieben. Dabei sind dig ao, dal3

1-1
X+ > aXt = R(X)
1=0

Potenz eines Primpolynoms ist. Dig Aind bis auf die Reihenfolge eindeutig
durch f bestimmt.
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Definition 4.2. Die Matrizen A der Form [2.2) heil3en Begleitmatrizen zur Prim-
polynompotenz PX)"; die Matrix A der Form[(2.]1)[(2]2) heif3t allgemeine Nor-
malform fir den Endomorphismus f.

Bemerkung. Die Existenzaussage des Satzes haben wir gerade bewiesen. Ist nun
A eine Matrix fur f in allgemeiner Normalforn{ (211) (2.2), so zerfalltentspre-
chend derd;; in eine direkte Summé-invarianter Unterraumy/;. Wir wahlen

die Numerierung so, daf;; jeweils Begleitmatrix zu einer Primpolynompotenz
Pi(X)™ mit demselberP; ist. Dann sind di&/;; f-zyklisch undf-irreduzibel, und

die Zerlegung mufd mit einer Zerlegung wie in Satz 4.2 beschrieben tbereinstim-
men. Das legt diéy; samtlich fest.

Nadurlich sagt Satz 4.3 matrizentheoretisch folgendes aus:

Satz 4.3'Jede Matrix Ac K™" ist &hnlich zu einer (bis auf die Reihenfolge der
“Diagonalkastchen” eindeutig bestimmten) Matrix in allgemeiner Normalform.

4.) Der Fall linearer Primpolynom®; vereinfacht die Situation. Er tritt bei
algebraisch abgeschlossenem Grundkorper immer ein.

Es sei also

P(X) = (X = ) ... (X = A

das Minimalpolynom vorf. Wieder zerlegt sicV in nur vonf abh&ngiger Weise

ZU
v:Q}vi

i=1..k
mit Vi = Kern P'(f) = Kern (f — 4id)", und es ist

V= @ Vii,
i=l.s

wobei dieV;; f-zyklisch undf-irreduzibel sind,

dimVij = Nnjj;

und es ist
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(X =)™
das Minimalpolynom vorf |V;;.

Wie friher wahlen wir eine Basis vow; der Gestalt

x, F(X), F2(x)..., fhi-1(x),

die wir durchnumerieren:
yi=% yi=f"(x), Aa=1....n.
Nun gehen wir aber zu einer besseren Basis Uber.
Hilfssatz. Durch
X1=X , Xy = (f=4aid)x;,
j=1...,m; — 1, wird eine Basis von ygegeben.

Beweis.Wir zeigen induktivy; € L(X; ..., X;), der vonx, ..., X; erzeugte Unter-
raum. Furj = 1 ist das klary, = x;. Ist die Aussage fuy — 1 schon bewiesen, so
ist also

j-1
y]—l = Z ame, am (S K.
m=1

Yi = f(y11) = D amf (Xn)
= > am(ma + %)

m=1...j-1
= Z ,Bmxm
m=1...j

Jetzt ergibt sich
f(Xj):/lej+Xj+1, 1Sanij—l,
(f - /li)xnij =(f-2)"x=0
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d.h. f(xnij) = /lixnij'
Damit wird die Matrix vonf|V;; bez. dieser Basis
Ai
1 - .
Aj = o e KM (2.3)

1 4

Definition 4.3. Fir A € K und me N heifl3t

@M=" € Km™m
1 2
Jordankastchen der GréRe m zum Kdorperelement
Esistalsaly(1) = 1 € K = K™,

Wir sehen:

Satz 4.4.Es sei f: V — V ein Endomorphismus mit einem tber K zerfallenden
Minimalpolynom.

Pr(X) = (X = A0 ... (X = A"

Dann exitieren eindeutig bestimmte ganze Zahlen

lsnils...snisi =T,

furi=1,...,k sodal bez. einer geeigneten Basis f durch eine Matrix

J= diag(Jll,...,.Jlsl,...,Jkl,...,Jks()
mit
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‘]ij = Jnij(/li)

beschrieben wird.

Definition 4.4. Eine Matrix

J=diagU,..., %),

wobei jedes Jein Jordankéstchen ist, heil3t Jordanmatrix.

Wir kbnnen also abkirzend sagen: unter den Voraussetzungen von Satz 4.4 kann
f durch eine Jordanmatrix beschrieben werden. Berechnet man das Minimalpoly-
nom einer Jordan-Matrix, so folgt der Eindeutigkeitssatz

Satz 4.5Je zwei Jordanmatrizen zu f unterscheiden sich nur in der Reihenfolge
der Jordanké&stchen.

Man sagt auchf sei auf Jordansche Normalform gebracht.

Alle diese Aussagen besitzen eine aquivalente matrizentheoretische Formulie-
rung.

Satz 4.4’ und 5’. Zu A € K™" mit zerfallendem Minimalpolynom existiert &

Gl(n,K), so daR S'AS eine Jordanmatrix ist. Bis auf die Reihenfolge der Jor-
dankastchen ist diese Jordanmatrix eindeutig bestimmit.

Kurz: “Alaf3t sich auf Jordansche Normalform bringen.*”

85 Anwendungen und Erganzungen

1.) Es seiA = diag(A;) eine Matrix in allgemeiner Normalform. Dann gilt fur
das charakteristische Polynom

Xa(X) = detXE ~ A) = | [ det(XE - A;).
Ij

wobei E fir die Einheitsmatrix der betfienden Dimension steht. Nun ist
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XE-Aj=| -1 X

a2
-1 X+a_1

Dabei ist
ag+ X+ +a_ X+ X =Pi(X)",
alsol = mjj, undn; < ry mit

[ [P0 = Pex),

das Minimalpolynom vorA. Damit gilt:

det(XE - Aj) = +(80 + -+~ + a1 X + X)
= +P(X)"

(Entwicklung nach letzter Spalte). Dadas Maximum allen;; ist, taucht insbe-
sondere der Faktd?;(X)" in ya(X) auf, und wir haben als Préazisierung des Satzes
von CayleyHamilton

Satz 5.1Das charakteristische Polynom hat dieselben Primfaktoren wie das Mi-
nimalpolynom, evtl. in hoherer Potenz.

Betrachten wir nun eine Jordanmatrix

3 = diag(Qs, (1)).

Es sei wieder

PO = | [ X -4

i=1.k
das Minimalpolynom vorJ.

Satz 5.2(i) Die A; sind die EWe von.J
(i) Genau dann, wenn alle & 1 sind, ist J eine Diagonalmatrix.
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(i) Eine Matrix A ist genau dann diagonalisierbar, wenn ihr Minimalpolynom
nur einfache Nullstellen hat.

Beweis.(iii) folgt aus (ii), (i) folgt aus Satz 5.1

Zu (ii). Istr; = 1, so ist wegem;; < r; jedesJ, (1) = (&), eine 1x 1-Matrix.
Umgekehrt: ist) eine Diagonalmatrix, so darf niemals eip > 1 sein, da sonst
Jn; (4)) nicht diagonal ist.

Aus dem vorigen Paragraphen folgt schlief3lich noch:

Satz 5.3.A und B sind genau dann ahnlich, wenn ihre allgemeinen Normalformen
Ubereinstimmen.

2)

Definition 5.1. (i) f : V — V heiBt nilpotent, wenn es ein &N mit fN = 0 gibt.
(i) f : V — V heil3t unipotent, wenn - id nilpotent ist.

Aus der Existenz der Jordanschen Normalform ergibt sich nun

Satz 5.4.Es sei K algebraisch abgeschlossen. Dann isivf— V eine Summe

f="f+f,

eines diagonalisierbaren Endomorphismysufd eines nilpotenten Endomor-
phismus {. f, und f; vertauschen. Die EWe von f sind die v@n f

Ohne Beweis notieren wir den
Zusatz. fq und f, sind durch die obigen Bedingungen eindeutig bestimmit.

Ist insbesonderé invertierbar, so aucly, und wir haben

f=fg+ o= falid + f725,).

Da f(;lfn nilpotent ist, istd + f(;lfn unipotent, und es ergibt sich
Satz 5.5.K sei wie oben, f V — V ein Automorphismus. Dann ist

f="fqofy
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wobei f; diagonalisierbar und funipotent ist, mit Jo f, = f,o fy. Diese Zerlegung
ist eindeutig bestimmit.

(Den Eindeutigkeitsbeweis fuhren wir nicht).
3.) Berechnung der Jordanschen Normalform.

Wir 16sen diese Aufgabe an einem Beispiel, sagen aber nichts zur Berechnung der
Transformationsmatrizen in der Darstellung

J=S"1AS
Es sei also

1 0 1
0O 200
-1 1 2 1

-1 1 0 3
Gesucht ist die Jordansche Normalfodnaon A.

Zunéchst berechnen wir die Nullstellen des charakteristischen Polypgnise
Eigenwerte. Man berechnet

A= € C4><4

Xa = detXE - A) = (X - 2)*%.
Damit laRt sichA GberR in Jordansche Normalform bringen; es ist
2
* 2
0 =

J= mit *= =0oder 1

0
2
* 2

Um Uberx zu entscheiden, beachten wir:

J=S!AS

rg(J — AE)* = rg(S~*AS - AE)¥
= rgS (A - AE)*S
= rg(A - 1E)%,

fur jedesa € C. Insbesondere fin = 2 :
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rg(J — 2E) = rg(A - 2E).

Aber dfenbar ist der Rang vah— 2E gerade die Anzahl der Einsen in der Matrix
J unter der Diagonale. Die Rechnung liefert

rg(A-2E) =1,

womit J bestimmt ist;

Ware der Rang 2 gewesen, so hatte mhndE)? betrachten mussen, um die Falle

OoON
=N
N

und
2
1 2
0 2
1 2

voneinander zu trennen. Fir grof$esind ggf. hbhere Potenzen vén- AE zu
betrachten - man sieht, dal3 das Verfahren immer funktioniert.

Beispiel. A€ R?>20 1 ,(X) = (X - 2)¥(X - 3)?, also
J =diag@.Jy), J, € R¥®® J, e R¥2
Sei

re = rg(A - 2E)"
s = rg(A- 3E)'
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18 bedeuted, = 30
5 = 0 3
19 bedeuteﬂzz[3 O].

13

re > 2. Wir nehmen an, daf3 wir folgende Informationen erhalten haben:

t]re | reg—ry Interpretation
1 14 - J; enthélt 12 1-en
2 9 5 5 Kastchen der GroRRe 2
3 5 4 4 Kastchen der GroRRe 3
4 2 3 3 Kastchen der GroRe 4

86 Endlich erzeugte Moduln tber Hauptidealringen

1.) Wir behandeln beliebige endlich erzeugte Moduln tber einem Hauptideal-
ring Rund erinnern an den Begjides freien Moduls.

M heil3t frei, wenn es Elements, . .., X, € M mit

M = éRx
i=1

gibt, undRx = Rgilt. Die x heiRen dann eine Basis vof, und M = R¥. Grund-
legend ist

Satz 6.1Je zwei Basen eines freien Moduls haben gleiche Elementzahl (Lange).

Beweis.Es seiM = EBizl_"k Rx und p € R ein Primelement. Wir setzen

K=R/(p), pM={px:xeM}, M=M/pM.

Dann istpM ein Untermodul vonM, und der FaktormoduM wird durch die
Festsetzung

rX=rX,

wobei Querstriche Restklassen bezUlglighdderpM bedeuten, eiik-Vektorraum.
Jetzt istXy, ..., X« € M eine Basis vorM UberK. Klarerweise handelt es sich um
ein Erzeugendensystem. Falls nun eine Relation
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X+ +hX=0eM
besteht, so heildt das

rXg+ -+ X = pxe M,

also, mitx = $;Xg + - - - + SX,

(ri—ps)X+ -+ (rk— pS)% =0,
damitr; = ps, d.h.T; = 0. Es folgt

k = dimg M,
und damit liegk fest.

Definition 6.1. Die obige Zahl heif3t Rang des freien Moduls riglM.

Bei Vektorraumen ist der Rang gerade die Dimension.

Satz 6.2Es sei Nc M ein Untermodul des freien Moduls.Nbdann ist auch N
frei, undrgN < rg M.

Beweis.Es seiM = P Rx, undp; : M — Rwerde durch

o (> %) = 4,

j=1.k

definiert. Ferner setzen wir
i

M= DRx, N =NnM.

j=1
Also ist Ny = N. Dann ist

Pi(Ni) = aj
ein Ideal inR, also ein Hauptidealaf). Wir wahleny, € N; mit pi(y;) = «;; fur
a; = 0 sei auchy; = 0. Nun folgt:

N=Ry®...®RW.
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Zum Beweis zeigen wir zunachst induktiv

Ni =Ry +...+Ry.
i = 1. Es sely € Ny, dann ist

pi(y) = aa;.
Somit wird

pu(y — ay1) = 0,
damit abery = ay;, dennp;|Rx ist injektiv.

Schluf’ von — 1 aufi. Es seily € N;. Dann istp;(y) = a«; und daher

pi(y — ay;) = 0.
Das heil3t abery — ay; € Mi_; "N = N;_1, und nach Induktionsannahme ist

Yy =By + -+ BicaYi-a + ayi
Um die Direktheit der Darstellung zu zeigen, nehmen wir eine Relation

0=pB1y1+-+6Yi

an. Es sei = 1. Auspyy; = 0 folgt 8, odery, = 0, daM torsionsfrei ist. Fur > 1
erhalten wir

0= pi(Biyr+ -+ +Biyi) = Bipi(Y) = Biai,

alsogs; = 0 odera; = 0, damit dann aucly; = 0. In beiden Fallen isgy; = O,
somit

Biyr+ -+ BicYi-1 = 0;
durch Induktion folgt die Behauptung.

2.) Satz 6.3N ein Untermodul eines endlich erzeugten ModulsDMnn ist
auch N endlich erzeugt.
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Beweis.Es seiM = Y ;_; R%. Wir haben dann einen surjektiven Homomorphis-
mus

(@1,...,0¢) F— Za’ixi-
p~(N) c R¢ist (frei und) endlich erzeugt, also aush= p(p~1(N)).

Definition 6.2. T = T(M), die Menge der Torsionselemente von hdil3t Torsi-
onsmodul von M

Satz 6.4(i) M/T st frei. (i) T ist endlich erzeugt, und es gibt einen endlich
erzeugten freien Untermodul M mit

M=TeoeF

Der Rang von F ist durch M eindeutig bestimmt.

Definition 6.3. rgM = rgM/T = rgF heif3t Rang des endlich erzeugten Moduls
M.

Beweis von Satz 6.4Vir zeigen zunachst
Satz 6.5Ein endlich erzeugter torsionsfreier Modul M ist frei.

Beweis.Es seiM = },_; (Rx%. Furk = 0 ist nichts zu zeigen. Die Aussage sei
nun fur alle Moduln, die von weniger alsElementen erzeugt werden kdnnen,
bewiesen. Dann schreiben wir

M = Z RX + RX..
i=1.k-1

Der erste Summand ist nach Induktionsannahme frei, d.h.

M = DRy + R = M + RX.
j=L..

Falls M’ N Rx = {0}, sind wir fertig. Andernfalls gibt es ein# 0 in Rmit
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Xy € M’.

Wir setzen danmN = rM. Das ist ein zuM isomorpher Untermodul vol, daM
torsionsfrei ist. Weiter isN ¢ M’ und M’ frei, also istN frei, alsoM auch.

Um Teil (ii) von Satz 6.4 zu zeigen, wahlen war, ..., X € M so, dal3 ihre Rest-
klasser; beziglichT eine Basis des freien Moduld/T bilden und setzen

F=Rx+...+Rx.
Offenbar istF + T = M. Ist ferner

r1X1+"'+rka:0,

SO ist erst recht

X1 +...+ X =0,

also aller; = 0. Damit istF frei. Schlie3lich folgt aux e F N T:

X=1T1X1+ ...+ I'eXg

0=X=rX +...+ X,

also aller; = 0 und damitx = 0. Wir sehen:

M=FeaT.
3 Darstellungen von Gruppen

80 Gruppen

1.) Zun&chst erinnere ich an Grundbefgiaus der Gruppentheorie.
¢ : G — H sei ein Gruppenhomomorphismus. Dann ist Keea{x € G : ¢(X) =

e} = N ein Normalteiler vorG. Das bedeutet, dafd Links- und Rechtsnebenklassen
Ubereinstimmen:

aN = Na
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ferner, dal3 man a@/N, der Menge der Nebenklassen, reprasentantenweise eine
Gruppenstruktur erklaren kann, so daf3 die Quotientenprojektion

7:G— G/N
ar— aN

ein surjektiver Gruppenhomomorphismus ist. Damit ist jeder Normalteiler Kern
eines Homomorphismus, und man beweist leicht den “Faktorisierungssatz*:

1

G — H
ml P
G/ Kerng

d.h. die Existenz des obigen kommutativen Diagramms mit injektivem Gruppen-
homomorphismu®. - Im abelschen Falle ist jede Untergruppe Normalteiler.

2.) Die Ordnung einer Gruppe ist ihre ElementanzaBl # ordG (¢ N oder
o). Durch Zerlegung vort in die Nebenklassen (rechts oder links) bez. einer
Untergruppées beweist man:

ordG = ordU - [G : U],

wobei der Index volJ in G, [G : U], die Anzahl der Nebenklassen ist. Die Formel
ist nur im Falle ords < o von Interesse.

3.) Eine TeilmengeM einer Gruppés erzeugt die Untergrupp@M) mit

(M) = ﬂ{u U > M, U Untergruppg

ist(M) = G, so heil3tM Erzeugendensystem v@h G ist zyklisch, wenrG = (a)
flr ein geeignetea € G ist.

Dann istG = {a" : n € Z}, die Menge aller Potenzen van Eine zyklische
Gruppe kann die Ordnungen? ... oderco haben; sie ist dann isomorph zur
trivialen Gruppe, zWZ, oderZ (Menge der Kongruenzklassen madozw. die
ganzen Zahlen mit Addition als Verkntipfung). Dabei heil3en 2 Gruppen isomorph,
wenn es einen bijekiven Homomorphismus zwischen ihnen gibt.

Jedes Elemema € G erzeugt die zyklische Untergrupge), die endlich oder
unendlich sein kann. Die Ordnung véa heil3t Ordnung des Elementas
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4.) Grundlegend fur die Gruppentheorie und Ursache fur die flexible Anwend-
barkeit des Gruppenbeffes ist folgende Tatsache:

Isomorphe Gruppen kdnnen in vielen verschiedenen “Verkleidungen” auftreten.

Z.B. taucht die zyklische Grupp&, alsZ,, + auf, aber auch als Gruppe der Dre-
hungen eines regelmaligeiiEcks, als Gruppe derten Einheitswurzeln im Kor-
perC; fur n = p™ - 1 “ist* C, auch die multiplikative Gruppe des endlichen
KorpersF .

81 Gruppenoperationen

1)

Definition 1.1. Es sei G eine Gruppe, X eine Menge. Eine Operation von G auf X
ist eine Abbildung

GxX—X
a, X — ax

mit:

(1) e- x= xfiralle xe X

(2) a(bx) = (ab)x, xe X, a,b € G.

Die Operation heif3t treu, wenn aus axx fur alle xe X folgt: a= e. — X heil3t

eine G-Menge, wenn eine Operation von G auf X gegeben ist.

Bemerkungen

(1) Fura € Gist die Abbildungx — axbijektiv. Denn aus (1) und (2) oben folgt:
allax) =(altax=e-x=x

Damit ist jedema € G also eine Permutatiom € S(X) zugeordnet. Klarerweise
ist so ein Homomorphismus vda in S(X) definiert, der genau fur treue Opera-
tionen injektiv ist.

(2) &(X) operiert in naturlicher Weise axt
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Definition 1.2. Es sei X eine G-Menge. Flp ¥ X ist

Gy, ={aeG:ax = X}

die Isotropiegruppe vongund

Bs(X0) = {ax : a € G}
die Bahn von xunter G.

Satz 1.1X zerfallt unter G in disjunkte Bahnen.

Das ist klar - aber wichtig. Ist namlich insbesond&rendlich, so gibt es endlich
viele Bahnen der Lange (ElementzalylJund man hat die “Klassengleichung”

#X =11 +l+---+1.
BestehtX nur aus einer einzigen Bahn, so heBstransitiv.

Satz 1.2G operiere auf X, x und ¥ X seien Elemente derselben Bahng, G,
die Isotropiegruppens

(i) Die Menge{a € G : ax = y} ist eine Linksnebenklasse voR.G
(i) G /Gy «— Bg(X) umkehrbar eindeutig.
(iii) G x und G; sind konjugierte Untergruppen:

Gy = a'Gya
Beweis.(i) (ii) Wahle a € G fest mitax = y. Annahmepx = y. Dann istb~tax =

x, d.h.b™1a € G,; damita € bG, undb € aG,. Umgekehrt, weni = au, u € G,
soistbx=ax=Yy.

(iif) Wahle amit ax = y. Dann ist

Gy = aGa ™.

Folgerung (Bahnformel):

ordG = ordGy - Iy, Iy = Lange der Bahn vorx
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2.) Ich gebe einige einfache Anwendungen dieser Uberlegungen.
Jede Gruppe operiert auf sich selbst durch Multiplikation:

a, X — ax
Die Operation ist treu, damit
Satz 1.3(Cayley) G= Untergruppe voris(G).
G operiert auch durch Konjugation auf sich:

a X axX=axal

Definition 1.3. Der Zentralisator von X ist

Z(X)={a:axx=x},
die Menge aller mit x vertauschbaren Elemente.

Definition 1.4. Die Konjugiertenklasse von x ist die MengéxK= {axx : a € G}.

Damit haben wir also Bahn und Isotropiegruppe unter€e@peration bezeichnet;
Klassengleichung und Bahnformel lauten bei einer endlichen Gruppe:

ordG=n=Kk; +...+Knp,
n = ordZ(x) - k(x);

dabei istk, die Lange der Bahn (Konjugiertenklass€), entsprechené(x) die
Lange der BahiK(x).

Wir notieren

(1) Diek, sind Teiler vom.

(2) IstN c G ein Normalteiler, so isN eine Vereinigung von Konjugiertenklas-
sen. Dadurch sind Normalteiler unter den Untergruppen charakterisiert.

Schliellich istK(e) = {€}, d.h. in der Klassengleichung taucht mindestens einmal
die 1 auf. Genauer:
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Definition 1.5. Das Zentrum von G, ), ist die Menge aller mit allen x G
vertauschbaren Elemente.

Offenbar istZ(G) ein Normalteiler, er besteht aus allen Konjugationsklassen der
Lange 1lIstz = ordZ(G), so kann die Klassengleichung auch als

N=2z+ky +---k

geschrieben werden, nk§ > 1,z > 1, undz ks Teiler vonn.

Diese einfachen Abzahlspiele haben tiberraschende Anwendungen
- siehe die folgenden Paragraphen.

82 Beispiele und Anwendungen

1.) Die einfachsten Gruppen sind die zyklischen Grup@grder Ordnungn
undC,,, die unendliche zyklische Gruppe; sie bestehen jeweils aus den Potenzen
eines Elementes, und man hat die Isomorphien

HEZH7+ s Coogza-i_

2.) Mit D, bezeichne ich die Gruppe der Bewegungen, die ein regelmalliges
n-Eck in sich UberfuhrenD, ist nicht abelsch (fiin > 2) und hat 2 Elemente;

D, o C, als Normalteiler der Drehungen um den Winkel/@. Die D, heil3en
Diedergruppen. Die Gruppe wird erzeugt von einer Drehung @ym,2nennen

wir sie X, und einer Spiegelung an einer der Symmetrieachsen aekcks; es
bestehen die Relationex? = e, y¥* = e und xy = yx*. D3 etwa ist isomorph

zur symmetrischen Grupp€s; die Konjugationsklassen sin}, {x, x?} sowie

{y, Xy, x%y}. Die Klassengleichung ist

1+2+3=6.

3.) Mit T, W, J bezeichnen wir die Gruppen der Bewegungen, die ein regelma-
Biges Tetraeder, Hexaeder (Wirfel) bzw. Ikosaeder in sich Uberfihren. Wir fassen
sie als Untergruppen vadd((3) auf. Sie haben 124 bzw. 60 Elemente. Fir ihre
genaue Beschreibung verweise ich auch auf Lehrbtcher der Gruppentheorie bzw.
der Geometrie, notiere hier zunachst die Isomorphien
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TE%4

J=Us,

wobei,, As die alternierenden Gruppen von 4 bzw. 5 Objekten sind. Aul3erdem

ist klar: die Symmetriegruppe eines Oktaeders ist die des einbeschriebenen Wir-
fels, die eines Dodekaeders die des einbeschriebenen Ikosaeders. Zusammen mit
den zyklischen Gruppe@, und den Diedergruppen handelt es sich bei diesen
Gruppen um (bis auf Konjugation) alle endlichen Untergruppen$6§8), d.h.

jede endliche Untergruppe v@Q(3) ist isomorph zu einer der obigen Gruppen,

und sind zwei endliche Untergruppen v&Q(3) isomorph, etwas; = G,, so
existiert einA € SQ(3) mit G, = A~1G;A. Vgl. hierzu Brieskorn: Lineare Algebra

bzw. Speiser: Gruppentheorie.

4.)  Wir beschreiberm und J nun etwas genau€er. enhélt zun&chst eine Dre-
hung um 120 um einen Eckpunkt (genauer: die Drehachse geht durch einen Eck-
punkt und den Schwerpunkt der gegenuberliegenden Seite). Verbindet man ferner
die Mittelpunkte zweier sich gegenuberliegenden Kanten (es gibt 3 Paare solcher
Kanten), so enthall die 180 Drehungen um diese Verbindungsstrecken. Wir
bezeichnen diese 4 Elemente mil, Y., y3. Bzeichnen wir die Eckpunkte mit

1,2, 3,4, so permutieren die Elemente vdndiese Eckpunkte, und zwar, wenn 1
unterx fest bleibt, in der folgenden Weise:

X: (234)
yi: (12)(34)
y2: (13)(24)
ys:  (14)(23)
(Wir haben Zykeldarstellung fir Permutationen verwandt). Qg erzeugemr,
und ihre Wirkung auf die Eckpunkte liefert einen IsomprhismusWanit 2,. Bei

geeigneter Koordinatenwahl kdnnen wir digy;, durch die folgenden Drehmatri-
zen beschreiben:

y; =diag(1-1 -1)
y, =diag(-1 1 -1)
ys=diag(-1 -1 1)
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X = (ee36;) Mit g alsi-tem Einheitsvektor.

J hat 60 Elemente. Es sind (a) Drehungen umiZ2um die Zentren der Dode-
kaederseiten, (b) Drehungen um/3 um die Dodekaeder-Eckpunkte, (c) Dre-
hungen umr um die Kantenmittelpunkte - und Iterationen dieser Prozesse. (Wir
fassend als Symmetriegruppe des Dodekaeders auf!). Jeder Eckpunkt wird von
einer Untergruppe der Ordnung 3 festgelassen, und die laf3t auch den gegenuber-
liegenden Eckpunkt fest. Das liefert 10 Untergruppen der Ordnung 3 und 20 Ele-
mente der Ordnung. Ebenso gibt es 6 Untergruppen der Ordnung 5, die jeweils
ein Paar gegeniberliegender Seiten in sich Uberfiihren und damit 24 Elemente der
Ordnung 5 Schlie3lich hat man 15 Untergruppen der Ordnung 2, die Paare ge-
genuberliegender Kanten in sich Gberfiihren, und es gibt noch die Identitat. Damit
haben wir alle Elemente mit ihren Ordnungen (in Klammern darunter):

60 = 1 + 15 + 20 + 24
(1) (2) 3) (5)

Wir wollen die Klassengleichung aufstellen.

Zunachst operierd auf den 20 Eckpunkten transitiv; daher sind die Isotropiegrup-
pen der Eckpunkte alle zueinander konjugiert - si#gheAus dem ensprechenden
Grunde sind die Untergruppen der Ordnung 5 und die der Ordnung 2 jeweils unter-
einander konjugiert. Damit bilden zunachst einmal die 15 Elemente der Ordnung 2
eine Konjugiertenklasse. Bei den Elementen der Ordnung 3 haben wir Drehungen
um 27/3 und um 4/3 um die Achse durch zwei gegenuberliegende Eckpunkte.
Unter der Konjugation der Isotropiegruppen der Eckpunkte gehen natirlich 120
Drehungen in ebensolche Uber, entsprechend Drehungen um&4tunP’ der
Eckpunkt, derP genau gegenuberliegt, so ist die 1ZWrehung umP’ dasselbe

wie die 240 Drehung umP; unter der Konjugation der beiden Isotropiegruppen
geht also die 120Drehung umP in die 240-Drehung umP Uber, damit sind

auch die Elemente der Ordnung 3 eine volle Konjugiertenklasse. Genauso erkennt
man, daf} die 2/5-Drehungen zu denz85-Drehungen konjugiert sind und die
47/5-Drehungen zu demg5-Drehungen. Damit lautet die Klassengleichung von
J:

60 = 1 + 15 + 20 + 12 + 12
1) (2) 3) G
Es konnemicht alle Elemente der Ordnung 5 untereinander konjugiert sein, da
24 kein Teiler von 60 ist!
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Eine Konsequenz ist

Satz 2.1Die Gruppe J ist einfach.

Definition 2.1. Eine Gruppe heil3t einfach, wenn sie keine echten Normalteiler
besitzt.

Beweisvon Satz 2.1. Ein echter Normalteiler muf3 eine Ordnung haben, die ein
echter Teiler von 60 ist und die sich additiv aus den Zahlefb 0,12 12 zu-
sammensetzt, wobei 1 vorkommen muf3. So eine Zahl gibt es nicht.

WegendJ = s ist alsos einfach - dieser von E. Galois bewiesene Satz steht am
Anfang der modernen Algebra.

5.) Wir wenden uns nun einigen unendlichen Gruppen zu.
R, + ist die additive Gruppe der reellen Zahlen. Durch

z=g(t) = "

wird sie homomorph aud! = {ze C : |7 = 1} abgebildet; der Kern voa ist Z,
d.h.

Sl=R/Z.

(Dabei ist aufS* die Multiplikation komplexer Zahlen als Verknuipfung zu wah-
len). Natirlich konnen wi! auch anders interpretieren:

S~ U(LC) = SQR)

als unitare Gruppe der Dimension 1 oder als DrehgruppRinfir die Physik
das wichtigste Beispiel ist die Grupf)2, C): wir untersuchen sie nun.

A e SU2), mit
ab
A2 o

‘A=At und detA=1.

bedeutet
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Das heifl3t
ac\ (d -b
b d \-c al’
alsoa = d undc = —b. Damit;

Satz 2.2 Die Matrizen in S2) haben die Gestalt

K b 2 5
A_(_B é)’ la© + |b]© = 1.

Durch¢(A) = (‘;‘) wird eine umkehrbare in beiden Richtungen reell-analytische
Abbildung

¢ :SU2,C) - S c C?
(mit S® = {(a, b) : |a]? + |bf?> = 1}) definiert.

Die MengeS? ist die 3-dimensionale Einheitssphére - sie tragt also eine analyti-
sche Gruppenstruktur. Das hat sie mit der Spl&irgemein. Man weiR3, daR alle
anderen Sphare®” keine solche Struktur zulassen.

Wir fassen jetzSU(2, C) als S® auf und beschreiben geometrisch die Konjugati-
onsklassen. Das wird sich als hiibsche Anwendung des Spektralsatzes herausstel-
len.

Fir-1<y <1sei

S*(y) = {(a,b) : Rea=y} c S5;

fir y = +1 ist alsoS?(y) Nord- bzw. Sudpol der Spha&?, fir y # +1 ist S?(y)
eine 2-dimensionale Sphare vom Radii4 — v2, und zwar ein “Breitenkreis*
derS3. S?ist die disjunkte Vereinigung d&?(y).

Satz 2.3Untery gehen die Konjugationsklassen von(3\C) in die Breitenkreise
S?(y) uber.

Kirzer: die “Breitenkreise” sind die Konjugationsklassen.

Beweis.Ist A € S%(y), so ist
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ya(X) = X2 - (2Rea)X + 1
= X% - 2yX +1;

damit ist 2y = SpA. Konjugierte Elemente haben dieselbe Spur, somit sind die
S?(y) jeweils Vereinigung voller Konjugationsklassen. Es seien wmd 2 die
Eigenwerte vorA (beachte, dal? die Nullstellen v@n konjugiert komplex zuein-
ander sind!). Nach dem Spektralsatz existiert eine unitére M&tnit

S™1AS = SAS= diag(l, ).

Indem man mit (de$)* multipliziert, kann marS € SUZ2, C) erreichen. Also
ist A konjugiert zu diag{, 1); die Eigenwerte sind aber durch die Spur bestimmt,
wegen

A1+ 1=SpA=2y
=1

Damit ist jedesA € S?(y) zu diag(, 1) konjugiert.

83 Darstellungen

1.) EsseiG eine GruppeK ein Korper.

Definition 3.1. Eine Darstellung einer Gruppe G ist ein Homomorphismus.

R:G - GI(n,K)
9+— R(9) = Ry
Genauer: fi-dimensionale Matrixdarstellung Gber dem Korper

Definition 3.2. Eine Darstellung von G auf dem Vektorraum V ist ein Homomor-
phismus

p:G - GlI(V).
Die Dimension von V heifl3t Dimension der Darstellung.
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Jeden-dimensionale Matrixdarstellung ist naturlich eine Darstellung auf dem Vek-
torraumK", und umgekehrt kann durch Wahl einer Basi¥iainen-dimensionale
Darstellung auf eine-dimensionale Matrixdarstellung zurtickgefuhrt werden.

Definition 3.3. Zwei n-dimensionale MatrixdarstellungenmR heif3en konjugiert,
wenn es ein & Gl(n, K) mit

Ry = SRS
gibt.

Istp : G — GI(V) einen-dimensionale Darstellungg undR zwei Matrixdarstel-
lungen vorp beztglich verschiedener Basen, so $thdndR offenbar konjugiert.

Definition 3.4. Eine lineare G-Operation auf dem Vektorraum V ist eine Abbil-
dung

GxV -V,

die eine Gruppenoperation (siehe Def. 1.1) ist und zusatzlich den Bedingungen

g(x+y) = gx+ gy
g(Ax) = Agx

firge G, 1€ K, x,y €V, genlgt.

Offensichtlich sind linear&-Operationen au¥ dasselbe wie Darstellungen von
G UberV. Wir kdnnen die Begfte aus§1 damit anwenden und von “Isotropie-
gruppe*, “Bahn* usw. sprechen.

Definition 3.5. Eine injektive Darstellung heif3t treu.

Wir werden bei Darstellungen sehr oft siat)), R(9), py 0derR, einfachg schrei-
ben: also

PgX =0X USW.
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Das ist kurzer, allerdings gelegentlich mehrdeutig.
2.) Beispiele von Darstellungen kennen wir nattrlich schon:

id : GI(V) = GI(V)

ist die “tautologische” Darstellung von M] = G. Wéahlt man eine Basis i
(falls dimV < o), so erhélt man eine Matrixdarstellung v@n

Die in §2 angegebenen Matrizen R liefern eine 3- dimensionale Matrixdar-
stellung der Tetraedergruppe

Alle diese Dartstellungen sind treu. Jede Gruppe besitzt natirlich die triviale Dar-

stellung

p:G— GI(V)
g+—id

bzw.

R: G - Gl(n,K)
g — E Einheitsmatrix

Wir werden mehr Beispiele kennenlernen.
3)

Definition 3.6. Es seiem, p’ Darstellungen von G auf VektorraumenW. Eine
lineare Abbildungp : V — V’ heil3t G-aquivariant, wenn fir alle g G und xe V

gilt:
PPgX = pPgpX.

M.a.W.:“p vertauscht mit deG-Operation®. Bezeichnen wjr, p’ nicht extra, son-
dern schreibepy = g, so lautet die Bedingung kiirzer — und etwas unklarer —

pog=gogp.
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Definition 3.7. p undp’ hei3en isomorph, wenn es einen G -aquivarianten Iso-
morphismuspy : V — V’ gibt.

In diesem Fall kann man durch Wahl geeigneter Basex imd V’ - welcher
namlich? - erreichen, dafdundp’ durch dieselbe Matrixdarstellung beschrieben
werden. Es folgt leicht:

Satz 3.1Die Isomorphieklassen von Darstellungen auf n-dimensionalen Vektor-
rdumen entsprechen umkehrbar eindeutig den Konjugationsklassen von n-dimen-
sionalen Matrixdarstellungen.

84 Unitare Darstellungen

1.) Ab sofort werden nur noch komplexe Vektorraume endlicher Dimension
betrachtetK = C. Bis auf weiteres sé&b eineendliche Gruppe der Ordnuniyl.

2)
0:G - GI(V)

sei eine Darstellung. Wir kdnnen aufein Skalarprodukt, ) wahlen. Mittelsp
definieren wir dann eine neue hermitische Form durch “Mittelung tber die Grup-

pe*:

1
(xy) =5 D (gxgy. N=ordG

geG
fur x undy € V, und beweisen den

Hilfssatz 1(1) (,) ist eine positiv definite hermitische Form.
(2) Fur allege G und xy € V ist

(9% 9y) = (x.Y).
Kirzer: (,) ist ein G-invariantes Skalarprodukt auf V

Beweis.Offenbar ist () eine hermitische Form. Wegen

1 1
(%% = nggx, 9% > T(%.%)
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ist sie positiv definit. Ist schlief3lich e G, so hat man

1 1
(hx hy) = < D (ghx ghy = = > (gx gy)
¢} 9

= (%),

denn mitg durchlauft auclgh alle Gruppenelemente, d.h. der 2-te und 3-te Term
weichen nur in der Reihenfolge der Summanden voneinander ab.

Es sei nurR die der Darstellung nach Wahl eine Basis vovi zugeordnete Ma-
trixdarstellung,S sei die Matrixdarstellung vop bezuglich einer Orthonormal-
basis flr (). Dapy eine Isometrie ist, sind alle Matrize®, unitar, undS ist
andererseits konjugiert Z& Wir haben damit den fundamentalen

Satz 4.1Jede Matrixdarstellung einer endlichen Gruppe G ist konjugiert zu einer
unitaren Darstellung (i.e. SG — U(n)).

Aquivalent hierzu ist die

Folgerung 1.Jede endliche Untergruppe v@i(n, C) ist konjugiert zu einer end-
lichen Untergruppe von (h).

Dazu wende man den Satz auf die tautologische Darstellung
id: G — GI(n,C)
an. Ebenso ergibt sich

Folgerung 2.Istp : G — GI(V) eine Darstellung der endlichen Gruppe G, so
sind alle Automorphismetry diagonalisierbar. Insbesondere ist jeder Automor-
phismus f endlicher Ordnung (i.e¥ £ id) diagonalisierbar.

Das folgt, da unitare Matrizen diagonalisierbar sind.

3.) Wenn auch jede einzelne Matri; einer Darstellundk : G — GI(n,C)
diagonalisierbar ist, kann man i.a. keine Basis finden, in derRyligleichzeitig
Diagonalgestalt haben. Dazu wéare notwendig, @a8belsch ist - ob das auch
hinreicht, lasse ich zunachsten.
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85 Irreduzible Darstellungen

1.) Die GruppeG und der GrundkorpeK seien zunachst beliebiy, ein end-
lichdimensionaleK-Vektorraum. Es sei

p:G— GlI(V)
eine Darstellung, die wir al§-Operation au¥ schreiben.

Definition 5.1. Ein Unterraum Wc V heil3tp-invariant oder G-invariant, wenn
gW c W fir alle ge G gilt.

In diesem Fall erhalt man durch Einschrankung pgeine Darstellung’ von G
UberW Ist ay, ..., a eine Basis voiW und erganzt man diese duref 4, ..., a,
zu einer Basis voiv, so hat die zugehdrige MatrixdarstelluRyon p die Gestalt

_(Rg =
R=(3 )
wobei R eine k-dimensionale Martrixdarstellung va@ ist, welche zup’, der
“Einschrankung*“ vorp auf W, gehért. Umgekehrt: findet man eine Basis, in der

alle Ry die obige Gestalt haben, so ist die lineare Hulle der elstasisvektoren
ein p- invarianter Unterraum.

V und 0 sind immer invariant.

Definition 5.2. Eine Darstellung heif3t irreduzibel, wenn 0 und V die einzigen
invarianten Unterraume sind, sonst reduzibel. V heif3t dann auch irreduzibel (bez.

p)-

2.) Beispiel 1.D, Diedergruppe, erzeugt durch die Drehung umr2und Spie-
gelung an einer Symmetrieachse des regelmafiigecks.

p. Dn— 0O(2) cSU?2)

wird so definiert: das-Eck ist in den Einheitskreis einbeschrieben, eine Ecke ist
der Vektor (10). Sind danrg undh die obigen Erzeugenden, so ist

_[cosZ/n —sin2t/n
(@) = sin2r/n cosz/n )’
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o =[5 ).

Die Darstellung ist fiensichtlich treu, und, da es kein@&p-invarianten Unter-
raum desR? gibt (n > 3), ist sie auch irreduzibel.

Beispiel 2Wir sehen jetzt das-Eck als in eine Ebene dé& eingebettet an; als
Basis deg?® wahlen wir eine ONBz,, &, €3, wobeie; im Mittelpunkt desn-Eckes
senkrecht auf Ebenk steht, in der das-Eck liegt; e, und e; sind eine ONB in
der n-Eck-Ebeneg, sei wieder eine Ecke dasEcks, das in den Einheitskreis
einbeschrieben ist. Diese Konstruktion liefert eine Darstellung.

p:Dy— SQ3)
mit

1 0 0
pg=[0 cosz/n —sin2Zr/n
0 sin2r/n cosz/n

10 0
oh=|0 1 of.
0 0 -1

Diese 3-dimensionale Darstellung ist reduzilielind E* = Re; sind invariante
Unterraume. Die Einschrankung vpraufE* ist eine 1-dimensionale Darstellung
von Dy:

p1: Dp— O(1),
mit

p9=1 ph=-1
die Einschréankung vop auf E ist die Darstellung, = p aus Beispiel 1.

Definition 5.3. p : G — GI(V) sei eine Darstellung. Ist \= V; & V, mit G-
invarianten Unterrdumen, sind, und p, die zugehdrigen Einschrankungen von
0, SO heil3p direkte Summe vagmy undp,:

pP=p1®p2
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Wahlt man in diesem Fall Basen vdfy undV,, so gilt fir die zugehorigen Ma-
trixdarstellungen (in diesen Basen!)

Rg = R]_’g 69 Rz’g
in demsSinn
(R O
Rg= ( 0 Rz,g)
In Beispiel 2 ist
p=p1Op2,

wobeip; undp, irreduzibel sind.

3.) Wir bleiben nun bei unitéren Darstellungen, damit ist wigdet C. Grund-
legend ist der einfache

Satz 5.1Es sej eine unitare Darstellung von G auf dem unitaren (endlichdimen-
sionalen) Vektorraum V und W ein G-invarianter Unterraum. Dann ist au¢h W
G- invariant.

Beweis.Wir schreiben wiedeg fur pg, g € G. Jedegy ist unitar. Istx L W, so gilt
fury e Wauch< gx y >=< x,g"'y >= 0, da auchg™ly € W.

Induktiv kbnnen wirV nun in eine endliche direkte Sumrfee invarianter Unter-
raume zerlegen, von denen keiner weiter invariant zerlegbar ist. Also:

Satz 5.2Jede unitare Darstellung ist direkte Summe irreduzibler unitarer Darstel-
lungen.

Zusammen mit Satz 4.1 liefert das den

Satz 5.3(Satz von Maschke) Jede Darstellung einer endlichen Gruppe (auf einem
endlichdimensionale@-Vektorraum) ist direkte Summe irreduzibler Darstellun-
gen.

4.) Schlubemerkung. Es #i. G — GI(n, k) eine Matrixdarstellung, also eine
Darstellung Uber dem Vektorrauki. K > k sei ein Erweiterungskorper vda
Wegen Glf, k) c Gl(n, K) kannR auch als Darstellung vo@ tiberK" angesehen
werden. Dann ist moglicherweisetberk" irreduzibel, tbeK" aber reduzibel!
Der Fallk = R, K = C zeigt das - siehe Ubungsaufgaben!
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86 Gruppencharaktere

1) Esseip : G — GI(V) eine Darstellung vois auf demn-dimensionalen
VektorraumV (tberC). G braucht zunachst nicht endlich zu sein.

Definition 6.1. Der Charakter vorp wird durch

Xp(9) = Spurp(g) (€ C)
definiert. Die Dimension vog ist die vonp (d.h. die von V)y heil3t irreduzibel,

wennp es ist.
Ein Charakter ist also eine Abbildung v@nachC. Wir notieren
Satz 6.1Es seiy der Charakter vom. Dann gilt

() x(e) = dimp = dimy (mit e als 1-Element)
(i) y(atga) = y(g) furallea,ge G

(iii) x(g™) = x(9)

(iv) Istp = p" ® p”, SO iSty, = xr + X

Beweis.(i) (ii) und (iv) sind evident. Zu (iii) Es seieiy, ..., A, die Eigenwerte
von p(g), dann sindi;2, ..., At die vonp(g™). Dap(g)™ = id fur passendem

ist, sind die4; Einheitswurzeln, und;| = 1. Dann ist aben;* = 4;, und die
Behauptung folgt.

Ferner notieren wir
Satz 6.2Isomorphe Darstellungen haben denselben Charakter.
2.) Zum weiteren Studium von Charakteren benétigen wir

Satz 6.3(Schursches Lemma). Es sejeandp’ irreduzible Darstellungen einer
(beliebigen) Gruppe G auf endlichdimensional@vektorrdumen V und VY

p: V-V

sei eine G-aquivariante lineare Abbildung. Dann gilt
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() ¢ ist ein Isomorphismus oder die Nullabbildung.
(i) Far V. = V' undp = p’ ist ¢ eine Homothetie, d.hp(x) = c- x firce C
geeignet.

Beweis.(1) Es selK = Kerng. Furx € K undg € G ist dann

¢gx = gpx=g0 =0,
d.h.K ist G-invariant. Ebenso i€ = Bild ¢ G-invariant.
(2) DaV keine G-invarianten Unterraume auf3er O uldenthalt, ist entweder

K =V, alsog = 0, oderK = 0. Dann isty injektiv, B = Bild ¢ # 0, daheB = V’,
undg ist auch surjektiv.

(3) Im Fall (ii) seic ein EW vong. Dann ist auchy — ¢ - id G-aquivariant, mit
Kern # 0, also mul3p — cid = O sein.

Folgerung 1. Es seip eine Darstellung von G Uber \g = p1 @ ... ® pny, €iN€
Zerlegung vom in irreduzible Darstellungep, tber V, c V; also

V=Vi&...6Vy

mit G-invarianten irreduziblen Summanden. pjeseien paarweise nichtisomorph.
Es sei Wc V ein beliebiger G-invarianter Teilraum. Dann ist W direkte Summe
einiger der V.

Beweis.Die Einschrankungy vonp nachW zerfallt in irreduzible Darstellungen
pw. Uber UnterrdumelV, von W mit
W=W,®...W.

O.E. seil = 1, W = W, pw = pwa, d.h. pw irreduzibel. Es bezeichnp, die
Projektion vonW nachV,. Es kénnen nicht alle, Null sein (im FalleW = 0
haben wir nichts zu zeigen); da die G-aquivariant sind, sind sie isomorph oder
0; wegen der Nichtisomorphie dgy, ist dann genau eip, ein Isomorphismus,
etwap;. Dann ist firx e W

m
X = Z PuX = P1X,
i=1
th: V1~
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Folgerung 2.Es seip : V — V’ eine beliebige lineare Abbildung. G sei endlich,
ordG = N. Sei

~ 1 (-1

¢ = Nzg]p (@) ¢p(9)
Dann: (1) Wenrmp undp’ nicht isomorph sind, so igt = 0.
(2) Fur p = p’ istp eine Homothetie mit Faktor

1 :
- Spy, n=dime.
Beweis.(1) Wir zeigen, dal® G-aquivariant ist:

o' (™) gp(h) = % ;p’(h‘l)p'(g‘l) ¢p(@)p(h)

= =3 (e enlah)
g

=9
(2) Jetzt folgt (1) aus 6.3.(i), Aussage (2) aus 6.3.(ii), wobei wir den Skalar noch
bestimmen mussen:
~_1 -1 .
Spg = & D, SPP(g en(@) = Spy;

da bei einer Homothetie mit Faktordie Spur gerade - dimV = nc, ist, folgt

1
cC= ﬁSptp.

Fiur die nachsten Folgerungen gehen wir -nach Wahl von Basen- zu den zu
undp assoziierten Matrixdarstellungen tber, die wir @itind R bzeichnen. Das
MatrixelementS(g);; wird auch mitS;;(g) bezeichnet, entsprechend far Die
lineare Abbildungy werde durch die MatriX = (X;;) gegebeny durchX. Dann

gilt:
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X=2 PIECREY

~ 1
Xim = N Z Sik(@HXR m(9)

gkl

- Z [% Z Si,k(g‘l)R:,m(g)] Xl
g

kil

Sindp undp’ nicht isomorph, so isX;, = O fur alle Wahlen vorX,,. Das bedeutet,
dal die Koéfizienten 0 sind, also

Folgerung 3.p undp’ seien nichtisomorphe irreduzible Darstellungen der endli-
chen Gruppe G und,/& zugehdrige Matrixdarstellungen. Dannist fur allle i, m

5> SK(ERa(0) = 0.
g

Nun seip = p’, damit istg eine Homothetie mit Faktar = Spe/n. Dann ist

und es folgt

1 1 1
0= ; X N Zg: Rik(g )le(g) - ﬁ5k|(5im
also, daXy beliebig sein kann:

Folgerung 4.Fur jede irreduzible Darstellung auf einem n- dimensionalen Vek-
torraum V der endlichen Gruppe G der Ordnung N gilt:

1 B 1
N Zg: Rk(0)Rm(9) = ﬁ5kl5im

_|: furk=1i=m
~ |0 sonst
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3.) Wirinterpretieren nun die Folgerungen.

Definition 6.2. (1) Es seierp, ¢ : G — C komplexwertige Funktionen. Das Ska-
larprodukt vong undy ist

WG

geG

(2) ¢ heildt eine Klassenfunktion, weprauf allen Konjugiertenklassen konstant
ist:

o(h™igh) = ¢(g) fur allegheG.

Nach Satz 6.1(ii) sind Charaktere also spezielle Klassenfunktionen.

Satz 6.4Es seieny undy’ irreduzible Charaktere. Dann ist fiy # y’ das Ska-
larprodukt

X)) =0,
fur y =y’ ist

x) =1

Beweis.Es seiery, y’ Charaktere der irreduziblen Matrixdarstellungeand S.
Dannistfirge G

x(@ = D Ri(0),
i=1

also

1
Wx = N Z Si(@Rjj(@) =0

i.j.g
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nach Folgerung 3. Dabei haben wif(g) = x’(g™!) ausgenutzt. Entsprechend
liefert Folgerung 4 die Beziehung

<XX > = %Z Ri(0™HR;;(9)

i,j.9
1
- Z —=1

Wir sehen also, daf3 die irreduziblen Charaktere ein Orthonormalsystem im Raum
C der Klassenfunktionen bilden; insbesondere gibt es nur endlich viele solcher
Charaktere.

4.) Die Orthogonalitatsrelationen haben in Verbindung mit dem Satz von Masch-
ke wichtige Konsequenzen.

Satz 6.51) Es gibt nur endlich viele Isomorphieklassen irreduzibler Darstellun-
genvon G.

2) Darstellungen mit demselben Charakter sind isomorph.

Beweis.1) ist klar: fir nichtisomorphe irreduzible Darstellungen sind die Charak-
tere orthogonal, insbesondere also verschieden. Um 2) zu zeigen, stellen wir nach
Satz 5.3 eine Darstellungals direkte Summe

pP=p1@- - Op

irreduzibler Darstellungen dar. Indem wir isomorphe Darstellungen in der Summe
zusammenfassen und zu einer isomorphen Darstellung Ubergehen, kdnnen wir

P =MmP1@®MNp2® - &Ny

schreiben, wobei dig; die verschiedenen Isomorphieklassen irreduzibler Darstel-
lungen reprasentieren umgl > 0 ganz ist, mit

Njpj =pj®-- Dpj.
N—
N

Fur die Charaktere vop undp; folgt
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X =Ny + -+ Nexr.
Da diey; ein ONS bilden, ist

nj = o)
eindeutig durcly bestimmt: hieraus folgt Aussage 2).

Folgerung. Es seio eine Darstellung mit Charaktey. Es sei

p: nlpl@"'@nrpr
ihre Zerlegung in irreduzible Darstellungen. Dann ist

n; =X,
QX)) = Mo+ -+ 12,

Insbesondere igt genau dann irreduzibel, wenny, y >= 1list.

(Die letzte Bemerkung ist ein nutzliches Irreduzibilitatskriterium?).

5.) Wir bendtigen noch Informationen tber die Anzahl und die Dimensionen
der irreduziblen Darstellungen. Dazu fihren wir die sogenannte reguléare Darstel-
lung ein:

Es seiN die Gruppenordnung undg der von der Grupp& aufgespanntdN-
dimensionaleC-Vektorraum -G ist also eine Basis VoNg. G operiert aufVg
durch Linksmultiplikation:

h(Clgl + -+ CNgN) = Clhgl + -+ CNth.
Diese Darstellung heil3t regulére Darstellung @nwir nennen siep™9; ihren
Charakter bezeichnen wir entsprechend gfif. Er ist leicht zu berechnen: ist
g = e, also das 1-Element der Gruppe, sqi8¥(e) = id und damit
X'"%e) = Spur p"Y(e) = N.

Ist andererseith # ein G, so istimmerhg # g, d.h. die Diagonalelemente der
Matrix von p"9(h) bez. der Basi& sind alle 0, und wir haben
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x9h) =0 furh#e
Es folgt

Satz 6.6.Es seierp, ..., p; die verschiedenen irreduziblen Darstellungen van G
xj ihre Charaktere, gdihre Dimensionen. Dann gilt:

% xp) = d;,
preg: dlpl@"'@drpr

In der Tat ist

PR CIC)
N

Folgerung. Mit den Bezeichnungen von eben gilt
&2+ +d?>=N.
Dazu mussen wir in der Formel fjaf®9 nur die Dimensionen z&hlen.

Es bleibtr zu bestimmen, die Anzahl der irreduziblen Darstellungen. Dazu zeigen
wir den

Hilfssatz. Es sei F eine Klassenfunktion, die orthogonal zu allen irreduziblen
Charakteren ist. Dann ist = 0.

Beweis.(1) Wir bilden fur eine beliebige DarstellungiberV mit Charaktery
den Endomorphismus

¢=¢= %Z@p(g);
[¢]

@ ist ein Endomorphismus vov
(2) ¢ ist G-aquivariant. Denn fuh € G gilt
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| [

P gp(h) = = 3 F@p(hah
%Z (g p(hgh)
g

(daF eine Klassenfunktion ist)

| [I

= 5 2. F@rO.
g

(3) Weiter ist

1 ——
Spure = = > F(@) Spurp(g) = (F.x.

Fallsp irreduzibel ist, ist Spup = 0.

(4) Damit ist, fallsp eine irreduzible Darstellung isg, = ¢ - id nach dem Schur-
schen Lemma; = 0 wegen Sp = 0. Im Allgemeinfall istp = njp1 & --- & nyp;
direkte Summe irreduzibler Darstellungen, und man hat

Cp =Mpp + -+ Ny,
also wegernp,, = 0 auch jetztp, = 0.
(5) Wir wenden (1) auf die regulare Darstellung an:

1 ———
= 5 2. F@7* .
g
Das 1-Elemengist ein Basisvektor voiWg, und ferner ist fir jedeg € G

Peg)Ee) =9
Somit ist

= = > F@e(a)e

:%Z@'g € Ve.

Da dieg € G eine Basis vorVg bilden, folgt
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(@ =0
fur alle g, wie behauptet.
(6) Wir fassen die wesentlichen Resultate zusammen:

Satz 6.7G sei eine Gruppe der Ordnung, Np, ... seien Reprasentanten der
Isomorphieklassen irreduzibler Darstellungen von & die Dimensioneny; die
zugehorigen Charaktere. Dann gilt:

(1) Es gibt genau r Isomorphieklassen irreduzibler Darstellungen, wobei r die
Anzahl der Konjugationsklassen von G ist.

(2) Die irreduziblen Charaktere bilden eine ONB des Raumes der Klassenfunktio-
nen.

(3) Esist N= df+~--+dr2_
(4) Jedes dist ein Teiler von N

Wir haben (2) bewiesen, daraus folgt (1), da der Raum der Klassenfunktionen
naturlich die Dimension hat. (3) ist die Folgerung aus Satz 6.6. Die Teilbarkeits-
relation (4) beweisen wir nicht - sie erfordert mehr Theorie.

87 Beispiele

1.) Eindimensionale Darstellungen sind nattrlich irreduzibel und mit ihrem
Charakter identisch: es sind einfach HomomorphismenG/andie multiplikati-

ve GruppeC*. Da jedegy € G endliche Ordnung hak(N = ord G), liegt das Bild

in der Gruppe deN-ten Einheitswurzeln. ISb abelsch der Orndunly, so hatG
genauN Konjugationsklassen, also genBbluirreduzible Darstellungen, die nach
Satz 6.7 (3) alle 1-dimensional sein mussen. Umgekehrt: sind alle Darstellungen
1-dimensional, so mussen sie in der AnzBhlorliegen, damit haG genauN
Konjugationsklassen und ist abelsch.

Satz 7.1G ist genau dann abelsch, wenn jede irreduzible Darstellung 1-dimensional
ist.

Ein direkter Beweis eines Teiles von Satz 7.1:
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Es seip eine irreduzible Darstellung der (evtl. unendlichen) abelschen Gr@ppe
tberV. Istg € GundV(e) c V ein Eigenraum vop(g) zum Eigenwerty, so ist
V(a) G-invariant, da dieo(h), h € G, mit p(g) vertauschen. Somit i8f(a) = V

und p(g) eine Homothetie. Das gilt fur jedes € G, d.h. allep(g) sind Homo-
thetien. Ein Darstellung durch Homothetien ist aber nur im 1-dimensionalen Fall
irreduzibel.

2.) Die irreduziblen Darstellungen (Charaktere) der zyklischen Gruppen sind
leicht berechenbar. Sie sind 1-dimensional, und zwar Homomorphigm€p —
Sl={z: |7 = 1}. Wegenx" = efur jedesx € C, muRy(2) einen-te Einheitswur-

zel sein. Setzt man also

é/ — e27ri/n

und istx ein Erzeugendes vdb,, so definiert

¥ =" h=01...,n-1

samtliche irreduziblen Charaktere vGp.

Fur eine abelsche Grupgzdefinieren wir als Multiplikation zweier irreduzibler
Charaktere

xir2(¥) = x1(r2(X).

Satz 7.2Durch die obige Formel wird auf der Mengg der irreduziblen Charak-
tere eine abelsche Gruppenstruktur definiert.

Definition 7.1. G heift die Charaktergruppe von G

Jetzt ergibt sich aus der obigen Beschreibung der Charakter@.,von

Satz 7.3.C, ist zyklisch von der Ordnung n, also isomorph zu C

Diese Aussage gilt allgemeiner:

Satz 7.4.Die Charaktergruppe jeder endlichen abelschen Gruppe ist zur Gruppe

isomorph.

128



Zum Beweis bemerken wir, daf3 die Aussage fur zyklische Gruppen richtig ist; da
jede endliche abelsche Gruppe direktes Produkt zyklischer Gruppen ist, folgt sie
aus dem

Hilfssatz. Es sei G= G; x G; ein direktes Produkt endlicher abelscher Gruppen.
Dann gilt fir die Charaktergruppen

é\éé\lxcf'iz

Beweis.Es seiy; € G. Definierey € G durch

x(a1, @) = y1(a)xa(az)

(mit & € Gj). y ist ein Charakter, die Abbildung

X1.X2 =2 X

ist ein Homomorphismus, deffensichtlich injektiv ist, also, da die Gruppen die-
selbe Ordnung haben, ein Isomorphismus.

Wir definieren - ahnlich wie bei Vektorraumen - eine “Paarung” zwiscBemd
G durch

GxG -2 st
9. x — x(9).

Dann laf3t sich ein Homomorphismus v@rauf die Bicharaktergrupp@ durch

@A) = ¢(9.x) = x(9)
definieren. Der Kern vou ist die Untergruppe

—_

Go={geG:x(g =1 fur alley € G}.

Jeder Charakter va@ faktorisiert sich Gber einen Charakter V@G, (nach dem
Ublichen Homomorphiesatz). Daher muf3

ordG = ord G = ord G/G, = ordG/G,
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gelten, d.hGy = {€}, undy ist damit injektiv, also (wegen Gleichheit der Ordnun-
gen) auch surjektiv. Wir sehen

Satz 7.4'¢ ist ein Isomorphismus von G aGf d.h.¢ “definiert* G als Charak-
tergruppe vorG.

3.) Wir bestimmen nun die irreduziblen Charaktere \@yund D;,.

Ds = {& X, X%, Y, yX yX}
- siehe§2 - ; die Konjugationsklassen sind

Ki={e, Ko={xx}, Kg={y.yxyx}
Die einzige Losung der Gleichung 6.7.3 ist

6=12+1%+2%
demnach gibt es 2 1-dimensionale Charaktere und einen irreduziblen 2- dimen-

sionalen. Die zugehorigen Darstellungen sgign = 1,2, 3. p; sei die triviale
Darstellung mijp(g) = 1 fir alleg; p, definieren wir durch

p2(X) =1, pay) = -1,

das ist gerade die Signum-Funktion, wenn wir die= D3 als Permutationen
der Eckpunkte eines Dreiecksftassen. Schlief3lich definieren wir alg die 2-
dimensionale Darstellung a@®, Beispiel 1. Das sind alle irreduziblen Darstel-
lungen - bis auf Isomorphie genau; die Werte ihrer Charalgtenstieren wir in
der folgenden Charaktertafel:

D@ E

e | x|y

il 111
Y2l 111
X3 2 -1 0

Wir haben aus jeder Konjugationsklasse einen Reprasentanten angegeben, in Klam-
mern die Elementzahl der Konjugationsklasse dariiber notiert, ung, rdén tri-

vialen Charakter bezeichnet. Dementsprechend stehen in der ersten Zeile nur Ein-
sen, in der ersten Spalte myif(e) = d; die Dimensionen der Darstellungen. Aus
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der Tafel liest man natirlich sofort die Orthogonalitatsrelationen der Charaktere
ab. Die entsprechende Tafel fDy gebe ich ohne Kommentar an:

O ARCVRNVANN RN ES

e | | x|y |yx
Yl 11111
Yol L 11 [1]1
Ysl 1|1 |1[1]1
Yal L1111
Ysl 22| 000

Der Leser sollte sie aus den Informationen tiDgfeicht begriinden kénnen.

Als letztes Beispiel betrachte ich die Tetraedergrupp8ie wird von den Tran-
formationenx, y1, Y», Y3 aus§2 erzeugt; ich gebe nochmal die Matrizen einer Dar-
stellung an und die Wirkung auf die 4 Eckpunkte:

0 01 1 2 3
x=100=134
010

o

0

1

aefp 3 )22
0 0 -1
“10 0y 4 , 4

o= 0 1 01=(3 4 4
0 0 -1
“10 0 4, 4

Yo=1 0 -1 0={4 3 »
0 0 1

Die Gleichheitszeichen bedeuten natiirlich, daf} diese Elemente unter dem fragli-
chen Isomorphismus sich entsprechen; fir Permutationen habe ich die ausfthrli-

che Darstellung
1 2 ... n
ol o2 ... on
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benutzt. Es gibt genau 4 Konjugationsklassen, reprasentiert duxck?,y = i,
von der Lange 1,4,4,3. Dementsprechend gibt es 4 irreduzible Chraktere; die ein-
zige LOsung von

B+ds+di+di=12 ,dy=1,

ist

PP+12+12+3% =12

Die Elementee, y1,Y», Y3 bilden einen Normalteilek Ordnung 4, isomorph zu
C, x C,, undT/V = Cs. Jeder 1-dimensionale Charakter vGg etway, liefert
zusammen mit : T — T/V einen 1-dimensionalen CharakjevonT:

TSLTvS e,
x = x o n. Damit hat man die 3 1-dimensionalen Darstellungen Vagefunden;
die 3-dimensionale Darstellung ist dann die durch die obigen Matrizen beschrie-
bene, deren Spur dann den noch fehlenden Charakter liefert. Insgesamt ergibt sich

mit den Ergebnissen Ub&s aus dem Anfang der Paragraphen die folgende Cha-
raktertafel:

CARCORNCORNCE))
e | x| x|y
il 1111
x2| L[] 1
xs| 1|21
Yal 31 0] 01

Es ist eine huibsche Ubung, aufgrund dieser Charaktertafel die Gruppe zu identifi-
zieren.

Abschlie3end in diesem Paragraphen machen wir noch eine Bemerkung zu den
Darstellungen der Ikosaedergruppe. Wir kennen die triviale Darstellung und die
“tautologische” Darstellung als Untergruppe &I(3); die Dimensionen sind 1

und 3. Nach Satz 6.7. (3) und (4) hat man fur die Gbrigen Darstellungen

60=1+3%+d3+d2+ d;
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die einzigen Losungen sind 3,4 und 5. Es gibt also noch 3 weitere irreduzible
Darstellungen in diesen Dimensionen. Ich gebe sie hier nicht mehr an - siehe
[Artin].

88 Kompakte Gruppen

1.) Wir Ubertragen eine Reihe wesentlicher Ergebnisse der vorigen Abschnitte
auf gewisse unendliche Gruppen, und zwar kompakte Untergruppen varCeI(
oder Glf, R). Der Fall endlicher Gruppen ist naturlich hierin enthalten: er dient
uns als Modell.

Hauptwerkzeug war bisher die Mittelbildung tber die endliche Gritie wir
zur KonstruktionG-aquivarianter Objekte verwandt haben. Wir brauchen einen
Ersatz hierfir. Ohne Beweis benutze ich

Satz 8.1Es seiC°(G) der Vektorraum der stetigen komplexwertigen Funktionen
auf der kompakten Gruppe. Gs existiert genau eine stetige Linearform

| :C%G) » C
mit folgenden Eigenschatften:

1) 1(1) = 1.
(2) Bezeichnet,f fur f € C°(G) und ac G, die Funktion

00 €' f(ax),

So ist immer

[(f) = I(f).
Dariiberhinaus gilt mit f(x) = f(x) und f(x) = f(xa) :
3) I(f*) = I(f) = I1(f").
Erlauterungen (1) Die Stetigkeit vonl bezieht sich auf gleichmallige Konver-
genz: istf; — f eine gleichmalig konvergente Folge, so biff) — I(f).
(2) I(2) definiert das Volumen vo@: er wird also auf 1 normiert.
(3) I heildt invariante Integration a@; i.a. schreibt man
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I(f) = fG (%) ()

und nennt g ein invariantes oder Haarsches Mal3.

(4) Der Satz ist (sinngemalf3) auch fur sogenannte lokal-kompakte Gruppen richtig:
hier trifft man sogar den einfachsten und wichtigsten SpeziaGa#:R, +, du =
dx, also

I(f) = Im f(X) dx;

C%G) muR dabei als Vektorraum der stetigen Funktionen mit kompaktem Trager
gewahlt werden. Eigenschatft (3) des Mal3es ist dann nicht mehr garantiert, und die
Stetigkeit muf3 etwas anders definiert werden, ebenso die Normierungsbedingung

(1).

Beispiel 1.Eine endliche Gruppe (der Ordnumy) ist (beztglich der diskreten
Topologie) kompakt. Als Mal3 verwenden wir das “ZahlmaR®, dividiert duxch
Jede Funktiorf von G nachC ist stetig, und

1(f) = fG f(x) dx = %Z (),

xeG

d.h.1(f) ist der Mittelwert vonf UberG. Diese Bildung hatten wir in den vorigen
Paragraphen benutzt.

Beispiel 2.Es seiG = S = U(1), also
S'={z:z=€":0<9 < 2n).
Fur eine stetige Funktioh auf St definieren wir

f(9) = f(€).

Dann istﬂﬁ) eine stetige Funktion auf dem Intervall ], die wir periodisch zu
einer stetigen2-periodischen Funktiom aufR fortsetzen kbnnen. Wir definieren

2”—.,
|(f):f81f(x)dx:2—1ﬂfo () do.
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Der Kodfizient 1/2n sorgt fur die Normierung des MalRes (Bedingung|list
stetig und linear, wie in der Integralrechnung gezeigt wird. Schlief3lich gilt auch
Regel 2 des Satzes: es get €* fest, dann ist

1(f,) = fSl f(yx) dx = Ll f(€“*) dx
_ L f " fla + 9)do
21 Jo
1 a+21 ——
= > f; f(9)d¥ (Substitution!)

1 (* -
= —f f(3)d9 (Periodizitat)
21 Jo
= 1(f).
Beispiel 3SU?2) ist kompakt (homeomorph z8% < R?*) und besitzt also ein
invariantes Mal3. Wir brauchen keine explizite Formel, sondern nur die Existenz!

2)

Definition 8.1. Eine Darstellung einer kompakten Gruppe G auf dem endlich-
dimensionalen Vektorraum V ist estetiger Homomorphismus

oG - GI(V).

p hei3tirreduzibel, wenn O und V die einzigen invarianten Unterrdume sind; sonst
heil3tp reduzibel.

Nun kénnen wir den gréf3ten Teil der bisherigen Resultate auf stetige Darstellun-
gen kompakter Gruppen Ubertragen. Dazu zeigen wir zunéchst

Hilfssatz 1. Durch

(x,y):fe<gx,gy>dg, X,yeV

wird ein G-invariantes Skalarprodukt auf V erklart.
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Dabei warp : G — GI(V) eine (stetige!) Darstellung, undgdezeichnet das
Haarsche Mal3 auk. Stattp(g)(x) haben wirgx geschrieben.

Der Beweis ist mit dem Beweis vo§#, Hs 1, identisch. Wir kdnnen damit auch
die Folgerungen aus diesem Hilfssatz in unsere Situation ibernehmen.

Satz 8.2Es sei G eine kompakte Gruppe.

(1) Jede (stetige) Matrixdarstellung von G ist konjugiert zu einer unitaren Dar-
stellung.

(2) Jede kompakte UntergruppecGl(n, C) ist zu einer (kompakten) Untergrup-
pe & von U(n) konjugiert.

(3) Alle Elemente einer kompakten Untergruppe sind diagonalisierbar.

Als Folgerung haben wir den Zerlegungssatz

Satz 8.3Jede (stetige endlichdimensionale) Darstellung einer kompakten Gruppe
G ist direkte Summe irreduzibler Darstellungen.

Charaktere werden wie friiher definiert als

X, = Spup, p eine Darstellung

es sind stetige Klassenfunktionen, die der Gleichung

Xpap' = Xp + Xp'
gentigen. Isp irreduzibel, so heil3, irreduzibel.

Das Schursche Lemma (Satz 6.3) hatten wir gleich fir beliebige Gruppen bewie-
sen. Wir fihren nun noch das richtige Skalarprodukt ein:

Definition 8.2. Fur stetige Funktionep undy auf G sei

(0 = fG 2090 (x) dx.

(Dabei ist dx das Haarsche Mal3 von)G
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Jetzt folgt wie in§6 der fundamentale

Satz 8.4(1) Die irreduziblen Charaktere sind ein Orthonormalsystem im Raum
der Klassenfunktionen.

(2) Ein Charaktery ist genau dann irreduzibel, wenrny, y >= 1ist.

(3) Zwei Darstellungep undp’ sind genau dann isomorph, wenn ihre Charaktere
gleich sind.

(4) Ist G abelsch, so ist jede irreduzible Darstellung 1-dimensional.
Wir hatten fir (4) einen Beweis gegeben - siehe Satz 7.1.

Nicht Gbertragen kbénnen wir die Teile von Satz 6.7, die Anzahlaussagen machen,;
in der Tat gibt es i.a. unendlich viele Konjugationsklassen und irreduzible Charak-

tere. Um hier Genaueres zu erfahren, muf3ten wir wieder die regulare Darstellung
von G definieren, die aber notwendig unendliche Dimension hat. Dazu verweise

ich auf die Literatur.

89 Darstellungen von Drehgruppen

1) EsseiU(l) = S! = {ze C : |7 = 1}. Alle irreduziblen Charaktere sind
1-dimensional; da irreduzible Darstellungen konjugiert zu unitaren sind, missen
sie wegen der Kommutativitat vad* = GIl(1, C) selbst unitar sein, also sind die
irreduziblen Charaktere einfach die (stetigen!) Homomorphismen

x U@ - UQ).

Einige solche kennen wig,(2) = Z, firk e Z.

Satz 9.1Die irreduziblen Charktere von (1) = S* sind die obigen Homomor-
phismen

w@ =2 k=0,+1,...

Folgerung. Die Charaktergruppe von st isomorph z\Z.
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Denn, bei der Gblichen Multiplikation von Charakteren:

k- x1)@ = (@ x1(2

ist naturlich

Xk X1 = Xk+ls

und durchyy — kst ein Isomorphismus definiert. Anders als bei endlichen abel-
schen Gruppen ist also die Charaktergruppe nicht isomorph zur Ausgangsgruppe.
Die weitere Untersuchung dieser Zusammenhénge fuhrt auf die Pontrjaginsche
Dualitatstheorie

Beweisvon Satz 9.1. Wir zeigen eine Reihe von Hilfssatzen:

Hilfssatz 1. Jeder stetige Homomorphismus M@+ in sich ist von der Gestalt

f(t)=at , aeRfest

Beweis.Es seia = f(1). Istn e N, so ist

fn=f1+---+1)=n-f(1)=ng

fur —n € N gilt ebenfalls

f(n) = ~f(-n) = ~(-n)a= na

und natdrlich ist

£(0) = 0.

Damit gilt f(t) = a-tflrallet € Z. Ist s = r/t rational, so folgt

tf(s) = f(ts) = f(r) =ra,
also
f(s) = % -a=sa
Ist schlieBlicht € R beliebig, so existiert eine Folge € R mit t; — t, und man

hat wegen der Stetigkeit
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f(t) = lim f(t;) = alim t; = at.
j—o0 j—o0
Hilfssatz 2. Jeder stetige Homomorphismus

o:R+-S'={z:|4=1cC
hat die Gestalt

o) =€ | aeR.

Beweis.Es seie : R — St durch

e(t) = €
gegeben. Wir haben dann das Diagramm

R R
eEN o
Sl

zu untersuchen. Nun kann man genau eine stetige AbbilgundR — R mit
€ o = ¢ undy(0) = 0 finden, die also zu einem kommutativen Diagramm

12

R
EN S
Sl

fuhrt. Konstruktion vory: Wir setzenp(0) = 0 und definieren

| ={t>0:9:[0,f] » Riststetig,»(0) = 0, ep = ¢},
als die Menge der positivenfur dieg mit den gewiinschten Eigenschaften schon
definiertist. Es ist also @ I; wir zeigen
S = supl = +co.

Nehmen wir an, es ssic R. Dannistz = ¢(s) € S!. Umz = € wahlen wir einen
KreisbogernV = {€" : 7 - § < a < 7 + 6}, der so klein ist, dal3
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e'(V) =|_JUs(a + k- 2n)
kezZ
gilt, wobei die IntervalldJy, = Us(a + k- 27) mit Mittelpunkta + k- 27 paarweise
disjunkt sind und durclk umkehrbar stetig auf den Kreisbog€rabgebildet wer-
den.W sei ein so kleinesfenes Intervall uns, dalp(W) c V gilt. In Wn | gibt
es einen Punkt mit0<t<s.

Es sei etwa(t) = Uy, e = €Uk undelzl die Umkehrung vory. Dann ist furt’ <t
mit t’ € W sicherp(t’) = €. o ¢(t’). Die rechte Seite ist aber auf gavzdefiniert
und stellt eine stetige Fortsetzung vgriiber s hinaus dar: das widerspricht der
Definition vons. — Entsprechend behandelt man tie O und erkennt, daf auf
ganzR mit den gewiinschten Eigenschaften existiert.

Die Konstruktion funktioniert fir jedes stetige Ist nuny sogar homomorph, so
hat man flrt,se R

(F(s+ )~ FO - F0) = e
_p(s+1)
"~ o(e(t)
= 1’

also gibt es eine ganze, vant abhéngige Zak(s, t) mit

@(s+1) =&(s) + ¢(t) + k(s 1) - 2.

Die Funktionk ist aufR stetig, ganzzahlig, also konstant. i t = O ist sie 0,
also Uberhaupt.

Ende des Beweises. Es sgi: S — S! ein Charakter. Mite(t) = exp Zrit ist
danny o € ein stetiger Homomorphismus véhnachS?, also

yoe(t)=€em" | firaeR.
Damit gilt

X(e27rit) — e2niat;

fur t = 1 insbesondere
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1=yx(1) = e

Daraus folglx = k € Z, somit

x(@) = x(&") = e =2
2.) Es sei nunG = SU2). Wir suchen die irreduziblen Darstellungen. Dazu
fuhren wir die folgenden Vektorraume ein:
Vi = {f € C[u,Vv] : f homogen vom Grad}.

Ein Elementf € V, sieht also so aus:

f=f(uv)=xu" + XU+ .+ XUV 4 XV,
wobei diex; komplexe Zahlen sind/, ist (mit der Addition von Polynomen und
Multiplikation mit komplexen Zahlen) ein+ 1-dimensionale€C- Vektorraum, in
dem die Polynome
U™, U™y, L u

offenbar eine Basis bildeNy = C. Wir definieren eine Darstellung, von Gl(n, C)
aufV, durch die Formeln:

P:( 2 g)eGI(n,C)

uv)=@uwvw-P
f=1fuv)=xu" + -+ xV'
(onP)f = Xou™ + - -+ + xV",

also

(enP)UV = UV, i+ =n.

Furn = 0 istpg die triviale Darstellung von Gi, C) aufVy = C. Firn = 1istp;
die Standarddarstellung auf de@i :

Wir wahlen A = {u,v} als Basis vorV; und sehen, dal} die zy4 gehorige Ma-
trixdarstellungRy p durch
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Rip = Appraa =P

gegeben wird. Fin = 2 erhélt man entsprechend beziiglich der Bagis=
(U2, uv, V?} :

al ab o3
R.p =[2ac ad+bc 2bd|;
c? cd &

in den Spalten stehen die Koordinatenvektorenwénu'v', v'2 bezlglich4.

Nun ist SU2) eine Untergruppe von Gi(C); die Einschrankungen von, auf
SU2) mogen auch mjp, bezeichnet werden.

Satz 9.2Die p,, N = 0,1,2,... sind die irreduziblen Darstellungen von &

SU2).

a) Zum Beweis brauchen wir zun&chst
Hilfssatz 3. Die p, sind irreduzibel.
Beweis.Es sei

T=UQ)
die Untergruppe der DiagonalmatrizenSk)2), also

{9 -1

Die Einschrankung vop, auf T ist eine Darstellung voit, die vollstandig in 1-
dimensionale irreduzible Darstellungen zerféllt. Wir werden in Hilfssatz 5 zeigen,
dal} diese irreduziblen Komponenten paarweise nicht-isomorph sind; es ist

Vn:WO@"'GBWn,
W=C-u"'v , i=0,...,w,

die irreduzible Zerlegung vop, (eingeschrankt aut). Nach Folgerung 1 zum
Schurschen Lemma ist dann jedetinvariante Unterraum voWV, eine direkte

142



Summe einiger oder all&. Das gilt erst recht fur jede8U(2)-invarianten Un-
terraum. Es sei als@/ ein solcher Unterraung 0. W enthélt dann ein Monom

UV, Ist dann
a b
P= (—B a)
eine unitdre Matrix miatb # 0, so ist
P(u™'V) = (au- bv)"(bu+ av)'

— n—ibiun + .

damit muRW also auchu” enthalten. Weiter ist

PU" = (au—by)"
n
= Z (E) ak(B)n—kukVn—k;
k=0
da samtliche auftretende Kidieientenz 0 sind, muRN alle Monomeuv** ent-
halten, d.hW = V,,.

b) Wir betrachten weiter die Grupfe Jede Konjugiertenklasse v&tJ2) schnei-
detT in den beiden Matrizen
A 1
A\ a)y

die nur fira = £1 Ubereinstimmen.
Damit haben wir

Hilfssatz 4.1) Jede Klassenfunktignauf SU2) ist durch ihre Einschrankung auf
T eindeutig festgelegt.

2) Faldt manp als Funktion vom auf, so muf3 die Funktionsgleichung
o(A) = ()
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bzw., mitd = €” und¢ als Funktion von?,

() = p(-1)
erfullt sein.

c) Jetzt berechnen wir die Charaktgreder p,. Da es Klassenfunktionen sind,
brauchen wir nur ihre Einschrankungen dutu kennen, und das ist jeweils der
Charakter der Einschrankung vppaufT. Ist nunP = diag@, 2) € T, so ist

PUV = AUV,

dabei haben wit = A~ ausgenutztP wirkt also als Diagonalmatrix auf, mit
den Eigenwerten

A2
und der Spur
n/2 n/2 _
Xn(/l) — Z /12k - Z eZIkﬂ-
k=-n/2 k=—n/2

Also

Xxo(¥) =1

(@) =€’ + e = 2 cosy

Yo () =" +1+e? =1+2cosd,
usw.

Wir notieren insbesondere

Hilfssatz 5.Die irreduziblen Komponenten veq|T aus Hilfssatz 3 sind paarwei-
se nichtisomorph.

Damit ist Hilfssatz 3 vollstéandig bewiesen.

d) Jetzt sej ein beliebiger irreduzibler Charakter v&@(2). Wir weisen nach,
dalRy mit einemy,, Ubereinstimmt. Wie im Beweis von Hilfssatz 2 schranken wir
die Darstellung, zu dery gehort, aufl ein; dort zerfallt sie in eine Summe von
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Exponentialfunktionee™”, weil das ja die irreduziblen Charaktere dfi) sind;
damit isty|T eine Summe von Exponentialfunktionen, die zusatzlich gerade sein
muBix(9) = x(-9). Somit kommen in dieser Summe die Tergfé unde " mit
denselben Ka@zienten vor, und damit kann sie als Linearkombinatiomgenit
rationalen Koéizienten dargestellt werden:

t
X = Z rixi-
j=0

Da diese Gleichung auf gilt, gilt sie nach Hilfssatz 4 auf gar&J(2). Die Funk-
tioneny, xo, x1, - - . , xt Sind also linear abhangig, bilden andererseits ein Orthonor-
malsystem. Das ist nur moglich, wegreins dery;, 0< j <t ist.

Damit ist der Satz bewiesen.

3.) Wir untersuchen als nachstes die Gru@&3). Dazu betrachten wir die
Konjugationsklassen vo8U2), die bei der Identifikation

su2)=s?

gerade die Breitenkreise d&? sind, also 2-Sparen (oder 2 einzelne Punkte). Ins-
besondere ist der Aquator d6? eine solche Konjugationsklasse; er besteht (als
Teilmenge vorSWU2)) aus den Matrizen der Gestalt

M = ( X E’),|x|2+|y|2 1, x+X=0.
Fuhren wir Real- und Imaginarteile der Kfeienten ein, so kbnnen wir
M = in_ yi+ iy2 ’
“yi+ly2  —IXz
mit
X+ +ya=1,
schreiben. Auf dem Aquat®? = {M} operiertSU2) also durch Konjugation:

M +— PIMP

mit M € S?, P € SU(2). Wir betrachten allgemeiner den reellen Vektorradm
der “schiefhermitischen” Matrizen mit Spur 0.

145



M:( in_ Y1‘f‘i)’2
“Yitly2  —IXp
er hat die Dimension 3. Aufl operiertSU(2) ebenfalls durch Konjugation. In der

Tat: M ist genau dann schiefhermitisch, weih = —M ist. Dann ist fir unitéres
P

), X2, Y1, Y2 € R;

(P-IMP) = '(P 'MP)
_ tﬁtmtﬁ‘l
= P(-M)P
= -PMP.

und die Spur hat sich nicht geandert.

Dartberhinaus ist die Operation linear:

P (Mg + M)P = P*M;P + P'M,P
PTAMP =AP'MP, 1€R.

Also haben wir den

Hilfssatz 6. Durch o-(P)(M) = P-*MP wird eine 3-dimensionale reelle Darstel-
lung von SJ2) definiert.

Da ferner fiir jede® der Isomorphismus-(P) die S? in sich tberfuhrt, ist-(P)
eine Isometrie des Raumes (bezuglich der euklidischen Norh - ||2 = x5 +

y2 +Y3). In einer zugehdrigen ONB, die ich gleich explizit angebe, ist darti®)
durch eine orthogonale (reelle!)x33-Matrix gegeben. Wir wahlen als Basis die
den Basisvekoren (0, 0), (0,1, 0), (0, 0, 1) entsprechenden Matrizen

o SH5 o o)

Hilfssatz 7. o “ist* ein Homomorphismus von S(2) nach (3).

Also:

“ist": bedeutet: “definiert in der obigen Basis."
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Es sei wiedefl c SU2) die Untergruppe der Diagonalmatrizen. Wir berechnen
fur P =diag@ 1) eT:

Das bedeutet, mit = €”, fur o(P) :

1 1 0 0
o(P) {O] = [0],0’('3) (1] =| cos 2}
0 0 0 —sin 29

0 0
o (P) [o} -
1

sin29 |.
cos 2

Also: das Bild vonSU(2) untero enthalt die Isotropiegruppe von,(, 0) in S?,

die ja aus den Matrizen der Gestalt

1 0 0
0 cos? sin®

0 -sind cosy

besteht. Da ferne8U(2) transitiv aufS? operiert -S? ist ja eine Konjugationsklas-
se vonSU(2) -, folgt

Hilfssatz 80 : SU2) — SQ3) ist surjektiv.

Dald wirklich SQ3) als Bild sich ergibt, nicht etw&®(3), ist klar: die Funktion
detoo ist aufSU(2) stetig, ganzzahlig und im Punkie der Einheitsmatrix, gleich
1.

Hilfssatz 9Kern o = {+E}.

Zum Beweis werte man einfach die Bedingunggi®) = id aus: es mul3 fur ein
solchesP gelten:
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o S5 =[5 allo )

daraus folgt soforb = 0, alsoa = 1 = €”. Ferner muR3

0 1|4 0y (1 0\(0 1
-1 0o/{lo a) {0 a/\-1 O
sein, worausl! = A folgt. Wegen|| = 1 ist danni = +1, alsoP = +E.

Insgesamt

Satz 9.30 : SU2) —» SQ3) ist ein surjektiver Homomorphismus mit Kern =Z
{£E}; darUberhinaus ist der Kern Z abgeschlossen, undt stetig.

SU(2) ist also (in der Sprache der Topologie) eine 2-blattrige unverzweigte Uber-
lagerung vors6Q3).

Nach dem Homomorphiesatz der Gruppentheorie folgt jetzt leicht

Satz 9.41) Die Darstellungen von SQ), die auf Z trivial sind, sind von der
Gestaltp = p o o, wobeip eine beliebige Darstellung von $8) ist. p ist durchp
eindeutig bestimmt.

2) p ist genau dann irreduzibel, wefines ist.

Zum Beweis mussen wir uns nur klarmachen, dgf@énau dann stetig ist, weipn
es ist. Das folgt aus der Stetigkeit und Abgeschlossenheit des Homomorphismus
o, die sich wiederum aus der Konstruktion verergeben.

Damit kennen wir die irreduziblen Darstellungen vVBQ(3) : sie sind gegeben
durch diep; aus Satz 9.2 migeradem j, denn genau fur diese ig{(-E) = id.
Wir bezeichnen sie mj;.

4.) Als letztes in diesem Paragraphen erweitern wir noch die Theorie in einem
Punkt: wir wollen Produkte von Darstellungen einfihren.

Definition 9.1. Es seien V und W n- bzw. m- dimensionale K-Vektorraufihe,
{as,...,an}, B = {by,..., by} Basen von V bzw. VDer von der Produktmenge
A x B erzeugte nm-dimensionale Vektorraum heif3t Tensorprodukt von V und W
und wird mit V@ W bezeichnet.
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Der GrundkoérpeK darf beliebig sein. Durch

def

7(a, b)) = (&,b)) e VW

wird eine bilineare Abbildung voiW x W nachV ® W definiert; Schreibweise:
7(X,y) = x®Yy. Es gilt also

(Z aia;) ® (Zﬁjbj) = Z aiB;a; ® by

|
Jede bilineare Abbildung

¢ VXW-—>Z

in irgendeinerkK-VektorraumZ faktorisiert sich eindeutig Uber das kommutative
Diagramm

VxW 2 7
Tl "
Vew

mit einerlinearen Abbildungy. Insbesondere hanyt® W “bis auf kanonische
Isomorphie genau” nicht von den gewahlten Basen ab.

Sind insbesonderé: V — V undg : W — W Endomorphismen, so definiert
(xy) — f(x)®a(y)

eine bilineare Abbildung vo xW in V®W, die sich tber eine lineare Abbildung,

genanntf ® g, vonV @ W — V ® W faktorisiert.

Definition 9.2. f ® g heil3t Tensorprodukt der Endomorphismen f und g

Es ist leicht, aus den Matrizen fiirund g beziglich gewahlter Basen die Matrix
des Tensorproduktes auszurechnen: Es sei

A= Apaa = (@)

B=Ags5 = (Bu)
C = Asegec = (Yxiij)s
mit C = A x B;
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dann ist

(f®g)(a®by) = f(a)®g(b)

= Zaki'ak‘g’zlgljbl

= Z aifjax ® by,
kI
alsoyyij = awibij-
Ubersichtlich 1aRt sicle als Matrix von Matrizen schreiben:

(I]_]_B (IlzB a’]_nB
C=| : e K™,

anlB anzB . e annB

Definition 9.3. Die oben eingeflihrte Matrix heif3t Kronecker-Produkt von A und
B, in Zeichen:

A® B.

Damit hat man
Af@g;c,c = A¢ AA® ﬂg;B,B-

SchlielRlich notieren wir den einfachen
Hilfssatz 10.Die Spur von f® g ist das Produkt der Spuren von f und van g

5.) Kehren wir nun zu Darstellungen zurtck!

Definition 9.4. Es seiem; undp, Darstellungen von G auf Vektorraumen zw.
V5. Durch

p1® p2(9) = p1(9) ® p2(9)
wird eine Darstellung auf V® V, gegeben: das Tensorprodukt venund p,.
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Aus Hilfssatz 10 folgt nun

Satz 9.5Der Charaktery,,q,, ist das Produkt der Charaktere ven bez.p,:

Xp1®p2 = Xp1 * Xpz-

(Alle diese Satze und Definitionen gelten flr stetige Darstellungen komplexer
Gruppen, insbesondere also im Falle endlicher Gruppen).

Das Produkt irreduzibler Charaktere ist im allgemeinen nicht irreduzibel. Wir stu-
dieren die Situation am Beipsiel der Grupp&(2). Die irreduziblen Darstellun-
gen waren in Satz 9.2 aufgezahlt worden:rfii 0, 1, 2, . . . gibt es bis auf Isomor-
phie genau eine solche Darstellumgder Dimensiom + 1; fur ihren Charakter

xn gilt auf der Untergrupp@ der Diagonalmatrizen

T = {diagQ, 2) : || = 1)

die Formel:yn(1) ist eine Summe von Potenzen vanderen Summanden die
Zeilen des folgenden Dreieckschemas sind:

0 1

1 At At

2 A2 1 172

3 A3 At At A3

4 2° A2 1 A72 A

usw. Also ist z.By»(1) = 22+ 1+ A72. Sind nuny, undy, irreduzible Charaktere,
so gilt aufT

an(ym@W =@+ ... +2A"+... AT
= Xrem(A) + Xnem-2(4) + -+ + xin-m(4),
wie man unmittelbar nachrechnet. Da wir es mit Klassenfunktionen zu tun haben,
gilt dieselbe Beziehung

XoXm = Xoem T Xnem-2 t ...+ Xin-m
auf ganzSU(2), und wir haben

Satz 9.6(ClebscifGordan-Formel). Fur das Tensorprodukt der irreduziblen Dar-
stellungerp, von SY2) gilt die Zerlegung in irreduzible Summanden
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Pn®Pm=Pnm @ Pnim-2@ ... S Pjp-m-

810 Quantenmechanik und Gruppendarstellungen

1.) Ich beginne mit einer mathematisch besonders einfachen, physikalisch aber
besonders wichtigen Situation.

Es sei ein System ausidentischen (d.h. ununterscheidbaren) Teilchen gegeben.
Es kann sich um Photonen, Elektronen, Mesoneigilchen und dergleichen
handeln. Der Zustand des Systems wird durch Eisveertige Funktion der Koor-
dinatenxy, ..., X, beschrieben:

lp(Xl’ ey Xn),

es stehtx; fir die Koordinaten des i-ten Teilchens. Dabei definieren zwei Funk-
tionen denselben Zustand, wenn sie sich nur um einen Skalam Betrag 1
unterscheiden. - Bei einer Permutationder Teilchen andert sich der Zustand
also nicht, undys multipliziert sich nur mit einem Faktot(o) :

Y(Xo(1)s - - - » Xo() = AN (Xa, .. ., Xn).

Offenbar muRl(c10,) = A(o1)A(0) sein, d.ha : &, — Stisteine 1-dimensionale
Darstellung der symmetrischen Gruppe. Wir wissen aus den Ubungen, daR es nur
zwei solche Darstellungen gibt:

A(o) = 1 fur alleo oderA(o) = signo-.

Beide Mdglichkeiten werden in der Natur realisiert. Teilchen agit) = 1 fir

alle o heil3en Bosonen, mit(oc) = signo Fermionen; der erste Fall ist durch
Photoneng-Teilchen u.a. realisiert, der zweite Fall durch Elektronen, Protonen
u.a.
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Die Quantenmechanik zeigt, dal3 die Unterscheidung grundlegend fur unser Ver-
stéandnis des Aufbaus der Materie ist. Die Untersuchung hangt mit Spin-Eigen-
schaften der Teilchen zusammen.

2.) Als néchstes betrachte ich rotationssymmetrische Probleme der Quantenme-
chanik. Ein solches liegt z.B. mit der Beschreibung des Wassktstms vor. Die
Zustandsfunktiony eines Wassersfiatoms ist eine von 0 verschiedene Losung
der zeitunabhangigen Schrdédingergleichung.

(S) Hy = Ey.

Dabei istH der Hamilton-Operator.

b
H=-aA-—,

PR P
ok oy oz

r=+Vx+y+2,

a,b > 0 physikalische Konstanten. Die Gleichung kann explizit gelést werden,
und man erhélt folgendes Ergebnis:

Verlangt man, daf@ quadratintegrierbar ist, so gibt es eine Folgenegativer
Zahlen

Ei<Ey<Ez<--- <0,

imE, =0,

fur die (S) von 0 verschiedene Lésungen hat. Fur festést der Lésungsraum
(Eigenraum)V,, genaun?-dimensional (iibeC). Die E, sind die Energien der
Zustanden = 1, 2, ... heil3t Hauptquantenzahl des Zustangles V,,, diey € V,
werden stationdre Zustande genannt.

153



Da das Problem streng rotationssymmetrisch ist, id.Ist invariant unter Opera-
tionen der Drehgrupp8Q(3) - sogar unte®©(3) -, operiertSQ(3) auf allen Eigen-
raumenV, durch die Formel

(AY) (%Y. 2) = y(A (XY, ),

A € SQ@3). Man erhalt alse’-dimensionale Darstellungg®? desSQ3) auf den
VektorraumenV,; diese Darstellungen missen in irreduzible Darstellungen zer-
fallen, und zwar wird (mit den Bezeichnungen des vorigen Paragraphen)

P =P @D Dy D D P 1)

Die Darstellungsrdume, in d\, zerféllt, sind 2+1-dimensional:

n-1
Vo = D V.
=0

Die Zahll, welche die irreduzible Darstellung charakterisiert, heil3t Bahnquanten-
zahl (orbitale, azimuthale Quantenzahl).

In der urspringlichen Fassung der Quantenmechanik ordne man dem Zustand
¥ eine Elektronenbahn zu; dann isfi(l + 1) proportional zum Drehimpuls der
Bahn.

3.) Beieinem Mehrelektronen-Atom ist in “O-ter Naherung* die Situation nicht
anders als beim Wasser§aiom: man behandelt es wie mehrere unabhéangige
1-Elektronen-Atome. Die Energien der stationaren Zustdnde sind Summen von
Energien der einzelnen Komponenten, die Zusténde selbst Produkte der Einzelzu-
stande. Wieder hat man HauptquantenzaMemd Bahnquantenzahlén die die
irreduziblen Darstellungen d&Q(3) durchnumerieren. Die Energien hdngen nur
von N, nicht vonL ab.

Naturlich ist das eine kimmerliche N&herung an die Realitat: im Hamilton-Operator
mussen wir noch die Wechselwirkung zwischen den Elektronen berticksichtigen!
Das bedeutet Hinzunahme von Termen der Gestalt
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const -

1
d(x, ¥’)

mit

d(x.x) = VXX + Y-y P + @ 2

das Problem%) ist dann nicht mehr explizit I6sbar, aber die Operation 8aX3)
bleibt nitzlich: die EigenrAum¥y des Naherungsproblems zerfallenSQ(3)-
irreduzible Eigenrdum¥y ; bei Berticksichtigung der Stérung “spalten die Ener-
gieterme auf”, d.h. die Energien der Zustande in einem festen Raynsind
zwar alle gleich, aber sie hangen nun auch lamb. Die Dimensionen dery .
werden durch die Darstellungstheorie &X3) vorausgesagt!

In einem Mehrelektronensystem operieren neB€X3) noch weitere Gruppen
(z.B. &), deren Darstellungen wiederum Informationen tber die Losungen der
Schrédinger-Gleichung liefern - cf. Lehrbicher der Quantenmechanik.

4.) Ubergange zwischen verschiedenen Zustanden eines Ein- oder Mehrelektro-
nensystems fihren zur Emission von Lichtquanten; die Bestimmung der Frequen-
zen und Intensitaten durch Theorie und Messung ist Aufgabe der Spektroskopie
- und eine der Wurzeln der Quantenmechanik. Aus physikalischen Grtinden sind
nur solche Ubergange moglich, etwa W, nachVy, .., bei denerp,,, ein irre-
duzibler Summand vop, ® p,, ist. Nach der Clebsg¢&ordan-Formel ist aber

P2 PaL = ParLs2 D P D P2

Damit hat man die spektroskopische Auswahlregel (fir die sogenannte Dipol-
strahlung):

IL" - L] <1

Die Regel ist experimentell gut bestétigt, umso besser, je weniger Elektronen da
sind.
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5.) Bisher haben wir nur Darstellungen d8@(3) bendtigt; die Darstellungs-
theorie vonSU(2) war nur Hilfsmittel fir das Studium der othogonalen Gruppe.
In der Kenrphysik tritt aber die GrupX2) direkt auf:

In einem ersten Schritt betrachten die Physiker Proton und Neutron als 2 Zustéande
eines Elementarteilchems des Nukleon. Der Zustandsrawfvon N ist dann ein
2-dimensionaler unitarer Vektorraum, auf dem die unitdre Griig@) durch

die Standarddarstellung operiert. Ein System von Nukleonen hat dann einen
Zustandsraum

VeVe...eV;

n-mal

SWU2) operiert durclp; ® ... ® p; hierauf. Dieses Tensorprodukt a3t sich in ir-
reduzible Darstellungen zerlegen, nach der Clebsch-Gordan-Formel ist etwa im
einfachsten Fall

P1® p1 = p2® po,

fur mehr Faktoren iteriert man die Formel. Hierin liegt bereits physikalische In-
formation: die Darstellungsraume der irreduziblen Komponenten sind jeweils or-
thogonal zueinander, und das bedeutet, dafl} Zustdnde aus verschiedenen Darstel-
lungsraumen nicht ineinander libergehen (“Gesetz der verbotenen Ubergange*).

Dieselbe Idee wird in einem zweiten Schritt auf 6 weitere Elementarteilchen ange-
wandt: dasA-Hyperon, das Pa&* und =~ sowie das TripeE*, =0, =~. Ahnlich
bezeichnete Teilchen werden als Quantenzustéande desselben Teilchens angese-
hen: die Zustandsraume sind also 1,2 und 3-dimensional, mit Darstellgpgegn
undp, derSU(2). Bei mehreren Teilchen sind die Zustandsrdume wieder die Ten-
sorprodukte aus den Raumen der einzelnen Partner, die Darstellurgu@n

das Tensorprodukt der Komoponenten, das wiederum nach der Glébsdan-
Formel irreduzibel zerlegt wird. Die auftretenden Indizes der Darstellungen hei-
Ben Isospin des beffenden Zustandes: ein Zustand hat den Isogf#nwenn er

im Darstellungsraum vop; liegt. Wieder lassen sich Ubergangsverbote aus dieser
Theorie ableiten.
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In einem letzten Schritt werden alle 8 oben genannten Teilchen einheitlich be-
trachtet. Das lauft mathematisch gesehen auf folgendes (I6sbares) Problem hin-
aus: Suche eine irreduzible 8-dimensionale Darstellueger kompakten Grup-

peG, dieSU2) als Untergruppe enthélt, so daf3 die Beschrankungxaurf SU(2)

zerfallt in

w/SU2) = po ® p1 ® p1 ® p2.

Fur G kann manSW3) wahlen, und auch ist nicht schwer zu finden. Auf die
physikalische Bedeutung der Konstruktionen gehe ich nicht mehr ein, da spates-
tens hier meine Physikkenntnisse enden.
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