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Aufgabe 1. Zeige, dass die Di�erentialgleichung

ẋ = x, x(0) = 1

genau eine Lösung x(t) besitzt; diese nennen wir die Exponentialfunktion

und schreiben x(t) = exp(t). Beweise daraus die folgenden Eigenschaften:

(i) Es gilt das Additionstheorem exp(s+ t) = exp(s) exp(t).

(ii) Es gilt exp(t) > 0 für alle t ∈ R.

(iii) Das Grenzwertverhalten ist wie folgt:

lim
t→−∞

exp(t) = 0, lim
t→+∞

exp(t) = +∞.

(Hinweis: Für die Eindeutigkeit betrachte die Funktion E(t) = x2 und ver-
fahre analog zum in der Vorlesung vorgestellten Eindeutigkeitsbeweis für
Di�erentialgleichungen zweiter Ordnung.)

Aufgabe 2. Zeige, dass die beiden Di�erentialgleichungen

ẍ+ x = 0, x(0) = 0, ẋ(0) = 1 (1)

und
ẍ+ x = 0, x(0) = 1, ẋ(0) = 0 (2)

genau eine Lösung besitzen; diese nennen wir im Falle (1) die Sinusfunk-

tion sin(t) und im Falle (2) die Kosinusfunktion cos(t). Beweise daraus die
folgenden Eigenschaften:

(i) Die Ableitungen sind ˙(sin)(t) = cos(t) und ˙(cos)(t) = − sin(t).

(ii) Es gilt cos(t)2 + sin(t)2 = 1 für alle t ∈ R.

(iii) Es gelten die Additionstheoreme

sin(s+ t) = sin(s) cos(t) + cos(s) sin(t)

und
cos(s+ t) = cos(s) cos(t)− sin(s) sin(t).


