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1 Das Peter-Weyl-Theorem

1.1 Darstellung von Gruppen
1.1.1 Grundlagen

Definition .1 (Topologische Gruppe). Eine topologische Gruppe G ist topologischer Raum mit
einer Gruppenstruktur, fiir die (g, h) — gh~! stetig dieser operiert. Eine topologische Gruppe heiBt
kompakt, wenn sie als topologischer (Hausdorff-)Raum kompakt ist. Eine Gruppe G heifit lokalkompakt,
wenn sie ein Hausdorffraum ist, in dem zu jedem g € G eine kompakte Umgebung existiert.

Definition .2 (Darstellung). Eine endlichdimensionale Darstellung einer topologischen Gruppe G ist
ein stetiger Gruppenhomomorphismus

$:G — GLg (V) (1)

mit einem endlichdimensionalen komplexen Vektorraum V, stetig meint sowohl die Gruppenaktion
auf V als auch die Stetigkeit von ® zwischen den beiden topologischen Riumen. Sei U C V ein
Untervektorraum, dann heiBt U ein G-invarianter Unterraum, wenn

d(g)(U)CU Vged (2)

V heiBt irreduzibel, wenn die einzigen invarianten Unterrdumen 0 und V sind.

1.1.2 Integration auf topologischen Gruppen

Nun ist es notwendig, sich mit der Integration auf Gruppen zu beschiftigen, hierzu

Definition .3 (Haar'sches MaB). Sei G eine lokalkompakte topologische Gruppe, die Hausdorff'sch
sein mdge. Ein (Links-)Haar'sches MaB 1; # 0 ist ein linksinvariantes borelregulires MaB! auf G,

LEin borelregulires MaB ist ein positives MaB p auf einem topologischen Raum X, so dass alle Borelmengen messbar
sind und fiir A C X ist
n(A) =

= inf
BD A, BBorelmenge

uB
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das endlich auf kompakten Mengen ist. Ist die Gruppe G abelsch oder kompakt, so ist ein Links-
Haarsches MaB auch ein Rechts-Haar'sches MaB?. Es gilt 1;(E) = p,.(E~) mit E C G und E~! =
{g’l 1g € E} In der Literatur heiBt bisweilen auch ein MaB, das Links-Haarsches MaB und (!) Rechts-
Haar'sches MaB ist Haar'sches MaB.

Bemerkung .1. Wahlt man als o-Algebra, die Algebra A, die von allen kompakten Teilmengen von G
erzeugt wird, so erhilt man einen MaBraum, d.h. wir kdnnen z.B. den Satz von Fubini anwenden.

Bemerkung .2. Existiert ein Rechts- und ein Links-Haar'sches MaB, so unterscheiden sie sich um eine
multiplikative Konstante, die man auf 1 kann.

Bemerkung .3. Ist G eine Lie-Gruppe so existiert auf G ein (Links-)Haar'sches MaB. Ist G kompakt

so existiert ein beidseitiges Haar'sches MaB.

Definition .4 (Unitdre Darstellung). Eine Darstellung ® einer Gruppe G auf einem endlichdimen-
sionalen Vektorraum V heiBt unitdr, wenn ein hermitisches Inneres Produkt auf V existiert, so dass
beziiglich diesem ®(g)®(g)* = 1 fiir alle g € G gilt.

Bemerkung 4. Fiir eine unitire Darstellung ® ist das orthogonale Komplement U+~ eines invarianten
Unterraums wieder invariant, denn man rechnet leicht nach, dass

((g)ut,u) = (ut,®(g) tu) =0 firut cUt,ueU (3)

Lemma .1. Wenn ® : G — GL¢ (V) eine Darstellung einer kompakten Gruppe G, dim¢ V' < oo,
dann gibt es ein hermite’sches inneres Produkt auf V', so dass ® unitar ist.

Beweis. Sei (., .) ein beliebiges inneres Produkt iiber V, dann erfiillt

() = [ (@) 0(a)) du(z) (4)
die geforderten Eigenschaften. ged

Lemma .2. Wenn ® eine Darstellung von G auf einem endlichdimensionalen Vektorraum V' ist, dann
ist ® die direkte Summe irreduzibler Darstellungen. Damit ist V =V @& --- ® Vi, wobei jedes V; ein
G-invarianter Unterraum ist, auf dem ® irreduzibel operiert.

Beweis. Betrachte die Hermitische Form (.,.) aus Lemma .1. Wir wahlen einen von 0 verschiedenen
invarianten Unterraum U C V, dann wissen wir (Bemerkung .4), dass U+ invariant ist, auf diesen
Raum wenden wir das Argument erneut an und erhalten so die gesuchte Zerlegung. ged

Lemma .3. (Schur) Seien ® und @' irreduzible, endlichdimensionale Darstellungen von G auf Vek-
torrdumen V bzw. V'. Ist L : V. — V' eine lineare Abbildung fiir die gilt ' (g)L = L®(g) fiir alle
g € G, so ist L injektiv oder identisch 0.

Lemma .4. Sei ® eine irreduzible endlichdimensionale Darstellung von G auf V.. Wenn ®(g)L = L®(g)
fiir alle g € G gilt, so ist L ein Skalar

Beispiel .1. Ist G eine abelsche Gruppe, so folgt aus dem vorherigen Lemma mit L = ®(go), dass
jede endliche irreduzible Darstellung von G 1-dimensional ist. Fiir G = S = {¢¢ : ¢ € R} kann man
die 1-dimensionalen Darstellungen durch n € Z parametrisieren durch g = €' —— (z — z€'"¥)

1.2 Satz von Peter-Weyl

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dass sich die Betrachtung von kompakten Lie-Gruppen auf die
Betrachtung komplexer Matrizengruppen beschranken lasst.

2Sie miissen nicht notwendigerweise gleich sein
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1.2.1 Satz von Peter-Weyl fiir kompakte Gruppen

Lemma .5. Wenn G eine kompakte Gruppe und h € L*(G), dann ist y — (z — h(y~'z)) eine

stetige Funktion von G nach L*(G).

Beweis. Sei Ly(z) = y~'z. Sei ¢ > 0 gegeben. Ziel ist es eine offene Umgebung U C G der 1 zu

konstruieren, so dass ||h o L,, —ho Ly,|l2 < &, wenn y1y; ' € U. Sei dazu h € L?(G) gegeben. Wir
finden eine stetige Funktion ¢, so dass ||h — c[|z < 3. (Diese Dichtheitseigenschaft ist giiltig fiir alle
borelreguldre MaBe nicht nur die invarianten). Die Funktion c ist stetig auf G, also ist sie gleichmiBig
stetig. Daher kdnnen wir eine offene Umgebung U der 1 finden, so dass fiir alle x € G

|co Ly, —coLy,x| < % (5)

,wenn yl_lyg € U . Dann gilt

[hoLy, —holLyls < |[hoLy, —coLyl?
tllco Ly, —coLy,ll2+[coLy, —hoLy|s
= 2||h_ CH2 + HCOLZM - COLZJ2”2
< 2fh—cllz+supfco Ly, —co Ly,
r€G
< 2% + % —c (6)
ged

Lemma .6. Sei G eine kompakte Gruppe und h € L?(G). Fiir jedes ¢ > 0 gibt es dann endlich viele
y; € G und Borelmengen FE; C G, so dass die E; G disjunkt iiberdecken und es gilt:

|hoLy,—hoLyl,<e Vi Vy € E; (7)
Mit L, (z) =y~ 'x.

Beweis. Nach Lemma .5 wahlen wir eine offene Umgebung U der 1, so dass ||h(gx) — h(x)]|2,» < € fiir
g € U. Fiir jedes zp € G ist ||h(gzor) — h(207)||2,« < €, wenn g € U. Die Menge Uz ist eine offene
Umgebung von zy und solche Mengen iiberdecken GG, wenn wir 2 variieren. Da G kompakt ist, konnen
wir zu dieser Uberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung Uz, ...,Uz, wahlen. Wir setzen U; = Uz;.
Weiter definieren wir nun

j—1
i=1
Dann folgt das Lemma mit y; = z;l und E; = Ffl. ged

Lemma .7. SeiG eine kompakte Gruppe, f € L'(G) und h € L*(G). Wir setzen F(z) = [, f(y)h(y ') dx
die Faltung von f mit h. Dann ist ' der Grenzwert eine Folge von Funktionen in L*(G), welche gegeben
sind durch endliche Linearkombinationen von Linkstranslaten von h.

Beweis. Sei ein ¢ > 0 gegeben. Wir wihlen y; und E; wie in Lemma .6 und setze ¢; = [ f(y) dy.
Dann

| | tamtya) dy =3 enlor) s |Z [0 ) — by )y
< X [ U@l e - )l dy
< X [ 1eds =il ©
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Definition .5 (Matrixkoeffizienten, Charakter). Ein Matrixkoeffizient einer Darstellung ® ist eine
Funktion auf G der Form (®(z)u, v). Als Charakter von G bezeichnet man

Yol(@) = Trd(a) = 3 (®(a)us, u;) (10)

wobei die (u;) eine Orthonormalbasis des Vektorraumes bilden.

Bemerkung .5. Charaktere spielen fiir uns im Moment keine Rolle, eine genau Bertrachtung von ihnen
(z.B. Orthogonalititsrelationen) liefern uns Auskiinfte iiber irreduzible Darstellungen und z.B. finden
Charaktere von Symmetriegruppen Anwendung etwa in der Strukturtheorie chemischer Bindungen in
organischen Molekiilen.

Theorem .1 (Peter-Weyl Theorem). Wenn G eine kompakte Gruppe ist, dann liegt die lineare Hiille
der Matrixkoeffizienten von allen endlich dimensionalen® irreduziblen unitiren Darstellungen von G
dicht in L*(G).

Bemerkung .6. Wir werden noch sehen, dass man nicht alle Darstellungen benétigt. Man kann diese
Zerlegung auch als

LG =PV, vy =P dime(V,)V, (11)
peé peé

schreiben, wobei V, ® V¥ unabhangig von der Aquivalenklasse der Darstellung sind (Die Gruppenaktion

ist trivial auf der zweiten Komponente). Mit G bezeichnet man die Menge der Aquivalenzklassen
irreduzibler Darstellungen. In dieser Zerlegung kommt jede Darstellung so oft vor wie ihre Dimension
ist.

Beweis. Wenn h(z) = (®(z)u,v) ein Matrixkoeffizient ist, dann sind die folgenden Funktionen von x
ebenfalls Matrixkoeffizienten der selben Darstellung:

h(z=1) = (®(x)v,u) (12)
hgz) = (@(z)u, ®(g~")v) (13)
h(zg) = (2(2)2(g9)u,v) (14)

Der Abschluss U in L?(G) der lineare Hiille aller Matrixkoeffizienten aller endllich dimensionalen
irreduziblen unitéren Darstellungen ist stabil unter den Gruppenaktionen h(x) — h(x~1), sowie unter
Links- und Rechtstranslation.

Beweis durch Widerspruch: Angenommen U # L?(G). Dann gilt U+ # 0 und U ist abgeschlossen
unter den gleichen Gruppenaktionen.

Wir zeigen zunichst, dass es eine von Null verschiedene stetige Funktion in UL gibt. Sei daher
H # 0 in UL. Fiir jede offene Umgebung N von 1 definieren wir

m@=ﬁLM@MWWy (15)

Wobei xn die charakteristische Funktion auf N und |[N| = [ xn(g)dg das Haarsche MaB von N.
Wir verwenden die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung und die Tatsache, dass xn, H € L?*(G) um zu
zeigen, dass Fy stetig ist. Wenn N auf {1} schrumpft, konvergieren die Funktionen Fy gegen H in
L?(G), daher ist ein Reprisentant von Fly fiir ein N nicht Null.

SchlieBlich ist jede Linearkombination von Links-Translaten von H in U+ enthalten, und daher
ist Fy € UL nach Lemma .7. Somit enthilt U+ von Null verschiedene stetige Funktionen. Durch
Translation und Skalarmultiplikation kénnen wir die Funktion so abandern,dass wir ein stetiges F} in
U+ mit Fy(1) # 0, € R. Setze

3Man kann zeigen, dass hier alle irreduziblen Darstellungen endlich sind
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Fo(x) = /G Fi(yay)dy (16)

Dann ist Fy stetig und U~ und es gilt Fy(yzy~!) = Fy(x) fiir alle g € G und Fy(1) = Fi(1) #
0, € R. Setze schlieBlich

F(r) = Fy(z) + Fap(e™1) (17)

F ist dann stetig, F' € UL und es gilt F(grg™') = F(z) fiir alle g € G. Weiter gilt F(1) =
2F5(1) # 0, € R, sowie F(x) = F(z~1). Ins besondere F # 0, € L?(G). Wir bilden nun die Funktion
k(z,y) = F(2~'y) und definieren dadurch den Integraloperator

Tf(z) = /G o) iw)dy  feL*C) (18)

Dann gilt k(z,y) = k(y,z) und [, o lk(z,y)|* dzdy < oo und daher ist T : L2(G) — L2(G)
ein Hilbert-Schmidt Operator*. Zudem ist T # 0 da F' # 0. Nach dem Spektralsatz® ist solch ein
Operator reelle von Null verschiedene Eigenwerte A und die dazu gehérenden Eigenriume V) C L%(G)
sind endlichdimensional.

Nun miissen wir zeigen, dass der Unterraum V) invariant unter Linkstranslation durch g. Dies
schreiben wir als (L(g) f) (z) = f (97'z). Aus f € V), folgt

TL(g9)f ()

/ F(z7ly) f(97'y) dy =/ F (27 gy) f(y) dy
G G
Tf (g 'z) =AL(g)f(2) (19)

Nach Lemma .5ist g — L(g)f und daher ist L eine darstellung von G in den endlich dimensionalen
Raum V). Nach Lemma .2 gibt es invarianten, irreduziblen Unterraum Wy mit 0 #£ W, C V). Sei
f1,..., fn eine Orthonormalbasis von W). Die Matrixkoeffizienten fiir Wy sind

hiy (@) = (L(2) 5, ) = /G £ (e y) ) dy (20)

Die sind nach Definition in U enthalten. Da F' € U+ erhalten wir

4Ein Hilbert-Schmidt-Operator ist ein (Fredholm)Operator mit symmetrischem Integralkern
Sauch Hilbert-Schmidt-Theorem: Ist K ein kompakter, selbstadjungierter Operator, dann gibt es eine Orthonormalbasis
aus Eigenfunktionen {¢} mit K1, = Ap und Ay, — 0
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F(m)h“(m)

F(z)fi (x=1y) fi(y) dy dzx

F(x)fi (v~ ty) fi(y) dz dy

F (yz™") fi () fi(y) da dy F(gzg™") = F(x)

D

I
TSI
P

7 @) f o) T o

=Tfi(x)
~ | @he) T
€]
= o [ IR@P e azo (21)
€l

fiir alle i,im Widerspruch zur Annahme Wy # 0. Daraus schlieBen wir U+ = 0 und damit U =
L*(@G). qed
Beispiel .2. Wir haben schon gesehen, dass die irreduziblen Darstellungen von S' = {e?} 1-

dimensional sind. Die Matrixkoeffizienten sind damit lediglich €. Nach dem Peter-Weil Theorem
wissen wir, dass es eine endliche Linearkombination von diesen Matrixkoeffizienten gibt, die dicht in
L?(S1). Dies ist damit gleichbedeutend, dass {€"#},cz eine Orthonormalbasis von L?(S?) ist. Die
Aussage der Dichtheit ist nichts anderes als die Fourierzerlegung einer Funktion. Das nachste Lemma
verallgemeindert diese Aussage nocheinmal.

Lemma .8. Wenn {<I>(“)} eine maximale Menge von paarweise nicht dquivalenten, endlich dimensiona-
len, irreduziblen, unitdren Darstellungen einer kompakten Gruppe G und wenn {(d(o‘))%@z(?)(x)}iﬁjya

die korrespondierende orthonormale Menge von Matrixkoeffizienten, dann ist {(d(“))%qﬁjo.‘)(x)}iw
eine Orthonormalbasis von L*(G).

Beweis. Die lineare Hiille der Funktionen im Lemma .8 ist die in Theorem .1 aufgetretene lineare Hiille,
denn es reicht je Isomorphieklasse einen Reprasentanten zu wahle. Dann folgt das Lemma aus Theorem
.1, wenn man bedenkt, dass verschiedene irreduzible Darstellungen orthogonal sind und damit in L2(G),
einem Hilbertraum, linear unabhéangig sind. ged

1.2.2 Satz von Peter-Weyl fiir kompakte Lie-Gruppen
Nun wollen wir uns auf Liegruppen spezialisieren. Man kann sich iiberlegen
Lemma .9. Jeder stetige Homomorphismus zwischen zwei Lie-Gruppen ist glatt.

Theorem .2 (Satz von Peter-Weyl fiir kompakte Lie-Gruppen). Jede kompakte Lie-Gruppe G
besitzt eine injektive endlich dimensionale Darstellung und ist daher isomorph zu einer abgeschlossenen
linearen Gruppe.

Beweis. Dieses Theorem ist eine direkte Folgerung aus Theorem .1. Aus Theorem .1 folgt fiir alle x # 1
in G, dass es eine endlichdimensionale Darstellung @, von G gibt, so dass &, (x) # 1.

Wenn die Zusammenhangskomponente G der 1 nicht {1} ist, wihle ein z; # 1 aus G. Dann ist
G, = ker ®,, eine abgeschlossene Untergruppe von G und die Zusammenhangskomponente der 1 ist
eine echte Untergruppe von Gj.

Wenn (G1)g # {1} ist, wahle ein 22 # 1 in (G1)o. Dann ist Gy = ker(®,, ® ®,,) eine abge-
schlossene Untergruppe von G; und die zugehdrige Zusammenhangskomponente der 1 ist eine echte
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Zusammenhangskomponete (G1)g. Verfahren wir auf diese Weise fort und verwenden die Endlichdi-
mensionalitdt von G, so sehen wir dass wir eine endlichdimensionale Darstellung ®; von G finden
konnen, so dass dim ker @5 = 0. Dann ist ker ®(, da es eine O-dimensionale, abgeschlosse Untergruppe
in der kompakten Lie-Gruppe G ist, also eine diskrete Menge, die auf Grund der Kompaktheit sogar
endlich. Sagen wir ker ®g = {y1,...,yn}, dann ist

n

o =3 oo, (22)
j=1
eine injektive endlichdimensionale Darstellung von G. qed



