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Aufgabe 61 (Hom(−,−) für zyklische Gruppen)

Es sei R ein Ring und M , A, B, C sowie Ai für alle i in einer Indexmenge I, seien R-Moduln.
Man rufe sich die folgenden Isomorphismen in Erinnerung:

i) HomR(R,M) ∼= M

ii) HomR(
⊕

i∈I Ai,M) ∼=
∏

i∈I HomR(Ai,M)

iii) HomR(M,
∏

i∈I Ai) ∼=
∏

i∈I HomR(M,Ai)

Seien nun p und q Primzahlen und n, m und k, l ∈ N. Man bestimme

a) HomZ(Z/pnZ, Z/qmZ)

b) HomZ(Z/kZ, Z/lZ)
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Aufgabe 62 (Kurze exakte Sequenzen und Freiheit)

Es sei 0 // A
f

// B
g

// C // 0 eine kurze exakte Sequenz von R-Moduln.

a) Falls A und C frei sind, so ist auch B frei. Gilt auch die Umkehrung?

b) Falls C frei ist, so spaltet die Sequenz und B ∼= A⊕ C.

Aufgabe 63 (noethersch?)

Welcher der folgende Z-Moduln sind noethersch?

i) Q
ii) Q/Z
iii) Z[X]

iv) Z[
√

5]

Aufgabe 64 (Torsion)

Es sei R ein Integritätsbereich und M ein R-Modul. Ein Element m ∈ M heißt Torsionselement, falls es
ein 0 6= r ∈ R gibt mit rm = 0.

a) Die Menge aller Torsionselemente T (M) bilden einen Untermodul von M .

Dieser Untermodul T (M) wird als Torsion von M bezeichnet. Falls T (M) = 0 nennt man M torsionsfrei,
falls T (M) = M so nennt man M Torsionsmodul.

b) Der Quotient M/(T (M)) ist torsionsfrei.

c) Falls M frei ist, so ist M torsionsfrei.

d) Man zeige, daß Q und R torsionsfrei sind, und daß Q/Z ein Torsionsmodul ist, aber R/Z keiner ist.

*Aufgabe 65 (Erweiterungen)

Es sei R ein kommutativer Ring. Wir betrachten R-Moduln und R-Modulhomomorphism.
Ein Morphismus α = (αA, αB , αC) : E → E′ zwischen zwei kurzen exakten Sequenzen

E : 0 // A
f

// B
g

// C // 0 und E′ : 0 // A′ f
// B′ g

// C ′ // 0

ist ein Tripel von R-Modulhomomorphismen αA : A → A′, αB : B → B′ und αC : C → C ′, so daß das
folgende Diagramm kommutiert:

0 // A

αA

��

f
// B

αB

��

g
// C

αC

��

// 0

0 // A′ f
// B′ g

// C ′ // 0.

Ein solcher Morphismus heißt Isomorphismus, falls αA, αB und αC Isomorphismen sind.

Es sei
E : 0 // A // B // C // 0

eine exakte Sequenz und c : C ′ → C und a : A→ A′ Homomorphimsmen. Man zeige:

a) Es gibt einen R-Modul PB(E, c) und eine Abbildung b : PB(E, c)→ B sowie eine exakte Sequenz

E′ : 0 // A // PB(E, c) // C ′ // 0 ,

so daß (idA, b, c) ein Morphismus von E′ nach E ist.

b) Es gibt einen R-Modul PO(E, a) und eine Abbildung b : B → PO(E, a) sowie eine exakte Sequenz

E′ : 0 // A′ // PO(E, c) // C // 0 ,

so daß (a, b, idC) ein Morphismus von E nach E′ ist.
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(Man kann zeigen, daß die so konstruierten kurzen exakten Sequenzen eindeutig bis auf Isomorphie cha-
rakterisiert sind.)

Eine Erweiterung von Y durch X ist eine kurze exakte Sequenz

E : 0 // X // Z // Y // 0 .

Zwei Erweiterungen

E : 0 // X // Z // Y // 0 und E′ : 0 // X // Z ′ // Y // 0

heißen äquivalent, wenn es einen Morphismus z : Z → Z ′ gibt, so daß (idX , z, idY ) ein Morphismus von
Sequenzen ist. (Dann ist nach dem 5er-Lemma z auch schon ein Isomorphismus.) Die Menge der Äquiva-
lenzklassen von Erweiterungen wird mit Ext(Y, X) bezeichnet. Wir schreiben [E] für die Äquivalenzklasse
einer Erweiterung E. Für zwei Erweiterungen E und E′ wie oben betrachten wir

F : 0 // X ⊕X // Z ⊕ Z ′ // Y ⊕ Y // 0

und die Abbildungen

∆ : Y → Y ⊕ Y sowie µ : X ⊕X → X

y 7→ (y, y) (a, b) 7→ a + b.

Aus F erhalten wir (unter Benutzung von der Notation aus a) bzw. b)) zwei Erweiterungen

E1 : 0 // X // PO(PB(F,∆), µ) // Y // 0 und

E2 : 0 // X // PB(PO(F, µ),∆) // Y // 0.

c) Die Erweiterungen E1 und E2 sind äquivalent.

Wir definieren [E] + [E′] als [E1](=[E2]) und nennen [E] + [E′] die Baer-Summe von [E] und [E′]

d) Die Menge der Erweiterungen Ext(Y, X) ist zusammen mit der Baer-Summe eine abelsche Gruppe
mit der Äquivalenzklasse der Erweiterung

0 // X
ι1 // X ⊕ Y

π2 // Y // 0

als neutralem Element.

e) Es sei αX : X → X bzw. αY : Y → Y die Multiplikation mit α ∈ R. Für eine Erweiterung E gilt
dann

[PB(E,αY )] = [PO(E,αX)].

f) Durch α.[E] := [PB(E,αY )] ist eine R-Modulstruktur auf Ext(Y, X) definiert.

Auszüge aus einem Brief von C.F. Gauß an Gerling vom 14. Juni 1844
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