
Übungsaufgaben zu Gruppen, Ringe, Moduln

Prof. Dr. C.-F. Bödigheimer
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Aufgabe 56 (Exaktheit von HomR(−,−))

Es sei R ein Ring und A,B, C, M und N seien R-Moduln. Die Menge der R-Modulhomomorphismen
HomR(M,N) ist ein R-Modul. Ein Homomorphismus f : A → B induziert Homomorphismen

f∗ : HomR(B,N) → HomR(A,N) und f∗ : HomR(M,A) → HomR(M,B)

definiert durch
φ 7→ f∗(φ) := φ ◦ f und φ 7→ f∗(φ) := f ◦ φ.

Man zeige:

a) Die Sequenz

A
f

// B
g

// C // 0

ist genau dann exakt, wenn für alle R-Moduln N die Sequenz

0 // HomR(C,N)
g∗

// HomR(B,N)
f∗

// HomR(A,N)

exakt ist.

b) Die Sequenz

0 // A
f

// B
g

// C

ist genau dann exakt, wenn für alle R-Moduln M die Sequenz

0 // HomR(M,A)
f∗ // HomR(M,B)

g∗ // HomR(M,C)

exakt ist.

c) Man finde A,B, N sowie einen Monomorphismus f : A → B so daß f∗ : HomR(B,N) → HomR(A,N)
kein Epimorphismus ist.

d) Man finde M,B,C sowie eine Epimorphismus g : B → C so daß g∗ : HomR(M,B) → HomR(M,C)
kein Epimorphismus ist.
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Aufgabe 57 (Chinesischer Restsatz)

Sei R ein kommutativer Ring und seien I1, . . . , In Ideale in R mit Ij +Ik = R für alle j 6= k. Wir betrachten
die Abbildung

χ : R → R/I1 × · · · ×R/In

x 7→ (x + I1, . . . , x + In).

Man zeige:

a) χ ist ein Ringepimorphismus

b) Der Kern von χ ist I1 ∩ · · · ∩ In = I1 · I2 · · · · · In.

Man überlege wie man die Bedingungen an die Ideale im Fall R = Z formulieren kann.

a.a.O. S.310f
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Aufgabe 58 (Körper und Freiheit)

Ein kommutativer Ring R mit 1 6= 0 ist genau dann ein Körper, wenn jeder endlich erzeugte R-Modul frei
ist.

Aufgabe 59 (Moduln über Ringen und deren Quotienten)

Es sei R ein Ring und M ein R-Modul.

a) Es sei A ⊂ R eine Teilmenge und I = 〈A〉 das von A erzeugte Ideal. Gilt α. = 0 für alle α ∈ A, so ist
M ein R/I-Modul.

b) Es seien α1, . . . , αr : M → M miteinander kommutierende Endomorphismen von M ; es sei A ⊂
R[x1, . . . , xr] und I = 〈A〉 das von A erzeugte Ideal. Gilt f(α1, . . . , αr) = 0 in EndR(M) für alle
f ∈ A, so ist M ein R[x1, . . . , xr]/I - Modul.

*Aufgabe 60 (Reduktionskriterium)

Es seien R,S Integritätsbreiche und φ : R → S ein Ringhomomorphismus. Dieser induziert einen Ringho-
momorphismus

R[X] → S[X]

f(X) =
n∑

i=0

aiX
i 7→

n∑
i=0

φ(ai)Xi =: φ(f),

den wir ebenfalls mit φ bezeichnen. Es sei f(X) =
∑n

i=0 anXn ∈ R[X] mit φ(an) 6= 0.

Man zeige: Falls φ(f) kein Produkt von nicht-konstanten Polynomen g1, g2 ∈ S[X] ist, dann ist f auch
kein Produkt von nicht-konstanten Polynomen f1, f2 ∈ R[X].
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