
Übungsaufgaben zu Gruppen, Ringe, Moduln

Prof. Dr. C.-F. Bödigheimer
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Eine Aufgabe aus Galois Theory, Ian Stewart, 1984, S.78. Hobbes’ Beweisversuch findet sich in De Corpore,
London 1655; ein Jahr später in englischer Übersetzung unter dem Titel Six Lessons to the Professors of the

Mathematics.

Aufgabe 51 (Höhere Kommutatoruntergruppen und Auflösbarkeit)

Die höheren Kommutatoruntergruppen einer Gruppe G werden induktiv definiert als

K0(G) := G

Kn+1(G) := K(Kn(G)),

wobei K(G) = K1(G) = [G, G] die Kommutatorgruppe der Gruppe G ist, d.h. die von allen Kommutatoren
[x, y] erzeugte Untergruppe. Man zeige:

a) Ist
G = G0 ⊃ G1 ⊃ · · · ⊃ Gn = {1}

eine Auflösungsreihe, dann gilt Gi ⊃ Ki(G) für alle i. (Hinweis: Man beweise dies induktiv mit der
Tatsache, daß K(G) ⊂ H, wenn G/H abelsch ist.)

b) Eine Gruppe G ist genau dann auflösbar, wenn Kn(G) = {1} für ein n ∈ N.
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Aufgabe 52 (Auflösbarkeit bleibt erhalten)

Es sei 0 → A → B → C → 0 eine kurze exakte Sequenz von Gruppen. Man zeige: A und C sind genau
dann auflösbar, wenn B auflösbar ist.

Aufgabe 53 (Auflösbarkeit von S4)

Man bestimme alle Untergruppen der Ordnung 4 in der symmetrische Gruppe S4. Welche davon sind
normal in S4? Man zeige, daß S4 auflösbar ist.

Aufgabe 54 (Euklidische Polynomringe)

Es sei R ein Integritätsbereich. Man zeige, daß folgende Aussagen äquivalent sind.

i) R ist ein Körper.

ii) R[x] ist zusammen mit der Gradfunktion als Norm ein euklidischer Ring.

iii) R[x] ist ein Hauptidealring.

*Aufgabe 55 (Einfachheit von A5)

Hinweis: Man überlege sich zuerst, daß a) ein Dreierzykel, b) zwei Zweierzykel, und c) ein Fünferzykel
die einzig möglichen Zykeltypen der nicht-trivialen Elemente in A5 sind. Alle von 20 Elemente von Typ
a) sind konjugiert, alle 15 Elemente von Typ b) auch, aber die 24 Elemente vom Typ c) zerfallen in zwei
Konjugationsklassen zu je 12 Elementen. Eine normale Untergruppe N muß eine Vereinigung von einigen
dieser Konjugationsklassen sein; aber keine echte Teilsumme der Zahlen 1, 12, 12, 15 und 20 ergibt einen
echten Teiler von 60 als Ordnung von N .

Auszüge aus einem Brief von William Brouncker(?) an Wallis vom 16/[26] Juni 1656 aus Correspondence
of John Wallis (1616-1703), Volume I, P.Beeley und C.Scriba, Oxford University Press 2003, S.187f.
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