
Übungsaufgaben zu Gruppen, Ringe, Moduln

Prof. Dr. C.-F. Bödigheimer
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Der Eintrag zu der ersten Janko-Gruppe aus The atlas of finite groups, S.36

Aufgabe 41 (D10 und andere Gruppen der Ordnung 20)

Wir betrachten die Diedergruppe D10, die Isometriegruppe eines regelmäßigen Zehnecks. Die 10 Spiege-
lungen seien mit σ1, . . . , σ10 bezeichnet und die Drehungen seien von ρ erzeugt.

a) Für p = 2 bzw. p = 5 bestimme man die Anzahl np der p-Sylowuntergruppen.

b) Man bestimme Struktur dieser Untergruppen, das heißt man finde einen Isomorphismus zu einer
bekannten Gruppe.
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c) Man zeige, daß jede Gruppe der Ordnung 20 eine normale Untergruppe enthält.

Aufgabe 42 (Z[
√
−5])

Wir betrachten die Menge
Z[
√
−5] := {m + i

√
5n ∈ C |m,n ∈ Z}

zusammen mit der Norm
N(m + i

√
5n) := m2 + 5n2.

a) Die Menge Z[
√
−5] ist ein Unterring von C

b) Die Norm erfüllt N(ab) = N(a)N(b) für a, b ∈ Z[
√
−5].

c) Man bestimme alle Elemente a ∈ Z[
√
−5] mit N(x) ∈ {1, 3, 7, 9, 21}.

d) Man zeige, daß 6 ∈ Z[
√
−5] auf zwei verschiedene Arten als Produkt von zwei irreduziblen Faktoren

dargestellt werden kann.
e) Man finde ein Element in Z[

√
−5], welches irreduzibel, aber nicht prim ist.

f) Ist der Ring Z[
√
−5] i) faktoriell, ii) euklidisch, iii) ein Hauptidealring?

Aufgabe 43 (Radikal)
Sei R ein kommutativer Ring und I ⊂ R ein Ideal. Das Radikal

√
I von I ist die Menge der x ∈ R mit

xn ⊂ I für ein n ∈ N.

a) Die Teilmenge
√

I ⊂ R ist ein Ideal.
b) Es gilt I ⊂

√
I.

c) Es gilt
√√

I =
√

I

d) Ist p ⊂ R ein Primideal, so ist
√

p = p.

Aufgabe 44 (Lokalisieren und Primideale)
Es sei R ein Integrietätsbereich und S ⊂ R eine multiplikative Teilmenge mit 1 ∈ S.

a) Sei p ⊂ R ein Primideal mit p ∩ S = ∅. Man zeige, daß das vom Bild von p in S−1R erzeugte Ideal
S−1p ein Primideal ist und

S−1p = {p

s
| p ∈ p, s ∈ S}.

b) Jedes Ideal in S−1R ist von dieser Form.
c) Es gibt eine Bijektion zwischen der Menge der Primideale p ⊂ R mit p ∩ S = ∅ und der Menge der

Primideale in S−1R.

d) Der Ring S−1R ist ein Hauptidealring, wenn R ein Hauptidealring ist.

*Aufgabe 45 Es sei G eine abelsche Gruppe mit endlicher Ordnung |G| = pα1
1 · · · pαr

r für paarweise verschie-
dene Primzahlen pi, 1 ≤ i ≤ r. Für eine Primzahl p ist der p-Torsionsanteil die Menge

S(p) := {g ∈ G | ∃s : g(ps) = e}.

a) Die Menge S(p) ist eine Untergruppe. (Dies gilt im Allgemeinen nicht, wenn G nicht abelsch.)
b) Die Gruppe G ist das direkte Produkt ihrer Sylow-Untergruppen.

Hinweis: Man benutze Aufgabe 33.

Tabelle kleiner Gruppen (deren Ordnung keine Primzahl ist):

Ordnung abelsche Gruppen nicht abelsche Gruppen
4 Z/4Z, V ∼= Z/2Z× Z/2Z ∼= D2

6 Z/6Z ∼= 2Z× Z/3Z S3
∼= D3

8 Z/8Z, Z/2Z× Z/4Z, Z/2Z× Z/2Z× Z/2Z D4, Q8

9 Z/9Z, Z/3Z× Z/3Z
10 Z/10Z ∼= Z/2Z× Z/5Z D5

12 Z/12Z ∼= Z/3Z× Z/4Z, Z/2Z× Z/6Z D6
∼= D3 × Z2, A4, Z/3Z o Z/4Z

14 Z/14Z ∼= Z/2Z× Z/7Z D7

15 Z/15Z ∼= Z/3Z× Z/5Z
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