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Aufgabe 36 (Universelle Eigenschaft von Polynomringen)

Es sei X eine Menge, R ein kommutativer Ring mit Eins und f : X → R eine Funktion. Dann gibt es
genau einen Ringhomomorphismus

F : Z[X] → R

mit F (x) = f(x) für alle x ∈ X, d.h. F ◦ ι = f , wenn ι : X → Z[X] die Inklusion ist.

Aufgabe 37 (Gruppenringe)

Es sei G eine Gruppe und die Menge X = {xg | g ∈ G} bestehe aus den Symbolen xg für g ∈ G. Der
Gruppenring ZG von G ist definiert als

ZG := Z[X]/I,

wobei I das Ideal ist, welches von allen Relationen xgxh = xgh, für alle g, h ∈ G, erzeugt wird.

a) Falls G auf der abelschen Gruppe M durch Gruppenautomorphismen ρg operiert, gibt es einen
Ringhomomorphismus F : ZG → End(M) mit F (xg) = ρg.

b) Für G = Z = 〈x〉 ist ZG ∼= Z[x, x−1], dem Laurentpolynomring in einer Variablen x.

c) Für G = Z/nZ = 〈x |xn = 1〉 ist ZG ∼= Z[x]/(xn − 1).

Aufgabe 38 (Ringe und Ideale)

Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins.

a) Der Ring R ist genau dann ein Körper, wenn er keine echten Ideale enthält, das heißt keine Ideale
außer {0} und R.

b) Es sei a ∈ R ein nilpotentes Element, das heißt es gibt eine natürliche Zahl n mit an = 0. Dann ist
das Element 1− a invertierbar in R.

c) Das Ideal (X2, X3) im Ring R = {f ∈ R[X] | f ′(0) = 0} ⊂ R[X] ist kein Hauptideal.
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Aufgabe 39 (Operationen mit Idealen)

Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Für eine Teilmenge M von R bezeichne (M) das von M erzeugte
Ideal, das heißt das kleinste Ideal in R, welches M enthält. Für Ideale I und J in R sei

I + J := {x + y |x ∈ I, y ∈ J}

und
I · J := ({x · y |x ∈ I, y ∈ J})

Es seien I, J und K Ideale in R.

a) I + J ist ein Ideal in R.

b) Es gilt I + J = (I ∪ J).

c) Es gilt I · J ⊂ I ∩ J.

d) Die Gleichheit I + J = R impliziert I · J = I ∩ J.

e) Man finde einen Ring R und Ideale I, J in R, so daß I · J 6= I ∩ J.

f) Es gilt I · (J + K) = I · J + I ·K (und (J + K) · I = J · I + K · I.)

g) Für eine endliche Teilmenge M = {r1, . . . rk} von R ist das von M erzeugte Ideal gegeben durch

(r1, . . . , rk) = {x1 · r1 + · · ·+ xk · rk |x1, . . . , xk ∈ R}

*Aufgabe 40 (Isomorphiesatz)

Es sei ϕ : R → R′ ein surjektiver Ringhomomorphismus. Es sei I ′ ein Ideal in R′ und I := ϕ−1(I ′) das
Urbild von I ′ in R.

a) Die Teilmenge I ist ein Ideal in R.

b) Die Zuordnung I ′ 7→ I = ϕ−1(I ′) erklärt eine Bijektion zwischen den Idealen in R′ und denjenigen
Idealen in R, welche den Kern von ϕ enthalten.

c) Es gibt einen natürlichen Isomorphismus der Quotientenringe R/I ∼= R′/I ′.

d) Das Ideal I ′ ist genau dann ein Primideal in R′, wenn I ein Primideal in R ist.

e) Es sei das Ideal I ′ maximal in R′. Ist dann sein Urbild I ein maximales Ideal in R?
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