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Aufgabe 26 (Kommutatorgruppe)

Sei G eine Gruppe. Für a, b ∈ G heißt [a, b] := aba−1b−1 der Kommutator von a und b. Die von allen
Kommutatoren erzeugte Untergruppe von G wird mit [G,G] bezeichnet und Kommutatorgruppe genannt.

a) [G,G] ist eine normale Untergruppe in G.

b) [G,G] ist genau dann trivial, wenn G abelsch.

c) G/[G,G] ist abelsch.

d) Es sei π : G → G/[G,G] die kanonische Projektion. Dann gilt folgende universelle Eigenschaft: Zu
jedem Homomorphismus φ : G→ A in eine abelsche Gruppe A existiert genau ein Homomorphismus
ψ : G/[G,G]→ A mit φ = ψ ◦ π.
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Aufgabe 27 (Cauchyfolgen und inverser Limes)

Es sei G eine Gruppe und {Hk} eine absteigende Folge von normalen Untergruppen Hk ⊂ G; also Hk ⊃
Hk+1 für alle k. Die Folge {Hk} habe trivialen Schnitt:

⋂
Hk = {1}.

Eine Folge {xn} in G heiße ”Cauchyfolge“, falls es für jedes k ein N gibt, so daß xnx
−1
m ∈ Hk für alle

n,m ≥ N. Eine Cauchyfolge {an} heiße ”Nullfolge“, falls es für jedes k ein N gibt, so daß an ∈ Hk für
alle n ≥ N .

a) Mit punktweisen Produkt bildet die Menge der Cauchyfolgen eine Gruppe C.

b) Die Menge der Nullfolgen bilden eine normale Untergruppe N ⊂ C.
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Den Quotienten C/N bezeichnen wir mit Γ.

c) Es gibt eine injektive Abbildung G→ Γ.
d) Es gibt einen Isomorphismus Γ ∼= lim←−kG/Hk, wobei πk : G/Hk → G/Hk−1 der offensichtliche

Homomorphismus ist.

Aufgabe 28 (Operation auf der Menge der Untergruppen)
Es sei X die Menge der Untergruppen einer Gruppe G. Wir betrachten die Abbildung φ : G × X → X
gegeben durch φ(g,H) = gHg−1 für g ∈ G,H ∈ X.

a) Man zeige, daß φ eine Gruppenoperation auf X ist.
b) Eine Untergruppe H ist genau dann normal, wenn sie Fixpunkt ist.
c) Der Normalisator NG(H) ist der Stabilisator von H.

Aufgabe 29 (Operationen von direkten Produkten)
Wir betrachten zwei Gruppen G1 und G2 mit den Inklusionen ι1 : G1 → G1×G2 und ι2 : G2 → G1×G2.

a) Mit diesen beiden Inklusionen hat das direkte Produkt G = G1×G2 folgende universelle Eigenschaft:
Zu je zwei Homomorphismen f1 : G1 → A und f2 : G2 → A in eine Gruppe A mit f1(g1)f2(g2) =
f2(g2)f1(g1) für g1 ∈ G1, g2 ∈ G2 (eine Bedingung, die, falls A abelsch ist, erfüllt ist) gibt es genau
ein f : G1 ×G2 → A mit f ◦ ι1 = f1 und f ◦ ι2 = f2.

b) Man folgere daraus: Seien ρ1 : G1×X → X und ρ2 : G2×X → X zwei Operationen auf einer Menge
X, die vertauschen (d.h. ρ1(g1, ρ2(g2, x)) = ρ2(g2, ρ1(g1, x)) für g1 ∈ G1, g2 ∈ G2, x ∈ X). Dann gibt
es genau eine Operation ρ : G1 ×G2 ×X → X mit

ρ(ι1(g1), x) = ρ1(g1, x) und ρ(ι2(g2), x) = ρ2(g2, x).
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*Aufgabe 30 (Operationen von semi-direkten Produkten)
Es sei Q eine Gruppe, die auf einer Gruppe N vermöge φ : Q → Aut(N) operiert; wir schreiben φ(q)(n)
als q∗n.
Mit G sei das semi-direkte Produkt N oφ Q bezeichnet und mit ι, π bzw. s die Inklusion, Quotientenpro-
jektion bzw. Schnitt:

N
ι // G

π // Q
s

ii .

a) Mit diesen Abbildungen hat das semi-direkte Produkt die folgende universelle Eigenschaft: Zu je
zwei Homomorphismen fN : N → A und fQ : Q → A mit fQ(q)fN (n) = fN (q∗n)fQ(q) für alle
q ∈ Q,n ∈ N gibt es genau ein f : G→ A mit f ◦ ι = fN und f ◦ s = fQ.

Als Beispiel betrachten wir D∞ = Z oφ Z/2Z, wobei φ : Z/2Z = 〈t | t2 = 1〉 → Aut(Z) die Operation
mit φ(t) = − idZ ist. Weiterhin betrachten wir Dn = 〈στ | τ2 = σn = 1, τστ = σ−1〉 zusammen mit
Abbildungen

f1 : Z = 〈s〉 → Dn und f2 : Z/2Z = 〈t | t2 = 1〉 → Dn

s 7→ σ t 7→ τ.

(Mit unserer Notation ist also t∗s = s−1.)

b) Man zeige: Es gibt genau einen Homomorphismus f : D∞ → Dn mit f ◦ ι = f1 und f ◦ s = f2 und
dieses f ist surjektiv.

c) Man folgere aus a): Seien ρN : N × X → X und ρQ : Q × X → X zwei Operationen auf einer
Menge X, mit ρQ(q, ρN (n, x)) = ρN (q∗n, ρQ(q, x)) für n ∈ N, q ∈ Q, x ∈ X. Dann gibt es genau eine
Operation ρ : N oφ Q×X → X mit

ρ(ι(n), x) = ρN (n, x) und ρ(s(q), x) = ρQ(q, x).
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