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Aufgabe 6 (Zweiter Isomorphiesatz)

a) Es sei H eine beliebige und N eine normale Untergruppe von G und

HN := {hn|h ∈ H,n ∈ N}.

i) HN ist eine Untergruppe, die H und N enthält.
ii) N ist normal in HN .
iii) H ∩N ist normal in H.
iv) Es gibt einen Isomorphismus, so daß das folgende Diagramm kommutiert:

H ∩N
� � //

� _

��

H // //

��

H/H ∩N

∼=
��

N
� � // HN // // HN/N.

v) Falls G endlich ist, gilt:
|H||N | = |HN ||H ∩N |.

vi) Ist NH gleich oder isomorph zu HN?
vii) Genau dann wenn H ∩N = {e} gilt, ist HN isomorph zum semidirekten Product N o H.

b) Wir betrachten die Gruppe C× sowie die darin enthaltenen Untergruppen S1, R>0, R× und {1,−1}.
Den Quotient S1/{−1, 1} bezeichnen wir mit RP 1.

i) C× ∼= S1R×.

ii) C×/R× ∼= RP 1.

iii) C×/S1 ∼= R>0.
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Aufgabe 7 (Produkte von Elementen endlicher Ordnung)
Es sei G eine Gruppe und a, b ∈ G.

i) Falls a und b von endlicher Ordnung sind und ab = ba, so hat ab endliche Ordnung.
ii) Man finde eine Gruppe G und a, b ∈ G von endlicher Ordnung, so daß ab nicht von endlicher Ordnung

ist.

Aufgabe 8 (Diskrete Untergruppen des Rn)

a) Es sei H eine nicht-triviale Untergruppe von R mit der Eigenschaft: es gibt eine positive reellle Zahl
δ, so daß

H ∩ ]− δ, δ[ = {0}.
Dann ist H zyklisch und insbesondere isomorph zu Z (aber natürlich nicht unbedingt gleich Z!)

b) Nun sei H eine Untergruppe des Rn mit der Eigenschaft: für jede beschränkte Menge B ist der
Schnitt H ∩B endlich.
Wir wollen zeigen: H ∼= Zk für ein k ≤ n. Man kann wie folgt vorgehen: Es bezeichne V den von H
aufgepannten Untervektorraum.

i) Man wähle eine Basis b1, . . . , bm ⊂ H von V und betrachte H ′ = < b1, . . . , bm >, die von der
Basis erzeugte Untergruppe von H. Es gilt H ′ ∼= Zm.

ii) Jedes Element v ∈ V kann man als

v = a1b1 + · · ·+ ambm + h′ mit ai ∈ R, 0 ≤ ai < 1

mit h′ ∈ H ′ schreiben.
iii) Man zeige: H/H ′ ist endlich. (Man finde ein Repräsentantensystem)
iv) Man setze c = |H/H ′| und zeige c ·H ⊂ H ′.

v) c ·H ∼= H.

vi) Schließlich benutze man das folgende Lemma (ohne es zu beweisen) um den Beweis zu beenden.
Lemma: Jede Untergruppe von Zm ist eine freie abelsche Gruppe vom Rang ≤ m.

Aufgabe 9 (Erzeugendensysteme)
Sei G eine Gruppe und E ⊂ G ein Erzeugendensystem.

i) Ist E ⊂ E′, so ist E′ auch ein Erzeugendensystem.
ii) Ist π : G → Ḡ ein Epimorphismus, so ist π(E) ein Erzeugendensystem von Ḡ.

iii) Wir nennen E ein nicht-reduzierbares Erzeugendensystem, wenn keine echte Teilmenge von E ein Er-
zeugendensystem ist. Man zeige, daß nicht-reduzierbare Erzeugendensysteme einer Gruppe G durch-
aus verschiedene Mächtigkeiten haben können.

iv) Sei G = Z und H = < a1, . . . , an > eine endlich-erzeugte Untergruppe. Man zeige, daß H auch von
α = ggT(|a1|, . . . , |an|) erzeugt ist.

*Aufgabe 10 (3× 3 Lemma: eine Jagd in drei Teilen)
In dem folgenden kommutativen Diagramm von Gruppen seien die Zeilen exakt.

{e}

��

{e}

��

{e}

��

{e} // A′ α′
//

f ′

��

A
α //

f

��

A′′ //

f ′′

��

{e}

{e} // B′ β′
//

g′

��

B
β

//

g

��

B′′ //

g′′

��

{e}

{e} // C ′ γ′
//

��

C
γ

//

��

C ′′ //

��

{e}

{e} {e} {e}
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1. Falls die äußeren Spalen exakt sind und g ◦ f = 1 : A → B → C trivial ist, dann ist die mittlere
Spalte exakt.

2. Falls die linke und die mittlere Spalte exakt sind, so ist auch die rechte Spalte exakt.

3. Falls die rechte und die mittlere Spalte exakt sind, so ist auch die linke Spalte exakt.

Zusatz: Man leite den dritten Isomorphiesatz aus diesem Lemma her.

Gruppentafeln (vergleiche Aufgabe 3) aus “On the Theory of Groups”, Arthur Cayley, American Journal of
Mathematics, Vol. 11, No. 2 (Jan., 1889), p. 145
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