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Mengen und Zahlen

Mengen

» Eine Menge ist in der Mathematik eine Zusammenfassung von Objekten, genannt
Elemente.

> Diese werden in Mengenklammern geschrieben: {}.
> Schreibweise: x € M. Leere Menge @.

» Mengen kann man durch Aufzihlung von Elementen oder durch die Angabe von
Eigenschaften der Elemente beschreiben.

Beispiel
{FuBballvereine, die das CL-Finale 2013 bestritten haben} = {FCB, BVB}.
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Nattrliche Zahlen

» Wir bezeichnen die Zahlen 1,2, 3,... als natiirliche Zahlen.

> Die Menge der natiirlichen Zahlen wird gekennzeichnet durch das Symbol IN, dh
N={1,23...}.

» Soll die 0 enthalten sein, so schreiben wir INg.

Beispiel

Die natiirlichen Zahlen werden genutzt um Dinge zu z3hlen, beispielsweise Kekse.
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Rechengesetze

Eine Rechenoperation * auf einer Menge M heiBt kommutativ, wenn fiir alle a und b
aus M gilt
axb=>bxa

Eine Rechenoperation * auf einer Menge M heiBt assoziativ, wenn fiir alle a, b und ¢
aus M gilt
ax(bxc)=(axb)*c

Beispiel

Addition + und Multiplikation - sind auf der Menge IN sowohl kommutativ als auch
assoziativ.

Mit der Multiplikation - und der Addition + erfiillt die Menge IN das Distributivgesetz,
d.h. es gilt fiir drei beliebige natiirliche Zahlen a, b, ¢

a-(b+c)=a-b+a-c
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Ganze Zahlen

Um sinnvoll subtrahieren zu kénnen, miissen wir die natiirlichen Zahlen erweitern.
> Zu jeder natiirlichen Zahl kénnen wir eine Gegenzahl definieren.

> Die Menge aller Gegenzahlen von natiirlichen Zahlen bezeichnen wir als negative
Zahlen.

» Die Gegenzahl einer negativen Zahl ist die entsprechende positive Zahl:
—(—a)=a.

> Aller negativen und natiirlichen Zahlen sowie die 0 bilden zusammen die ganzen
Zahlen , bezeichnet mit Z :

Z=1{..,-3,-2,-1,0123,...}

Beispiel

Eine gute Anschauung der negativen Zahlen sind Temperaturen unter O oder der
Kontostand am Ende des Monats.
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Drei Leute sind in einem Raum, und fiinf gehen
raus. Miissen also zwel wieder rein, damit der Raum
leer ist. Alles klar, thr Bladménner? '1
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Rechengesetze auf Z

Vorsicht!

Die Subtraktion auf den ganzen Zahlen ist weder kommutativ noch assoziativ:
5—2#£2-5

und
7-(3-1)=7-2=5#3=4—1=(7-3)—1.

Man kann aber jede Differenz als Summe auffassen: a— b = a+ (—b).

Die Addition und Multiplikation negativer Zahlen erfiillt weiterhin die drei
Rechengesetze, wobei

(—a)-b=a-(—b)und (—a)-(—b)=a-b
gilt.
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Rationale Zahlen

» Um Dividieren zu kdnnen und Relationen darzustellen nutzen wir rationale
Zahlen, auch Briiche genannt.

> Gekennzeichnet werden sie durch das Symbol Q.

> In Mengenschreibweise gilt also
Q:{s mitp,quundq#O}

» Wir nennen p den Zihler und q den Nenner.
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Rationale Zahlen in Kommaschreibweise

> Die ganzen Zahlen sind eine Teilmenge der rationalen Zahlen.

» Jeder Bruch l3sst sich durch Ausfiihren der Division in eine Dezimalzahl
umwandeln.

> Diese hat entweder endlich viele Nachkommastellen oder ist periodisch.

Beispiele

=0,25

= 0,153846153846153846. ..

"‘&QCH»‘M#\H

=5,0
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Erweitern und Kiirzen von Briichen

Multipliziert man Z&hler und Nenner eines Bruches mit der gleichen, von Null
verschiedenen Zahl, so andert sich sein Wert nicht.

In Formeln: .3
p_pa fiir alle a # 0.
g q-a

Enthalten Z&hler und Nenner eines Bruches den gleichen von Null verschiedenen
Faktor, so kann man beide durch diesen Faktor dividieren, ohne den Wert des Bruchs
zu verandern.

In Formeln:
fiir alle a # 0.

QT
Ly
Qs
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Summe zweier Briiche

Die Summe zweier Briiche ist gegeben durch

q1 a2 q1q2 q1q2 q1q2

+
PL P2 _ Pi%2  P2GL _ P1G2F P2G1

Haben die beiden Briiche nicht den selben Nenner, so miissen sie erst zum selben
Nenner erweitert werden.

Beispiel
Die Summe zweier Briiche mit gleichem Nenner ist

PL P2 _PLtp
9 q q
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Produkt zweier Briiche

Das Produkt zweier Briiche wird wie folgt berechnet:

pr P2 _ PL P2
G Q@ q-Q

Beispiel
FﬁranundgeQist
p_ap
2. P_2P
9 q

Die Addition und die Multiplikation auf der Menge Q erfiillen alle Rechengesetze.
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Dividieren von Briichen

Der Kehrbruch nimmt fiir die Multiplikation die selbe Rolle ein, wie die Gegenzahl fiir
die Addition.

Man dividiert durch einen Bruch, indem man mit seinem Kehrbruch multipliziert:

PL.P2 _PL G2 _ P1 G2
q q2 qa P2 qi - p2

Ahnlich wie die Subtraktion ist die Division nicht kommutativ und nicht assoziativ,
jeder Quotient kann aber per Definition als Produkt aufgefasst werden.
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Reelle Zahlen

» Zahlen, die nicht rational sind, nennt man irrationale Zahlen.

> Die dazugehdrige Dezimaldarstellung kann niherungsweise bestimmt werden. Sie
ist nicht periodisch und nicht abbrechend.

> Ein Beispiel ist V2.
» Auch die Kreiszahl 71 und die eulersche Zahl e sind irrationale Zahlen.

> Die Zusammenfassung aller rationalen mit allen irrationalen Zahlen bezeichnet
man als die Menge der reellen Zahlen.

> |hr Symbol ist R.
Hinweis

Alle Rechengesetze, die wir bisher fiir natiirliche, ganze und rationale Zahlen
herausgefunden haben, gelten unverdndert auch fiir die reellen Zahlen.
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Klammerregeln

> Rechenoperationen, die durch Klammern eingeschlossen werden, sind stets zuerst
auszufiihren.

> Sind Klammern geschachtelt, so ist zuerst die innerste aufzuldsen.
Beispiel
—(3-5)-(—2+4)=—-(-2)-2=2-2=4

und
—(18—(2+4+15)) = —(18—17) = -1

Fiir alle reellen Zahlen a, b, x und y ist

(a+b)-(x+y)=ax+bx+ay+by

universitétbonnl

19/222



Vorkurs
Elementare Rechenmethoden

Rechenregeln

Zusammenfassen gleichnamiger Terme

v

Buchstaben in Formeln werden Variablen, Unbekannte oder Parameter genannt.

» Ein mathematischer Ausdruck mit Variablen heiBt Term.

v

Terme heiBen gleichnamig, wenn sie dieselben Variablen enthalten.

> Nach dem Ausmultiplizieren von Klammern sollten stets gleichnamige Terme
zusammengefasst werden.

> Die Umformung einer Summe der Form ax + ay in die Form a- (x + y) nennt
man Ausklammern des Faktors a aus der Summe.
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Binomische Formeln

Fiir alle reellen Zahlen a und b gilt
(a+ b)? = a? +2ab + b?
(a— b)? = a®> — 2ab 4 b?
(a+b)-(a—b)=a®—b?
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Potenzierung mit natiirlichen Zahlen

Ist a eine beliebige Zahl und n eine natiirliche Zahl, so ist a"” definiert als das n-fache
Produkt von a mit sich selbst:
an =a-a---a
——

n—mal

» Man nennt a die Basis und n den Exponenten von a".
> a" wird als die n-te-Potenz von a bezeichnet.
> Per Definition gilt 2% = 1, sofern a # 0 gilt.
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Potenzgesetze

Fiir alle von null verschiedenen Zahlen a und b und alle natiirlichen Zahlen m und n
gelten die folgenden Gleichungen:

m n +n

am-a"=a" (P1)
am-b" = (a-b)" (P2)
(am)n=am" (P3)
Dies gilt auch fiir negative Exponenten.
Fiir alle ganzen Zahlen n und alle a # 0 gilt:
_ 1
a "= o (P4)
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Potenzen mit Stammbruch im Exponenten - Wurzeln

Fiir jede positive Zahl a ist a% definiert als diejenige positive Zahl, die mit sich
selbst multipliziert a ergibt.

a% wird als Quadratwurzel oder einfach Wurzel aus a bezeichnet.
Das Symbol dafiir lautet /a:
at = Vva
Dies ist im Allgemeinen keine ganze Zahl, hdufig noch nicht einmal eine rationale.

Fiir jede positive Zahl a ist an genauso definiert als diejenige positive Zahl, die
n-mal mit sich selbst multipliziert a ergibt.

1 . .
an wird als n-te Wurzel aus a bezeichnet.
Das Symbol dafiir lautet {/a:

i

- s

a
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Potenzieren mit rationalen und irrationalen Zahlen

Fiir eine beliebige positive Zahl a bezeichnet der Ausdruck a% die p-te Potenz aus der

g-ten Wurzel aus a:
1

P 1\P
ad = (aq) = (¥3)°
Daher gilt fiir alle positiven Zahlen a und rationale Exponenten %

4
ad

= ()" = (3 = ()} = o

Fiir eine beliebige positive Zahl a und reelle Zahl x kann man dem Ausdruck a* durch
Ann3herung von x mit rationalen Zahlen einen Sinn geben.

Hinweis

Die Potenzgesetze gelten fiir alle positiven a und reellen Zahlen x.
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Beispiel: Kapitalanlage

Fiir ein Kapital K bei einem Zinssatz p in Prozent gilt fiir das Kapital nach einem Jahr

K+ﬁ~K:K-(1+r‘.’O),

was bei 100€ und 3% 100 (1+ 73;) = 100- 1,03 = 103€ macht.
Nach 2 Jahren werden dies also

p p A%
K(l+-—)(l+-—=)=K-(1+-—
( +100>< +100) ( +100>
und nach n Jahren p o\
K- (1+ 165)
Dabei kann n jede Zahl aus R* sein, z.B. nach 2,5 Jahren

30

K.(1+ﬁ)17
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Beispiel: Halbwertszeit

Die Halbwertszeit gibt bei radioaktiven Materialien die Zeit an, bis zu der die Halfte
des Materials zerfallen ist.

Sei M die Masse zu Beginn, dann ist nach der Halbwertszeit noch %, nach zwei

Halbwertszeiten  und nach n Halbwertszeiten

ey

tibrig.
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Logarithmus zur Basis a

Es seien a und x positive reelle Zahlen. Diejenige reelle Zahl y, fiir die
& =x
gilt, nennt man Logarithmus von x zur Basis a und bezeichnet sie mit

log, (x)

Seien x, y, p reelle Zahlen und a eine positive Basis. Dann gilt

IOga(X . y) = IOga(X) + IOga(y) (Ll)
Ioga(g) = log, (x) — log, (y) (L2)
log,(xP) = p - log,(x) (L3)
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Umrechnung von Logarithmen zu verschiedenen Basen

Seien a, b positive, von 1 verschiedene reelle Zahlen und x positiv. Dann gilt

_ logp(x)

= Togs(2) (-4

log,(x)

Logarithmus naturalis

Der h&ufigst verwendete Logarithmus ist der zur Basis e, genannt natiirlicher
Logarithmus oder Logarithmus naturalis:

In(x) = loge(x)
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Summenschreibweise

» Zum Abkiirzen von Termen nutzt man hiufig Piinktchen:
apt+ax+---+aie

> Im Falle von Summen gibt es dafiir die folgende Schreibweise:
16
ap+a+---+awe= Za,-
i=1

> Beispiele:
4
ay+ax+as+ag+awe = 222,-
i=0
100

24+44+6+4---4+200=) 2i
i=1
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Summenschreibweise, die Zweite

» Die Leere Summe wird als null definiert:

Za,-zO, falls n > m

» Summen kdnnen auch geschachtelt werden:

HME

Diese Summe hat insgesamt m - n Summanden.

Beispiel

3 =2
Yo ) aii= Z ayj + Z aj+ Z a3j = a1—1+ (a2 +az -1+ azo)

i=1j=—i j=-1 j=-2 Jj=-3
+(as,—3+as—2+as—1+aso+as1)
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Produktschreibweise

» Analog zu Summen gibt es auch abgekiirzte Produkte:
n
al-ag-na,,:Ha,-
i=1
> Das leere Produkt wird hier mit eins definiert:
m
Ha,- =1, fallsn>m
i=n
> Fiir jede natiirliche Zahl n ist die Fakultat definiert durch
n
n=[]i=1-2-3---n.
i=1
Dabei gilt 0! = 1.
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I WisH I COuLD IT DOESN'T COME EASY MATH 1S A GAME FOR Ybb"RE THIRTEEN.

DO MATH LIKE WHEN LIKE IT ONCE DiD. THE YOUNG. I NEED

I WAS YOUNG, TO SIT BACK AND LET YES, AND IS

HUH? UH HUH. THE FUTURE HAPPEN. TME I ACCEPT

—0)- %___ -
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Dreiecke

> Ein Dreieck A besteht aus 3 Eckpunkten A, B, C, die nicht auf einer Gerade
liegen.

» Die Strecken zwischen den Eckpunkten heiBen Seiten von A.
> Die Winkel &, B, v innerhalb von A heiBen Innenwinkel von A.
> Die Winkel &/, B/, 9’ heiBen AuBenwinkel (nichste Folie).
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Abbildung: Die Punkte, Seitenldngen und Innen- und AuBenwinkel eines Dreiecks
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a > 90° a=y x=

Abbildung: Klassen von Dreiecken: spitzwinklig, rechtwinklig, stumpfwinklig, gleichschenklig und

gleichseitig
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Dreiecksungleichung

Die Summe der Lange zweier Seiten a und b eines Dreiecks ist stets groBer als die
Lange der verbleibenden Seite c:
at+b>c
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Summe der Winkel am Dreieck

Die Summe der Innenwinkel &, B, v eines Dreiecks ist stets 180°. Die Summe der
AuBenwinkel &, B/, eines Dreiecks ist stets 360°.

A a+p+vy=180°
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Transversale

Transversale werden Geraden genannt, die Dreiecke schneiden.
Mittelsenkrechte gehen durch den Mittelpunkt einer Seite und stehen senkrecht auf
dieser.
Winkelhalbierende halbieren den Winkel an einem Eckpunkt.
Seitenhalbierende verlaufen durch den Mittelpunkt einer Seite und eine Ecke.
Héhen gehen durch einen Eckpunkt eines Dreiecks und stehen senkrecht auf
einer Seite.
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45

A BB
Mittelsenkrechte
C

A / B
Winkelhalbierende
C

A 4B B

Seitenhalbierende

A B

Hohe "
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Schnitte

Schnitt der Mittelsenkrechten und Umkreis

Die drei Mittelsenkrechten eines Dreiecks schneiden sich im Mittelpunkt des Umkreises
des Dreiecks Sp;s = UMP.

Schnitt der Winkelhalbierenden und Inkreis

Die drei Winkelhalbierenden eines Dreiecks schneiden sich im Mittelpunkt des Inkreises
des Dreiecks Sy = IMP.

Schnitt der Seitenhalbierenden

Die drei Seitenhalbierenden eines Dreiecks A schneiden sich im Schwerpunkt
Ssyy = SP = (A+ B+ C)/3 des Dreiecks. Dieser teilt jede Seitenhalbierende im
Verhiltnis 2:1 (von der Ecke aus gesehen).
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Umkreis C
C
Inkreis
B
A
Mittelsenkrechte Winkelhalbierende

Abbildung: Die Mittelsenkrechten eines Dreiecks schneiden sich im Mittelpunkt des Umbkreises
(links), wihrend sich die Winkelhalbierenden eines Dreiecks im Mittelpunkt des Inkreises schneiden

(rechts).
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Hohenschnittpunkt und Eulergerade

Auch die Hdhen eines Dreiecks schneiden sich in einem Punkt Sp.

Eulergerade

Die Punkte Sy, Ssy und Sps liegen auf einer Geraden, genannt Eulergerade. Die
Strecke von Sy zu Ssy ist dabei immer doppelt so groB wie die Strecke von Ssy zu

C

SwH
Sms SsH e SH

Eulergerade
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Feuerbach’scher Kreis

Feuerbach’scher Kreis

Die Seitenmittelpunkte, die HohenfuBpunkte und die Mittelpunkte der Strecken von
den Ecken zu Sy liegen auf einem Kreis mit Mittelpunkt auf der Mitte zwischen Sy
und Sys und Radius der Hilfte des Umkreisradius.

Dieser Kreis wird Neun-Punkt-Kreis oder Feuerbach’scher Kreis genannt.
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EulerscheGerade
C

My
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Flacheninhalt

Flacheninhalt des Dreiecks

Der Flacheninhalt eines Dreiecks F ist die Halfte des Produkts der Lange einer Hohe h
mit der Lange c der Seite, auf der die Hohe senkrecht steht:

ke

F
2

Herons Formel

Der Flicheninhalt eines Dreiecks F mit Seitenldngen a, b und c ist

F = \/s(s—a)(s—b)(s—c)

wobei s = (a+ b+ c)/2 ist.
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Abbildung: Der Flicheninhalt jedes Dreiecks A mit den Eckpunkten A, B und C ist die Halfte des
Flicheninhalts eines Rechtecks mit den Seitenlingen h und c (links). Die Formel gilt auch, wenn
die Héhe auBerhalb von A liegt, und somit ist der Flicheninhalt eines Parallelogramms hc (Mitte).
Fiir rechtwinklige Dreiecke vereinfacht sich die Anwendung dieser Formel, denn man muss die
Liange der Hohe nicht berechnen: Der Flacheninhalt des Dreiecks ist dann die Hilfte des Produkts
der Lingen der Katheten des Dreiecks (rechts).
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Rechtwinklige Dreiecke

Bei rechtwinkligen Dreiecken werden die beiden kurzen Seiten Katheten und die lange
Seite Hypotenuse genannt.

Satz des Pythagoras

Die Summe der Quadrate der Langen der Katheten a, b ist dann stets gleich dem
Quadrat der Linge der Hypotenuse c:

a? + b = 2

Hohensatz

Das Quadrat der Hohe h auf der Hypotenuse ist gleich dem Produkt der beiden
Hypotenusenabschnitte p und g:
h=p-q
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a+b

a+b

Abbildung: Veranschaulichung des Satzes von Pythagoras (links) und eine der etwa 100 bekannten
Herleitungen dieser Aussage (rechts).
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Abbildung: Veranschaulichung des Hohensatzes
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Satz des Thales

Fiir rechtwinklige Dreiecke ist der Umkreismittelpunkt Ssy der Mittelpunkt der
Hypotenuse c. Der Umkreis hat also den Radius ¢/2.

Satz des Thales

Die Peripheriewinkel iiber dem Durchmesser eines Kreises sind rechte Winkel.
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G
@}

Mittelsenkrechte G

Abbildung: Fiir rechtwinklige Dreiecke ist der Mittelpunkt des Umkreises (Schnitt der
Mittelsenkrechten) der Mittelpunkt S = (A+ B)/2 von deren Hypotenuse (links). Rechts eine
Darstellung des Satzes von Thales.
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Peripheriewinkel

Abbildung: Die Peripheriewinkel iiber einem festen Kreisbogen sind stets gleich. Die Dreiecke
haben die gemeinsame Seite mit der Lange a liber dem festen Kreisbogen - deshalb ist der dieser

Seite gegeniiberliegende Winkel stets a.
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Sinus, Cosinus und Tangens

» Der Quotient aus der Linge der Gegenkathete a und der Hypotenuse ¢ wird als
Sinus des Winkels « bezeichnet:

sin(a) = z

> Der Quotient aus der Linge der Ankathete b und der Hypotenuse ¢ wird als
Cosinus des Winkels a bezeichnet:

cos(a) = g

> Der Quotient aus der Linge der Gegenkathete a und der Ankathete b wird als
Tangens des Winkels a bezeichnet:

tan(a) = %

univevsitétbonnl

58 /222



Vorkurs
Geometrie

Dreiecke und Trigonometrie

0= |sin<a')|{__

—(bfa) b= |cos(a’)]

-1

Abbildung: Veranschaulichung des Sinus und Cosinus am Einheitskreis
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Eigenschaften von Sinus und Cosinus

Summe der Quadrate des Sinus und Cosinus
Fiir jeden Winkel a gilt
sin?(a) + cos?(a) = 1

Wertebereich

Die Werte von Sinus und Cosinus liegen immer zwischen -1 und 1:

—1<sin(a) <1 und —1<cos(a)<1

o —90°  —60° —45° —30° 0° 30° 45° 60°  90°
sin(e) -1 —V3/2 —V2/2 -1/2 0 1/2 2/2 3/2 1
cos(a) 0 1/2 V2/2  V/3/2 1 V372 V2/2 1/2

tan(a)  — —/3 —1 —/3/3 0 /3/3 1 V3 -
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Cosinussatz

Fiir beliebige Dreiecke ist das Quadrat der Linge a einer Seite die Differenz der Summe
der Quadrate der Langen b, c der verbleibenden Seiten mit dem Term 2bccos(0¢),
wobei & der von den Seiten mit den Langen b und c eingeschlossene Winkel ist:

2% = b? 4 % — 2bc cos(a)

Sinussatz

Fiir beliebige Dreiecke mit Seitenliangen a, b und ¢ und den entsprechenden
gegeniiberliegenden Innenwinkeln a, B und v gilt:

a b c

sin(a) ~ sin(B) ~ sin(y)
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Additionstheoreme des Sinus und Cosinus

Fiir alle & und B gelten die folgenden Beziehungen:
sin(a + B) = sin(a) cos(B) + cos(a) sin(B)
cos(a + B) = cos(a) cos(B) — sin(a) sin(B)

(1. Additionstheorem)

(2. Additionstheorem)
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BogenmaB

Mit Sinus/Cosinus ist es oft praktischer, den Winkel im BogenmaB anzugeben.

BogenmaB

Das BogenmaB x eines Winkels « ist die vorzeichenbelegte Lange des zu a gehdrigen
Bogens am Einheitskreis, wobei das Vorzeichen von x genau dann positiv ist, wenn der
Bogen gegen den Uhrzeigersinn abgetragen wird. Die Umrechnungsformel zwischen
Grad- und BogenmaB ist

%= e
~ 7 180°

universitétbonnl

63 /222



Vorkurs
Geometrie

Dreiecke und Trigonometrie

3. Find x.

3cm

—

A@fe/dlaxo

e T e W e s i B BEE s sl s sl O TR
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b b
8 [/ N / PN
d.- 4’ \
a a - a a s a X\
- - 4
_ - 7 7
a [ e [ 4 a4
b b
(echtes) Parallelogramm Rechteck Quadrat konkav

Abbildung: Klassifizierung von Vierecken
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Winkel und Diagonalen im Viereck

Die Summe der Innenwinkel &, B, y, 6 eines Vierecks ist stets 360°.

Die Lange d der Diagonalen bei

> Quadraten mit Seitenldnge a ist
d=+/2a
» Rechtecken mit Seitenldngen a und b ist
d=+a+ b2

> Parallelogrammen mit Seitenldngen a und b und dem von diesen Seiten
eingeschlossenen Winkel « ist

d= \/a2 + b2 — 2abcos(a)
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Flacheninhalt von Parallelogrammen

Der Flacheninhalt F eines Parallelogramms mit Seitenldngen a und b und von diesen
Seiten eingeschlossenem Winkel « ist

F =sin(a)ab.
Spezieller ist der Flicheninhalt eines Rechtecks (« = 90°) F = ab und der

Flicheninhalt eines Quadrats (¢ = 90° und a = b) F = a.

Flacheninhalt des Trapezes

Der Flicheninhalt F eines Trapezes mit Seitenldngen a und b der parallelen Seiten und
der HShenlange h ist

F=(atb)h
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Flacheninhalt und Umfang des Kreises

Flacheninhalt des Kreises

Der Einheitskreis hat den Flacheninhalt F = 7t. Ein beliebiger Kreis mit Radius r hat
den Flacheninhalt
F = mtre.

Umfang des Kreises

Der Einheitskreis hat den Umfang 27t. Ein beliebiger Kreis mit Radius r hat den
Umfang
U = 2mr.
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Kreisgleichung

Punkte in der Eben kann man durch ihre Koordinaten angeben.

Punktabstand

Der Abstand zweier Punkte lasst sich aus den Koordinaten berechnen durch

d = /(1 =)+ (1 — yo)?

Gleichung eines Kreises
Der Kreis mit Mittelpunkt (x1|y1) und Radius r hat die Gleichung

(x=x1)’+(y-n)3’=r.

Die Menge aller Punkte (x|y), die die Gleichung erfiillen, bildet den Kreis.
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Ellipsen

Ellipsen sind die Menge aller Punkte (x|y), fiir die die Summe r; 4 ry der Abstinde zu
zwei festen Brennpunkten A = (a1|az) und B = (b1|b2) den konstanten Wert 2r hat.

Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass beide Brennpunkte auf der x-Achse liegen
und der Mittelpunkt im Ursprung. Der Abstand der Brennpunkte sei 2c.

Die Ellipse ist dann gegeben durch alle Punkte (x|y) mit

\/(X+C)2+y2+\/(x—c)2+y2:2r.

Es ergibt sich die alternative Mittelpunktsgleichung

2 2
%JF%:L mit b2 = r> — 2.
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Nachtrag: Intervalle

Seien a, b reelle Zahlen mit a < b.
» Die Menge aller Zahlen zwischen a und b wird Intervall mit den Grenzen a und b
genannt.
> Sind a und b enthalten, so sprechen wir von einem abgeschlossenen Intervall:

la,b] = {x € R mit a < x < b}

» Sind a und b nicht enthalten, so sprechen wir von einem offenen Intervall:
(a,b) = {x € R mit a < x < b}

> Die Mischformen heiBen halboffene Intervalle:
(a,b] = {x e R mit a < x < b}

[a,b) ={x ER mita< x < b}
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Definition von Funktion

D und W seien nicht leere Mengen (nicht notwendigerweise von Zahlen).

» Eine Funktion f ist eine Vorschrift, die jedem Element x der Menge D auf
eindeutig bestimmte Art und Weise genau ein Element y der Menge W zuordnet.

» D wird Definitionsbereich genannt.
> y wird Funktionswert von x genannt, abgekiirzt y = f(x).
» W wird Wertevorrat genannt.

» Anschaulich schreibt man
f:D— W.

» Ahnlich wie bei Mengendefinitionen kann man die Zuordnungsvorschrift entweder
einzeln oder als allgemeine Regel hinschreiben.

Der Wertevorrat muss nicht ausgeschopft werden.

W enthilt alle potenziellen Funktionswerte, nicht alle davon miissen auftreten.

Die Menge aller auftretenden Funktionswerte wird als Bildmenge von f bezeichnet,

symbolisiert durch f(D). :
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Vorschriften, die keine Funktionen sind

Sei D=R, W ={-1,1} und fiir alle x € D

f(x) =1 oder —1, je nachdem wie ich mich fiihle
Sei D={-1,1}, W =R und f : D — W gegeben durch —1 +— 7,1+ 0,
—-1—1.

Da Wurzeln natiirlicher Zahlen i.A. keine natiirlichen Zahlen sind, ist auch dies
keine Funktion:
f:N—=N, x—x.

Umgekehrt ist aber die Wurzel aus einer negativen Zahl in R nicht definiert,
deswegen ist
f:R—=R, x=+x

keine Funktion.
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Graph einer Funktion

Der Graph einer Funktion ist die Menge aller Punkte (x, f(x)) fiir x € D.

Sind D und W in den reellen Zahlen, so kann zur Veranschaulichung einer Funktion
ihren Graph in ein kartesisches Koordinatensystem zeichnen:

y-Achse
2
Graph
14
x-Achse
T A A AN E
-1 4
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Verkettung von Funktionen

Es seien f: F — W und g: D — G zwei Funktionen, wobei der Bildbereich g(D) im
Definitionsbereich F von f liegen soll.
Dann heiBt

fog:D— W, (fog)(x)="f(g(x))

fiir alle x € D die Verkettung von f und g. Dabei wird erst g und danach f angewandt.

Dies wird auch Hintereinanderausfiihrung oder Komposition genannt.

Beispiel

g:[0,1] — R, g(x) =3xund f:[-5,5] — R, f(y) = y + 100. Dann ist
fog:[0,1] — R, (fog)(x) =3x+100 und (fog)([0,1]) = [100, 103].
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Umkehrfunktion

Sei f eine Funktion mit dem Definitionsbereich D und der Bildmenge (D). Eine
Funktion f~1, deren Definitionsbereich f(D) ist und die die Eigenschaft

(Frof)(x) = x
fiir alle x € D hat, heiBt Umkehrfunktion von f.
Existiert zu einer Funktion f eine Umkehrfunktion, so nennt man f selbst umkehrbar.
Hinweis

Nicht jede Funktion ist umkehrbar. Z.B. ist die auf ganz R definierte Funktion
f(x) = x2 nicht umkehrbar.
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|

:
\ f(x)
\
\

\
N 304 F(x)

\

\

\
20 3
\
\
\
'10
\
N 24
\
T T T T T T X
-30 -20 -10 N 10 20 30
\\
104 1+
\
N
\
-20 4 \
\
N T T T T

/04 \ -2 -1

- \
\
\
\

Abbildung: Die Funktionen f;(x) = x — 28 (links, schwarz), f(x)
f3(x) = x? (rechts)

—2x (links, gestrichelt) und
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I

Monotone Funktionen

Sei f eine Funktion und / eine Teilmenge des Definitionsbereichs D von f.

» Man nennt f monoton steigend auf I, wenn gilt

Ist x1 < X2, so ist f(x1) < f(x2)
» Man nennt f monoton fallend auf I, wenn gilt

Ist x; < x2, so ist f(x1) > f(x2)

> Eine Funktion heiBt monoton, wenn sie monoton steigend oder fallend ist.

> Sind die Ungleichungen strikt, so spricht man von streng monoton steigend bzw
fallend und streng monotonen Funktionen.
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f(x)

Abbildung: Eine monoton steigende Funktion
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Strenge Monotonie und Umkehrbarkeit

Sei f : D — W eine auf ganz D streng monotone Funktion mit Bildmenge f(D). Dann
existiert eine auf f(D) definierte Umkehrfunktion £~ von f.

Ist f streng monoton steigend, so ist auch f~! streng monoton steigend, ist f streng
monoton fallend, so auch 1.
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Potenzfunktionen

Fiir jede natiirliche Zahl n nennt man die Funktion

n

pn:R—= R, pp(x)=x

Potenzfunktion mit dem Exponenten n oder auch einfach n-te Potenzfunktion.

> Potenzfunktionen p,(x) mit geradem n kénnen geschrieben werden als

pa(x) = x" = x2m

» Da x? = (—x)? gilt, ist pa(x) = x? symmetrisch zur y-Achse.
> Da x?" = (X"’)2 gilt, sind demnach alle Potenzfunktionen mit geradem n
symmetrisch zur y-Achse und verlaufen nicht im negativen Bereich.

> Insbesondere sind diese nicht umkehrbar auf ganz R, wohl aber auf R™ und R™.

> Ist n ungerade, so kann p, geschrieben werden als

Pn(X) — x" = X2m+1 _ X2m - x

» Diese Potenzfunktionen sind alle punktsymmetrisch im Ursprung und umkehrbar

auf R.
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2

Abbildung: Die Funktion p;(x) = x
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f(x)
\ 2 [ ! 24
\ [ !
\ ) 1
\ J !
\ \
\ 14 \ 1
\ \
\ / \
\ 4 \
\ 2 \
T — — T X T > T T X
-2 -1 1 2 -2 -1 1 2
-1 -1
2 2

Abbildung: Einige Potenzfunktionen: x3 (links, schwarz), x* (links, gestrichelt), x7 (rechts,
schwarz), x® (rechts, gestrichelt)
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n-te Wurzelfunktion

1 . .
n = {/x, nennt man die n-te Wurzelfunktion.

Die Funktion wy,(x) = x
Sie ist definiert auf R (falls n ungerade) bzw R™ (falls n gerade).

Negative Wurzeln

Fiir ungerades n und negatives x gilt

Die Wurzelfunktionen sind die Umkehrfunktionen der Potenzfunktionen auf R (falls n
ungerade) bzw R™ (falls n gerade).
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I

Polynome

Es sei n eine natiirliche Zahl oder null und es seien ag, a1, ..., a, reelle Zahlen. Eine
Funktion p(x), die sich in der Form

p(x) = anx" + ap_1x"" 1+ -+ aix+ ag

darstellen lasst, nennt man ein Polynom vom Grad hdchstens n.
Die Zahlen ag, a1, ..., a, heiBen die Koeffizienten des Polynoms.

Spezielle Polynome

Ein Polynom der Form p(x) = a heiBt konstante Funktion und ein Polynom der Form
p(x) = ax + b heiBt lineare Funktion.
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Abbildung: Lineare Funktion mit y-Achsenabschnitt b

universitétbonnl

92/222



e
Vorkurs

Funktionen

Polynome und rationale Funktionen

Parabeln

> Ein Polynom der Form p(x) = ax? + bx + ¢ heiBt Parabel.
> Ist der Koeffizient von x? positiv, so ist die Parabel nach oben gedffnet.
> Ist der Koeffizient von x? negativ, so ist die Parabel nach unten gedffnet.

> |Ist der Koeffizient von x? null, so ist die Parabel zu einer Gerade degeneriert.
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Abbildung:

X

Die Parabeln }x? (schwarz) und 4x? (gestrichelt)
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X

Abbildung: Die Parabeln —x? (schwarz) und —4x? (gestrichelt)
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-2

-3 -

Abbildung: Die Funktion p(x) = 2x? —3x — 2
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Nullstellen von Polynomen

Eine reelle Zahl x heiBt Nullstelle einer Funktion f : R — IR, wenn
f(x)=0
gilt.

Fiir jede natiirliche Zahl n gilt: Ein Polynom vom Grad n, das nicht die Nullfunktion
ist, hat hochstens n Nullstellen.
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Rationale Funktion

Es seien p und g zwei Polynome und D eine Teilmenge der reellen Zahlen, die keine
Nullstelle von g enthilt.
Man nennt eine Funktion der Form

r:D—R, r(x):%

eine rationale Funktion.
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Polstelle einer rationalen Funktion

Eine reelle Zahl %, die Nullstelle des Nenners, aber nicht des Z3hlers einer gegebenen
rationalen Funktion r(x) ist, nennt man Pol oder auch Polstelle von r(x).

Hinweis

Eine Polstelle gehort nicht zum Definitionsbereich der rationalen Funktion.

Hyperbel

Die rationale Funktion 1
h(x) = =
()=~

heiBt Hyperbel oder Normalhyperbel.
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Abbildung: Die Hyperbel % '1
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x

-1+

Abbildung: Die Funktion %
X
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Exponential- und Logarithmusfunktionen
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Exponentialfunktionen zu allgemeiner Basis
Fasst man die allgemeine Potenzfunktion mit reellem Exponenten als Funktion auf, so
erhdlt man die sogenannte Exponentialfunktion:
Es sei a eine positive reelle Zahl. Die Funktion
exp, : R > R, exp,(x)=2a"

heiBt Exponentialfunktion oder genauer Exponentialfunktion zur Basis a.

> Ist a > 1, so wichst exp,(x) = a* auf ganz R streng monoton.
> Ist a < 1, so fillt exp,(x) = a* auf ganz R streng monoton.

> Die Funktionswerte sind stets positive Zahlen.

Aufgrund der Potenzgesetze gilt immer

exp (x+ ) = exps(x) - exp, () (ED)
expy(—x) = expy () (E2)
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Logarithmusfunktion zur Basis a

> Auch der Logarithmus kann als Funktion aufgefasst werden

> Der Definitionsbereich von log,(x) ist die Menge der positiven reellen Zahlen
(R¥).

> Falls a > 1 ist log,(x) auf ganz R streng monoton wachsend.
> Falls a < 1 ist log,(x) auf ganz R streng monoton fallend.

» Die Logarithmusfunktion ist die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion.
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Sinus und Cosinus

Sinus und Cosinus fasst man iiblicherweise als Funktionen vom BogenmaB auf. Der
Graph ist dann

sin(x)
[ I
O LV A AV L N
-1+ cos(x)

Abbildung: Sinus und Cosinus als Funktion des (reellen) BogenmaBes x

universitétbonnl

107 /222



e
Vorkurs

Funktionen

Trigonometrische Funktionen

Beobachtungen

> Sinus und Cosinus sind 27t-periodisch:
sin(x) =sin(x+2m) und cos(x) = cos(x + 27)
> Sinus und Cosinus besitzen unendlich viele Nullstellen:

sin(x) = 0 genau dann wenn x = kr, k€ Z

cos(x) = 0 genau dann wenn x = % +kn, keZ

» Cosinus ist achsensymmetrisch: cos(x) = cos(—x)
Also ist Cosinus eine gerade Funktion.

> Sinus ist punktsymmetrisch: sin(x) = — sin(—x)
Also ist Sinus eine ungerade Funktion.
> Sinus und Cosinus lassen sich wie folgt ineinander umrechnen:

sin(x) = cos <x - g) beziehungsweise  cos(x) = sin (x—i— g)
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R FH R

sin() cos(x)  tan(x) cot(x)

Tl

1| =*ty*

%R IR
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Allgemeines Konzept

Wir versuchen in diesem Kapitel, uns Funktionen der Form f : [a, b] — RR, also den
Graphen von f, besser vorstellen zu kénnen.

Dazu benétigen wir den Begriff der Steigung von f, auch bezeichnet als erste
Ableitung von f.
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-2 f:

P = ()

Abbildung: Wandervorschlag “Wattwanderung nérdlich von Aurich”: Die zugehdrige Funktion f ist
konstant —2 und somit ist O der Wert der Steigung von f an jeder Stelle x. Fiir diese f
verschwindet also die Steigung iiberall.
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4

f(az) 1
f(x)

fo)
f(a)

|
|
|

| |

1 1

T T

a T T2 T3 x T4 5

o~ - ===

Abbildung: Wandervorschlag “Pfalzer Wald”: Die Steigung von f ist nicht konstant, denn diese
hangt von der Stelle x ab, an der man sich befindet.
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Differenzialquotient und Tangente von f in x

Falls der Differenzenquotient von f in x fiir h gegen 0

i f(x+h)—f(x)
h—0 h

existiert, so heiBt dieser Differenzialquotient von f in x, und wird mit f’(x) bezeichnet.
Ist dies der Fall, so ist die reelle Zahl f/(x) der Wert der Steigung von f in x und wird
erste Ableitung von f an der Stelle x genannt. Man sagt dann, dass f in x (einmal)
ableitbar ist.

Die lineare Funktion t durch den Punkt (x|f(x)) mit der Steigung f’(x) bezeichnet
man als Tangente von f in x.

In der N3he einer Stelle x kann man eine Funktion durch ihre Tangente annihern:

f(x+ h) =~ f(x) + hf'(x)

Die Gerade durch die beiden Punkte (x|f(x)) und (x + h|f(x + h)) bezeichnet man als
die Sekante von f durch x und x + h. '1
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Abbildung: Der Wert der Steigung von f(x) = x? an der Stelle x = 1 ist 2. Das ist auch der Wert
der Steigung der Tangente t an f in x = 1, welche sich als Grenzwert der Steigungen der Sekanten
2+ h fiir h — 0 ergibt. Fiir diese Funktion f ist die erste Ableitung f’ nicht konstant, sondern es
gilt: f'(x) = 2x.
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Hohere Ableitungen

Eine ableitbare Funktion f heiBt

> zweimal ableitbar, falls die Ableitung f’ von f wiederum ableitbar ist. Die
Ableitung (')’ von f nennt man zweite Ableitung von f und bezeichnet diese mit
" oder ().

> i-mal ableitbar mit i € N, falls die (i — 1)-te Ableitung (") von f existiert und
ableitbar ist. Die Ableitung (F0~1)" von f nennt man i-te Ableitung von f und
bezeichnet diese mit (1),

» unendlich oft ableitbar, falls f i-mal ableitbar ist fiir alle /i € IN.
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Erste Ableitung einiger Polynome

> Der Wert der Steigung einer konstanten Funktion f(x) = c ist stets 0.
Die erste Ableitung f' von f verschwindet somit fiir alle x:

f'(x) =0.

> Der Wert der Steigung einer linearen Funktion f(x) = cx + d ist stets c.
Die erste Ableitung f’ von f ist somit fiir alle x konstant:

f'(x) =c.

> Der Wert der Steigung der quadratischen Potenzfunktion f(x) = x? ist 2x.
Die erste Ableitung f’ von f ist somit fiir alle x festgelegt durch

f'(x) = 2x.
> Der Wert der Steigung der Potenzfunktion p,(x) = x" ist nx"~1.
Die erste Ableitung f’ von f ist somit fiir alle x festgelegt durch

n—1

Pn(x) = nx
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X

Erste Ableitung der Exponentialfunktion exp(x) = e

Der Differentialquotient ist

lim M — & lim eh—1
h—0 h h>0  h

= e~

Der Wert der Steigung der Exponentialfunktion exp(x) ist also e*.
Damit ist die erste Ableitung exp’ von exp ist fiir alle x festgelegt durch:

exp’(x) = e~.
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Erste Ableitung der Sinusfunktion sin(x) und Cosinusfunktion cos(x)

Die erste Ableitung sin’ von sin ist fiir alle x gegeben durch
sin’(x) = cos(x).
Die erste Ableitung cos’ von cos ist fiir alle x gegeben durch
cos'(x) = —sin(x).

Dies kann man mit Hilfe des Differentialquotienten und der Additionstheoreme zeigen.
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[NJY

N[
o
0|

FN[=-
N= —

—
N —

Abbildung: Die Wurzelfunktion f(x) = /x ist wegen der Stelle x = 0 nicht ableitbar: Der Wert der
Steigung von f wird unendlich groB, wenn man sich x = 0 von rechts kommend nihert. Ein Zoom
auf x = 0 (rechts) illustriert, dass der Wert der Steigung iiber alle positiven Schranken
hinauswéchst.
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Erste Ableitung der Wurzelfunktion f(x) = \/x, x € [a, b] mit a > 0

Falls a > 0 ist, so ist 2[ der Wert der Steigung der (Quadrat)- Wurzelfunktion

f(x) = y/x fiir alle x € [a, b].

Die erste Ableitung f’ von f ist dann fiir alle x € [a, b] festgelegt durch:
1
2y/x’

Ahnlich verfihrt man mit anderen Potenzfunktionen mit rationalem Exponenten.

f(x) =
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fl)= |z
h
(z1] — 1)
h (-’t2+h‘$2+h)
(1 +h| = (z1+h) h
(z2 | z2) W
T T T T >
z1 x1+h z2 xo + h

Abbildung: Die Betragsfunktion f(x) = |x| ist wegen der Stelle x = 0 nicht ableitbar: Der Graph

von f hat dort einen “Knick”.
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Faktorregel und Summenregel

Ist f eine ableitbare Funktion und A eine reelle Konstante, so ist das Faktorprodukt
A - f eine ableitbare Funktion und die erste Ableitung (A-f)’ von A - f ist fiir alle x

festgelegt durch:
(A-F) (x) = AF (x).

Sind f und g ableitbare Funktionen, so ist deren Summe f + g eine ableitbare
Funktion und die erste Ableitung (f + g)’ von f + g ist fiir alle x festgelegt durch:

(F+g)(x)=f(x)+&'(x)
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Ableitungen von Polynomfunktionen p

> Jede Polynomfunktion p vom Grad n
p(x) = apx"+ -+ aix' 4+ +ax+ao

ist ableitbar und die erste Ableitung p’ von p ist das Polynom vom Grad n —1,
das fiir alle x wie folgt festgelegt ist:

p(x) = napx" 4 fiax 4+ ar

» Jede Polynomfunktion p vom Grad n ist unendlich oft ableitbar.
» Fiir i € {1,..., n} ist die i-te Ableitung p(") von p ein Polynom vom Grad n — i.
» Fiir i > n+ 1 verschwindet die i-te Ableitung p(/), d.h. p()(x) = 0 fiir alle x.
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Produktregel, Quotientenregel, Kettenregel

Sind f und g ableitbare Funktionen, so ist deren Produkt f - g eine ableitbare Funktion
und die erste Ableitung (f - g)’ von f - g ist fiir alle x festgelegt durch:

(f-g)'(x) = f'(x)g(x) + f(x)g'(x).

Sind f und g ableitbare Funktionen, so ist deren Verkettung f o g eine ableitbare
Funktion und die erste Ableitung (f o g)’ von f o g ist fiir alle x festgelegt durch:

(fog)(x) =g (x)f'(g(x)).

Sind f und g ableitbare Funktionen, so ist deren Quotient f/g eine fiir alle x mit
g(x) # 0 ableitbare Funktion und die erste Ableitung (f/g)’ von f/g ist fiir alle x

festgelegt durch:
o (i) (x) = Fe(x) = F()g'(x)
g (g(x))? '
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Ableitung der Umkehrfunktion

Ist f umkehrbar, so gilt (f~1 0 f(x)) = x.
Falls f differenzierbar ist liefert die Kettenregel

(Flof)(x) =1= (F L) (f(x)f'(x)

beziehungsweise

1y 1
(FH(F(x)) = 7

gegeben zusitzlich f'(x) # 0.

Ableitung der Umkehrfunktion
Ist f ableitbar mit f'(x) # 0, dann ist auch f~1 ableitbar und es gilt

() = 75
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Kurvendiskussion

universitdtbonn

127 /222



Vorkurs
LDifferentiaI- und Integralrechnung

Kurvendiskussion

Monotonie und Vorzeichen der ersten Ableitung

Eine ableitbare Funktion f ist genau dann monoton steigend, wenn die Ableitung f’
von f fiir alle x nicht negativ ist:
f'(x) > 0.

Ist sogar f'(x) > 0 fiir alle x, so ist f streng monoton steigend.
Eine ableitbare Funktion f ist genau dann monoton fallend, wenn die Ableitung f’ von
f fiir alle x nicht positiv ist:

f'(x) <o0.

Ist sogar f/(x) < O fiir alle x, so ist f streng monoton fallend.
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Globale Extrema

Eine Stelle xg heiBt

> globales Maximum von f, falls fiir alle x der Wert f(x) kleiner oder gleich dem
Wert f von xg ist:
f(x) < f(xo).

> globales Minimum von f, falls fiir alle x der Wert f(x) gréBer oder gleich dem
Wert f von xq ist:
f(x) > f(xo).

> globales Extremum von f, falls sie ein globales Maximum oder ein globales
Minimum ist.

Ist f eine monotone Funktion, die auf einem abgeschlossenen Intervall [a, b] festgelegt
ist, d.h. f: [a, b] — R, so sind die Randstellen a und b globale Extrema von f.
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Lokale Extrema

Eine Stelle xp heiBt
> lokales Maximum von f, falls es ein umgebendes Intervall (xo —c,x0+ c) gibt, in
dem f(x) < f(xo) gilt. Der Punkt (xo|f(x0)) heiBt dann Hochpunkt des Graphen

von f.

> lokales Minimum von f, falls es ein umgebendes Intervall (xp — ¢, xo + ¢) gibt, in
dem f(x) > f(xo) gilt. Der Punkt (xg|f(xo0)) heiBt dann Tiefpunkt des Graphen
von f.

» lokales Extremum von f, falls sie ein lokales Maximum oder ein lokales Minimum
ist. Der Punkt (xo|f(xo) heiBt dann Extrempunkt des Graphen von f.

Notwendiges Kriterium fiir lokale Extrema

Falls eine ableitbare Funktion f in xg ein lokales Extremum hat, so verschwindet dort

die Ableitung von f, das heiBt
f'(x) = 0.
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Hinreichendes Kriterium fiir lokale Extrema

Ist f eine zweimal ableitbare Funktion und xq eine Stelle, sodass f’(xo) =0, so besitzt
f in xo ein lokales Extremum, falls zudem f”(xg) # 0 gilt.
> Gilt dann f”(xp) < 0, so ist xg ein lokales Maximum

> Gilt dann f”(x0) > 0, so ist xo ein lokales Minimum
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4 A
(@) <0
f'(=o
] T
T —cC Zo xo +c xo—¢C Zo xo +c¢

Abbildung: Ist xo ein lokales Extremum, so verschwindet dort die Ableitung: f'(xp) = 0. Hat die
erste Ableitung f’ dort einen Vorzeichenwechsel von + nach — (links), so handelt es sich um ein
lokales Maximum von f. Liegt fiir diese dort ein Vorzeichenwechsel von — nach + vor (rechts), so
handelt es sich um ein lokales Minimum von f.
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Wendestellen

Eine Stelle xg wird Wendestelle von f genannt, falls f’ in xg ein lokales Extremum hat.
Der Punkt (xo|f(x0)) heiBt dann Wendepunkt des Graphen von f.

Notwendiges Kriterium
Falls eine zweimal ableitbare Funktion f in xp eine Wendestelle hat, so verschwindet

dort die zweite Ableitung von f, das heiBt

" (x0) = 0.

Hinreichendes Kriterium

Ist f eine dreimal ableitbare Funktion und xp eine Stelle, so dass f”(xo) =0, so besitzt
f in xo eine Wendestelle, falls zudem gilt

£"(x0) £ 0.

Der Graph einer zweimal ableitbaren Funktion ist genau dort konvex, wo die zweite '1

Ableitung nicht-negativ ist, und konkav, wo die zweite Ableitung nicht-postiv ist. | . . cisporo
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Erlauterung des Bildes

Das Polynom f(x) = —x +3 3x2 — jxf 2 besitzt ein lokales Maximum in

x» = —1 —+/3 und ein Iokales Minimum in x; = —1 + v/3. Die erste Ableitung

f'(x) = 2x% + 3x — 3 (blau gestrichelt) verschwindet dort, f'(x;) = f'(x2) = 0, und
wechselt dort jeweils das Vorzeichen.

Im Bereich x < —1 ist der Graph dieser Funktion konkav, denn fiir die zweite
Ableitung (griin gepunktete Gerade) gilt: f”(x) = %x—‘r% < 0. Im Bereich x > —1 ist
dieser konvex, denn dort gilt: f”/(x) > 0. In xo = —1 gelten f”/(—1) =0 und

f"'(—1) = 3/2. Deshalb ist x = —1 ein lokales Minimum von f’ und somit eine
Wendestelle von f. Am Wendepunkt W = (—1|0) geht der Graph von f vom
konkaven in den konvexen Bereich iiber.
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Integration
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Integration

» Wir versuchen nun die Fliche unterhalb eines Graphen zu bestimmen.
» Wir werden sehen, dass die Integration die Umkehrung zur Ableitung ist.

> Die dazu benétigte Mathematik geht im Wesentlichen auf zwei Mathematiker aus
dem 17. Jahrhundert zuriick: Gottfried Wilhelm Leibniz und Sir Isaac Newton.
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f@)=a
\ / Fa)= 2 #
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Abbildung: Berechnung bestimmter Integrale fiir f(x) = 1 (links) und f(x) = x (rechts). Der
Graph von f umschlieBt bei Durchlauf von [a, b] mit der x-Achse die graue Fliche mit Inhalt F,(b).
Dieser ist gerade die Differenz der Inhalte der umstrichelten und der weiBen Fliche: F(b) — F(a).
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R fa)= a2 i
7 Fa)= 2522 | Fo)= &

(m—12%2-(bp)2H-------+ — /

G+D 2 (Bh)? ===~ . ,

22 (b/n)? |- ¢

b L b a b
Abbildung: Niherung des Flicheninhalts F(b) fiir f(x) = x? durch Verwendung einer stiickweise
konstanten Funktion (links). Der Graph von diesem f umschlieBt bei Durchlauf von [a, b] mit der

x-Achse die graue Fliche mit Inhalt F,(b) = F(b) — F(a). Dies ist wiederum die Differenz der
Inhalte der umstrichelten und der weiBen Fliche (rechts).
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Integration der Potenzfunktion py(x) = x", wobei N € N U {0}

Das bestimmte Integral der Potenzfunktion py(x) = x" hinsichtlich [a, b] ist gegeben
durch

/b N pN+1 gN+1 pN+L _ gN+1
xVdx = — =
a N+1 N+1 N+1
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Integrierbarkeit und bestimmtes Integral

Eine Funktion f heiBt auf [a, b] integrierbar, falls fiir jede Unterteilung von [a, b] in n
Teilintervalle I; , = [Xj n, Xjt1,n), deren Lingen xji1, — Xj,» gegen O fiir x — oo gehen,
und fiir jede Wahl von Punkten X; , € I; ,, wobei j € {0,...,n—1}, der Grenzwert der
Folge
Fn=1f(%o,n)(xn —xon) + (%) (1,0 = Xj,n)
+ -+ f()?n—l,n)(xn,n - anl,n)
fiir n — oo existiert und jeweils gleich ist.

In diesem Fall heit der Grenzwert

n—1

b
[ FGdx = lim Fo = lim L f ()00 =)

das bestimmte Integral von f hinsichtlich |a, b].
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Nomenklatur

Gegeben sei ein Integral f: f(x)dx. Dann heiBen
> f Integrand (oder auch Integrandenfunktion),
> x die Integrationsvariable und

> a, b die Integrationsgrenzen.
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Eigenschaften des bestimmten Integrals

a) / X)dx = / X)dx + / x)dx (Intervall-Additivitat)
a
a
b) / x)dx = — / f(x)dx (Vertauschung der Integrationsgrenzen)
b

) / f(x)dx = 0 (Leeres Integral)
a
d) Falls f(x) > O fiir alle x € [a, b], so gilt

b
/ f(x)dx > 0 Positivitit.
a
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Flacheninhalt

Das bestimmte Integral gibt im Allgemeinen nicht den absoluten Flacheninhalt der
vom Graphen von f mit der x-Achse umschlossenen Fliche an, sondern den
orientierten Fliacheninhalt.

Den absoluten Flacheninhalt erhidlt man mit

/ab |F () |dx.
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Abbildung: Das bestimmte Integral von f ergibt im Allgemeinen lediglich den orientierten
Flicheninhalt. Um den absoluten Flacheninhalt (grau) zu bestimmen, muss man die Funktion |f|
(breite Kurve) integrieren: An allen Stellen, an denen f(x) nicht positiv ist (im Bild: fiir

x € [—1,2]), wird anstatt f die Funktion —f integriert.
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Faktorregel und Summenregel

Das bestimmte Integral des Faktorprodukts A - f hinsichtlich [a, b] ist das Produkt von
A mit dem bestimmten Integral von f hinsichtlich [a, b]:

/ab(/\ F)(x)dx = A /ab F(x)dx.

Das bestimmte Integral der Summe f + g von Funktionen f und g hinsichtlich [a, b]
ist gleich der Summe der bestimmten Integrale von f und g hinsichtlich [a, b]:

/ab(f-i—g)(x)dx:/ab f(x)dx—l—/abg(x)dx.
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Stetige Funktionen

» Eine Funktion wird stetig genannt, wenn sie keine Spriinge aufweist, sie also “in
einem Strich zeichenbar” ist.
» Diese Funktionen weisen also keine Polstellen, Spriinge oder Definitionsliicken auf.

> Alle stetigen Funktionen sind integrierbar.
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Ableitbarkeit der Integralfunktion stetiger Funktionen, Stammfunktion

Fiir jede stetige Funktion f auf [a, b] ist

t
Fat) = / f(x)dx, t€ [a,b]
a
eine ableitbare Funktion, deren erste Ableitung mit f iibereinstimmt:
Fi(t) =f(t), te€labl.

Allgemein nennt man eine Funktion F mit F/ = f eine Stammfunktion von f.

Zwei Stammfunktionen F und G derselben Funktion f unterscheiden sich nur um eine
additive Konstante c:
F(x) = G(x)+c fiir alle x.
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Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung

Ist f eine auf [a, b] stetige Funktion und F eine beliebige Stammfunktion von f, so
I3sst sich das bestimmte Integral von f hinsichtlich [a, b] wie folgt berechnen:

/ab F(x)dx = F(b) — F(a).
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Produktregel und Substitutionsregel

Sind f und g nur auf [a, b] ableitbare Funktionen, so gilt

b b b
[ Fg()dx = Flglx)| ~ [ Flxg'(x)dx.
a a
Das wird auch partielle Integration genannt.

Ist f stetig auf [a, b] und g ableitbar auf [a, b], so gilt
&(b)

[' & cortetnax= [ rxax

g(a)
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Gleichung

Eine Gleichung besteht aus zwei mathematischen Ausdriicken (Termen), die durch ein
Gleichheitszeichen verbunden sind.

Enthilt mindestens einer der Ausdriicke eine Variable, so sucht man nach der Lésung
der Gleichung. Die Menge aller Lésungen, die auch leer sein kann, bezeichnet man als
Lésungsmenge der Gleichung.

Hinweis
Fast alle Lésungsverfahren fiir Gleichungen beruhen darauf, dass es erlaubt ist,
Gleichungen nach gewissen Regeln umzuformen, ohne ihre Lésungsmenge zu dndern.

Die folgenden Umformungen einer Gleichung dndern nicht deren Lésungsmenge und
werden erlaubte Umformungen genannt:

» Addition bzw. Subtraktion derselben Zahl auf beiden Seiten der Gleichung

» Multiplikation beider Seiten mit derselben von null verschiedenen Zahl
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Losung linearer Gleichung

Eine Gleichung der Form
ax+b=0

mit a # 0 nennt man lineare Gleichung in Normalform. Eine solche Gleichung hat
genau die Lésung

b
x=—=
a
Probe
Wir liberpriifen, dass —g tatsachlich eine Losung ist:
a- <_§) +b=—-b+b=0
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Linear Gleichung in Normalform?

Nicht jede lineare Gleichung ist in Normalform gegeben:

2x —3(5—x) =3(2x —5) +9.

Dies hat die Lésung x = —9.
Oft ist noch nicht einmal auf den ersten Blick klar, dass eine lineare Gleichung vorliegt:
(x =12+ (x+1)(x —3) =2(x — 2)2.

Diese Gleichung hat die Lésung x = %
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Scheinlésungen

Fiir die Gleichung

2(x+1)  2(2-x)
x—2  1-x

ergibt sich mit den Umformungen die Losung x = %.
Dabei multipliziert man die Gleichung mit (x — 2)(1 — x).

Scheinlésungen

Hier kénnen Scheinlésungen auftreten. Die Probe ist deshalb unerl3sslich!

Im obigen Fall ist x = % tatsachlich eine Losung.

Bei der folgenden Gleichung ist das eben Beschriebene ein Problem:

2
xc—=1
=x=>x2-1=x>—x
x—1
Die Scheinlésung x = 1 ist keine L6sung, die Gleichung ist also nicht l&sbar. :
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Quadratische Gleichung

Eine Gleichung der Form
ax®+bx+c=0

nennt man quadratische Gleichung.
Eine Gleichung der Form
X2 +px+qg=0

nennt man quadratische Gleichung in Normalform.

Durch Division durch a # 0 kann eine quadratische Gleichung in Normalform gebracht
werden:

b c
x>+ =x+-=0
a a
Ist a =0, so ist dies nicht notwendig, da wir somit eine lineare Gleichung haben.

Im Folgenden werden wir uns auf quadratische Gleichungen in Normalform
beschrénken.
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Losen quadratischer Gleichungen

Um eine quadratische Gleichung in Normalform zu |6sen verwendet man die p-
g-Formel und berechnet die beiden Zahlen

2
p p
X1 = §+ 7 9
und
2
P P
X2 = > 4 q.

> Ist der Radikand (=Ausdruck unter der Wurzel) negativ, so hat die Gleichung
keine Losung.
> Ist er null, so gibt es nur die Lésung x; = xo = —g.

> Ist er positiv, so ist auch die Wurzel positiv und x; und x> sind die beiden
Lésungen.
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Zerlegung von Polynomen zweiten Grades in Linearfaktoren

» Das Lésen quadratischer Gleichungen ist identisch zur Nullstellenbestimmung von
Polynomen zweiten Grades.

> Die mogliche Anzahl von Lésungen ist somit die mégliche Anzahl von Nullstellen
eines solchen Polynoms.

» Kennt man die Nullstellen eines Polynoms, so kann man es Faktorisieren bzw in
Linearfaktoren zerlegen.

Zerlegung in Linearfaktoren

Hat ein Polynom zweiten Grades p(x) = ax? + bx + ¢ zwei reelle Nullstellen x; und x,,
so hat es die Darstellung

p(x) = a(x — x1)(x — x2).

Dies gilt auch, wenn diese beiden Nullstellen identisch sind, das heit x; = x» und also
der Radikand in der p-g-Formel null ist.

Durch Zerlegung kdnnen rationale Funktionen vereinfacht werden.
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Sensation: 2 = 117

_2—=_9
4-6=1-3
9 9
4-6+,=1-3+
3., 3.,
—_ 22 (1=
2-3)0=0-7)
3 3
2-Z=1-2
2
2=1
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Nullstellen allgemeiner Polynomgleichungen

Im Allgemeinen ist eine Polynomgleichung der Ordnung n gegeben durch

apx"+ap_1x" T4 dax+a =0

Nullstellenberechung

Fiir Grad drei und vier gibt es noch sehr komplizierte Lésungsformeln fiir die
Nullstellenberechnung (cardanische Formeln oder Formeln von Cardano), ab Grad fiinf
existieren erwiesenermaBen gar keine mehr.
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Nullstellen erraten

Bei einfachen Polynomen dritten Grades oder mehr lasst sich h&dufig eine Nullstelle
erraten:
x}—2x2 4 x-2=0

Es ist leicht erkennbar, dass eine Nullstelle bei x = 2 liegt. Durch Abspaltung des
Linearfaktors (x — 2) ergibt sich

x3—2x2 4 x—2=(x-2)(x*+1).

Da x2 + 1 nicht null werden kann, ist x = 2 die einzige Lésung.
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Polynomgleichungen ohne Absolutglied

Enthalt eine Polynomgleichung kein Absolutglied, d.h. ag = 0, so ist stets x = 0 eine
Losung dieser Gleichung.

Beispiel

Die Gleichung
x3—9x=0

hat x = 0 als Lésung. Durch Ausklammern ergibt sich
x(x?=9) =0.
Der verbleibende Faktor x? — 9 fiihrt nun zu
x?—9=0,

was die Nullstellen x = —3 und x = 3 besitzt.

univevsitétbonnl

165 /222



e
Vorkurs

Gleichungen und Ungleichungen

Polynomgleichungen hsherer Ordnung

Biquadratische Gleichung

Eine Gleichung der Form
ax*+bx%>+c=0

heiBt biquadratische Gleichung.

Um die Losung einer biquadratischen Gleichung zu bestimmen, fiihrt man die
Substitution u = x2 durch und berechnet die Lésungen u; und up der quadratischen
Gleichung

av’ + bu+c=0

in gewohnter Weise.

Sind uy bzw. uy nicht negativ, so berechnet man

x11 =/u1, X2 = —y/ur bzw. X1 =4/tr, xp2=-—yw

Die so berechneten Zahlen x11, x12, X21, X22 sind dann Lésungen der biquadratischen
Gleichung.
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Wurzelgleichung

Eine Gleichung, bei der die Variable unter einer Wurzel steht, heiBt Wurzelgleichung.

Scheinldsungen

Auch bei Wurzelgleichungen kann es zu Scheinlésungen kommen.
Um eine Wurzelgleichung zu |6sen, quadriert bzw. potenziert man sie — eventuell
mehrfach —, um sie in eine Polynomgleichung umzuformen.

Dann [8st man — falls méglich — die entstandene Polynomgleichung und setzt
anschlieBend zum Ausschluss von Scheinldsungen die Lsung der Polynomgleichung in
die Ausgangsgleichung (Wurzelgleichung) ein.
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Exponentialgleichung

Eine Gleichung, bei der die Variable im Exponent auftritt, heiBt Exponentialgleichung.

Allgemeine Lésung

Um eine Gleichung der Art
a=b

mit a und b positive reelle Zahlen und a # 1 zu I8sen, kann diese Gleichung
umgeformt werden:
x = log, (b)
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Gleiche Basis

In bestimmten Fillen kann die Lésung direkt abgelesen werden:
17N =17 e x+1=5ex=4
Wenn mehrere Summanden vorkommen kann umgeformt werden:

2.3 431 =135

& 2.343.3=135
& 5.3¢=135
& 3 =27
& x=3

Das allgemeine Prinzip hier ist es, den kleinsten Summanden mit x im Exponenten
(hier 3¥) zu suchen und die anderen durch Zerlegung mit Hilfe der Potenzregeln in
dieselbe Form zu bringen.
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Unterschiedliche Basen

Wenn x im Exponenten in unterschiedlichen Basen auftritt muss der Logarithmus
angewandt werden:

2x71 — 3x+1
& (x—1)-log(2) = (x + 1) log(3)
& x(log(2) —log(3)) = (log(2) + log(3))

_ log(2) +log(3) _ log(6)

< x= log(2) — log(3) — Iog(%)

= —4,419

Hier wurden die Logarithmenregeln log(a®) = b - log(a) sowie
log(a) + log(b) = log(ab) angewandt.

Basis egal

Welcher Logarithmus verwendet wird, spielt keine Rolle.
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Ungleichung

Ungleichungen heiBen so, weil sie ungleich schwerer zu behandeln sind als
Gleichungen.

Statt mit einem Gleichheitszeichen sind die Terme hier mit einem
Ungleichheitszeichen < oder > verbunden. Alternativ kénnen auch die Zeichen <
und > verwendet werden, die Gleichheit zulassen.

Enth&lt mindestens einer der Terme eine Variable, so sucht man nach der Lésung
der Ungleichung.

Dies sind Zahlen, die, wenn man sie anstelle der Variablen einsetzt, bewirken,
dass die Werte der beiden durch das Ungleichheitszeichen verbundenen Terme
gemaBdiesem in Relation stehen.

Die Menge der Losungen, die auch leer sein kann, bezeichnet man als
Lésungsmenge der Ungleichung und symbolisiert sie mit L.
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Umformung von Ungleichungen

Die folgenden Umformungen einer Ungleichung dndern nicht deren L&sungsmenge und
werden erlaubte Umformungen genannt:

» Addition bzw. Subtraktion derselben Zahl auf beiden Seiten der Ungleichung

» Multiplikation beider Seiten mit derselben positiven Zahl

Multiplikation einer Ungleichung mit einer negativen Zahl

Die Multiplikation beider Seiten einer Ungleichung mit derselben negativen Zahl
andert ihre Lésungsmenge dann nicht, wenn man gleichzeitig das
Ungleichheitszeichen, das beide Seiten verbindet, umkehrt.
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Beispiel
Wir versuchen diese Ungleichung zu |6sen:
x—1
1
2x+1 <

Um mit dem Nenner multiplizieren kdnnen, miissen wir uns iiberlegen, ob dieser
positiv oder negativ ist. Da wir dies zundchst nicht beantworten kénnen, miissen wir
zwei Fille untersuchen:

1. Fall: 2x+1 >0, alsox>—%:
x—1<2x+1& x> -2

Hier ist die erste Grenze x > f% scharfer.

2. Fall: 2x+1 <0, also x < —3:
x—=1>2x+16x< =2

Hier ist die berechnete Grenze x < —2 schirfer.

Es ergibt sich also
1
L= {XEIR|X< —2 oder x > —5}
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Vektor

Unter einem dreidimensionalen Vektor versteht man eine GroBe der Form
X1
X=1|X2
X3
wobei x1, x2, x3 € R gilt.

Die Menge aller dreidimensionalen Vektoren wird mit R3 bezeichnet.

Allgemein versteht man unter einem n-dimensionalen Vektor eine GréBe der Form

wobei x1, X2, ...,xp, € R gilt.

Die Menge aller n-dimensionalen Vektoren wird mit R"” bezeichnet. -
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Addition und Subtraktion von Vektoren, Multiplikation mit einer Zahl

Sind x und y zwei n-dimensionale Vektoren, dann definiert man

X1 %! x1 £ y1
+|: | =
Xn Yn Xn X Yn

Man addiert oder subtrahiert also zwei Vektoren gleicher Dimension, indem man die
jeweiligen Komponenten der Vektoren, also ihre Eintrdge, addiert oder subtrahiert.

Fiir eine reelle Zahl A und einen Vektor x definiert man

X1 Axq

Xn A Xp
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Skalarprodukt

Sind x und y zwei n-dimensionale Vektoren, dann definiert man

X1 Y1
=X yr+ -+ Xn Yo

Xn Yn

Man bezeichnet diese Operation als das Skalarprodukt der beiden Vektoren.

Rechenregeln fiir das Skalarprodukt

Fiir x,y,z € R” und A € R gelten die folgenden Regeln
X y=y-x
»x-(y+z)=x-y+x-z
S A Gey) = (x)
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Linearkombination und lineare (Un-)Abhangigkeit

Sind x1,...,xm € R” Vektoren und ci,...,cn € R reelle Zahlen, dann heiBt:
caxy+-- 4+ cmXm

eine Linearkombination der Vektoren x1,...,x, € R".

Die Vektoren xi,...,xy, € R" heiBen linear abhangig, falls man einen von ihnen als

Linearkombination der restlichen m — 1 Vektoren darstellen kann.
Vektoren, die nicht linear abhéngig sind, heiBen linear unabhingig.
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Lineares Gleichungssystem

Das aus m linearen Gleichungen mit n Unbekannten xi, ..., x, bestehende System
aiixi + anxe + -+ + aipxn = b1
apix1 + axpxp + -+ + axp = b
+ .+ + o=
amiX1 + amex2 + -+ + amnXp = bm

wobei die Zahlen a;; und b; bekannt sind, heiBt lineares Gleichungssystem.
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Losen von Gleichungssystemen

Die Lésungsmenge eines linearen Gleichungssystems wird durch die folgenden
Operationen nicht verindert:

> Multiplikation einer Gleichung mit einer von Null verschiedenen Zahl
> Addieren eines Vielfachen einer Gleichung zu einer anderen

> Vertauschen zweier Gleichungen

Lineare Gleichungssysteme kdnnen genau eine, keine oder unendlich viele Lésungen
besitzen.

Die Loésungen kann man mit dem GauB-Algorithmus bestimmen. Dies wird ausfiihrlich
in der Vorlesung besprochen.
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\{

T T T T
—4 -3 -2 -1 |

—9

Abbildung: Vektor in der Ebene
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Zweidimensionale Vektoren

Ein zweidimensionaler Vektor
(al)
a—=
ap

kann in ein zweidimensionales Koordinatensystem eingezeichnet werden, indem man
sich von einem beliebigen Startpunkt aus um a; Schritte in die waagerechte Richtung
bewegt und um ay Schritte in die senkrechte Richtung. Der Vektor ist dann eine
gerichtete Strecke vom gewdhlten Anfangspunkt bis zum erreichten Endpunkt.

Sind umgekehrt zwei Punkte mit den Koordinaten A = (xa,ya) und B = (xg, yB)
gegeben, so wird der Verbindungsvektor /@ zwischen den beiden Punkten berechnet

durch
AB — (XB *XA) .

YB — YA
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Dreidimensionale Vektoren

Ein dreidimensionaler Vektor

kann in ein dreidimensionales Koordinatensystem eingezeichnet werden, indem man
sich von einem beliebigen Startpunkt aus um aj Schritte in die erste Richtung bewegt,
um ap Schritte in die zweite Richtung und um a3 Schritte in die dritte Richtung. Der
Vektor ist dann eine gerichtete Strecke vom gewdahlten Anfangspunkt bis zum
erreichten Endpunkt.

Sind umgekehrt zwei Punkte mit den Koordinaten A = (xa, ya, za) und

B = (xg, yB, z8) gegeben, so wird der Verbindungsvektor /ﬁ zwischen den beiden
Punkten berechnet durch

XB — Xa
AB = |ys—ya
Zp — ZA
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Addition von Vektoren, Multiplikation mit einer Zahl

Gegeben seien zwei zwei- oder dreidimensionale Vektoren a und b.

Zeichnet man a und b so in ein Koordinatensystem ein, dass der Anfangspunkt von b
mit dem Endpunkt von a iibereinstimmt, dann ist a + b der Vektor, der vom
Anfangspunkt des Vektors a zum Endpunkt des Vektors b zeigt.

Ist a ein zwei- oder dreidimensionaler Vektor und A eine positive Zahl, dann ist A - a der
Vektor, der in die gleiche Richtung wie a zeigt, aber mit dem Faktor A gestreckt ist.
Ist A eine negative reelle Zahl, dann ist A - a der Vektor, der in die entgegengesetzte
Richtung wie a zeigt und mit dem Faktor |A| gestreckt ist.

Insbesondere ist —a der Vektor gleicher Lange, der genau in die entgegengesetzte

Richtung zeigt.
Ist also a der Vektor zwischen A und B, dann ist —a der Vektor zwischen B und A.

um’versw’tétbonnl

190 /222



Vorkurs
[ Lineare Algebra

Analytische Geometrie

v

T T T T
-4 -3 -2 -1

—92 4

Abbildung: Addition von Vektoren

universitétbonnl

191 /222



Vorkurs

[ Lineare Algebra

Analytische Geometrie

A

n

C
c
(x, y’z )
,I

A > /

[N b B ¢

\ e

\ ’

\ ’

\ 4

\ /’

\

4

\
ay ,/

\

\ /,

\ 4

\ /7

\

v,/

¥

O

Abbildung: Ebene im Raum
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Ebenengleichung

Seien A, B und C drei Punkte im Raum, die nicht auf einer Geraden liegen. Wir
wihlen die Bezeichnungen 0_/>4 =a, /ﬁ =b, A_C) =c.

Die Ebene im Raum, die von den drei Punkten A, B und C (beziehungsweise den
Geraden durch den Punkt A mit Richtung b und c) aufgespannt wird, ist definiert

durch
X

y| =a+Ab+puc, y,A€R
z

Dies ist die parametrisierte Form der Ebenengleichung.
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Senkrecht stehender Vektor

Genau dann stehen zwei zwei- oder dreidimensionale Vektoren a und b senkrecht
aufeinander, wenn ihr Skalarprodukt null ergibt, das heiBt, wenn

a-b=0
gilt.
Ein Vektor, steht genau dann senkrecht auf den Vektoren a und b steht, wenn er auf

der von ihnen aufgespannten Ebene senkrecht steht.
Solch ein Vektor heit auch Normalenvektor der Ebene.
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Vektorprodukt
by a
Sindb= | bo | und c = | co | zwei dreidimensionale Vektoren, so nennt man den
b3 c3
Vektor
bycs — b3
bxc= | bsc; — bics
bic, — bacy

das Vektorprodukt oder auch Kreuzprodukt von b und c.

Der Vektor b x c steht senkrecht auf b und c.
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Die parameterfreie Ebenengleichung

Fiir einen beliebigen Ebenenpunkt P mit den Koordinaten (x, y, z) liegt der Vektor /ﬁ
in der Ebene.

Der Normalenvektor n der Ebene steht damit senkrecht auf A—ﬁ

Daraus kann man eine Gleichung berechnen, die von allen Ebenenpunkten erfiillt sein
muss, und die keinen Parameter beinhaltet.
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Berechnung der parameterfreien Ebenengleichung
Sind A= (a1,a2,a3), B= (b1, b2, b3) und C = (c1, 2, c3) drei Raumpunkte, die nicht
alle auf einer Geraden liegen, so berechnet man die parameterfreie Gleichung der
Ebene, die durch alle drei Punkte geht, nach dem folgenden Schema:

» Man bestimmt

a; b1 — a1 € —a1
a=\|al|, b=|bh—-a], c=|ao—a
a3 b3 — a3 c3— a3

» Man berechnt mit dem Kreuzprodukt den Normalenvektor

bycz — bzc
n=bxc= | bsc; — bics
bicy — bacy
» Man berechnet das Skalarprodukt
X —ay
n-{y—a| =0
Z—as
und vereinfacht die entstandene Gleichung, bis eine Gleichung der Form '1
ax + by + cz = d entsteht. universitdtbonn
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Wahrscheinlichkeitsrechnung
Kombinatorik
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Kombinatorik

Versuch mit endlich vielen gleich wahrscheinlichen Ausgangen

Hat ein Versuch n verschiedene Ausginge, die alle gleich wahrscheinlich sind, so tritt
jeder Ausgang mit der Wahrscheinlichkeit % ein.
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Urnenmodelle

Unter einem Urnenmodell versteht man folgendes Gedankenexperiment: In einem
GefiB (der Urne) seien n unterscheidbare Kugeln enthalten, von denen nach und nach
k Stiick zufillig ausgewahlt werden.

Man fragt nun nach der Anzahl der Moglichkeiten, die diese Auswahl hervorbringen
kann, wobei man noch folgende Auswahlregeln unterscheidet:

> Auswahl mit Zuriicklegen mit Beachtung der Reihenfolge
» Auswahl mit Zuriicklegen ohne Beachtung der Reihenfolge
> Auswahl ohne Zuriicklegen mit Beachtung der Reihenfolge

> Auswahl ohne Zuriicklegen ohne Beachtung der Reihenfolge
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Kombinatorik

Auswahl mit Zuriicklegen mit Beachtung der Reihenfolge

Zur Auswahl von k Kugeln aus einer Menge von n Kugeln mit Zuriicklegen und mit

Beachtung der Reihenfolge gibt es

nk

Moglichkeiten.
Die Wahrscheinlichkeit dafiir, eine bestimmte Auswahl zu treffen, ist also

1
nk’
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Binomialkoeffizient

Sind m und | zwei natiirliche Zahlen mit / < m, so ist der Binomialkoeffizient

m
/)
gesprochen “m uber /", definiert als

)=
(7)
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Kombinatorik

Auswahl mit Zuriicklegen ohne Beachtung der Reihenfolge

Zur Auswahl von k Kugeln aus einer Menge von n Kugeln mit Zuriicklegen, aber ohne
Beachtung der Reihenfolge gibt es
n+k—1
k
Moglichkeiten.

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, eine bestimmte Auswahl zu treffen, ist also

_
(n+£—1)

universitétbonnl

203 /222



Vorkurs
Wabhrscheinlichkeitsrechnung

Kombinatorik

Auswahl ohne Zuriicklegen mit Beachtung der Reihenfolge

Zur Auswahl von k Kugeln aus einer Menge von n Kugeln ohne Zuriicklegen, aber mit
Beachtung der Reihenfolge gibt es

n!

m:n-(n—1)~(n—2)~~~(n—k+1)

Moglichkeiten.
Die Wahrscheinlichkeit dafiir, eine bestimmte Auswahl zu treffen, ist der Kehrwert
hiervon, also

(n—k)!.

n!

Anordnung einer Menge

Es gibt n! Méglichkeiten, um n unterscheidbare Elemente einer Menge anzuordnen.
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Kombinatorik

Auswahl ohne Zuriicklegen ohne Beachtung der Reihenfolge

Zur Auswahl von k Kugeln aus einer Menge von n Kugeln ohne Zuriicklegen und ohne
Beachtung der Reihenfolge gibt es

n\ _ n!
k) k!(n—k)!
Moglichkeiten.

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, eine bestimmte Auswahl zu treffen, ist also

1 K(n—k)!
W o
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Relative Haufigkeit und W

Wahrscheinlichkeitsrechnung

Relative Haufigkeit und Wahrscheinlichkeit
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Zufallsversuch und zufilliges Ereignis

Ein zufilliges Ereignis, meist kurz als Ereignis bezeichnet, ist das Ergebnis eines

Zufallsversuchs.
Ein Zufallsversuch wiederum ist ein (zumindest theoretisch) beliebig oft wiederholbarer

Versuch, dessen Ausgang nicht vorhersehbar ist.
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Absolute und relative Haufigkeit

Ein Zufallsversuch werde n-mal wiederholt und hierbei trete das zufillige Ereignis A
genau a-mal auf. Dann nennt man die Zahl

H,(A) = a
die absolute Hiufigkeit des Ereignisses A und die Zahl

hn(A) = %

die relative Hiufigkeit des Ereignisses A.
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Klassische Definition der Wahrscheinlichkeit

Ein Zufallsversuch habe N verschiedene gleich wahrscheinliche Ausginge, in genau k
davon trete das Ereignis A ein. Dann nennt man die Zahl

p(A) = %

die (klassisch definierte) Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A.
Manchmal sagt man auch k sei die Anzahl der fiir A giinstigen Fille.
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Wabhrscheinlichkeit des Gegenereignisses

Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A und des Gegenereignisses A hingen wie
folgt zusammen:

p(A) = 1 p(A).
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Unvereinbare Ereignisse

Zwei Ereignisse A und B heiBen unvereinbar, wenn sie niemals gleichzeitig eintreten,
wenn also das Eintreten von B unmdglich ist, falls A eintritt, und umgekehrt.
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Summe von Ereignissen

Sind A und B zwei Ereignisse, so kann man ein neues Ereignis AU B definieren, das
man als Summe von A und B bezeichnet.
Dieses Ereignis tritt ein, wenn mindestens eines der beiden Ereignisse A oder B eintritt.
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Summe unvereinbarer Ereignisse

Sind A und B unvereinbare Ereignisse, so kann man die Wahrscheinlichkeit ihrer
Summe wie folgt berechnen:

P(AUB) = p(A) + p(B).
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90 PROZENT VON
EUCH HABEN IN DER LETZTEN STUNDE
WIEDER NICHT AUFGEPASST ! SO VIEL SIND
\—edf“ WIR DA GAR NICHT !
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Wahrscheinlichkeitsrechnung

Axiomatische Definition der Wahrscheinlichkeit
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L Axiomatische Definition der Wahrscheinlichkeit

Axiomatische Definition der Wahrscheinlichkeit

Auf der Menge der Ereignisse, die als Ergebnis eines Zufallsversuchs entstehen kénnen,
definiere man eine Funktion p, die jedem Ereignis eine reelle Zahl zuordnet. Diese
Funktion bzw. ihre Werte bezeichnet man als (axiomatisch definierte)
Wahrscheinlichkeit, wenn sie folgende Eigenschaften besitzt:

(1) Fir jedes Ereignis A gilt 0 < p(A) < 1, die Funktion p nimmt also nur Werte
zwischen 0 und 1 an.

(2) Das so genannte sichere Ereignis, das alle mdglichen Ereignisse in sich vereinigt
und das man traditionell mit () bezeichnet, hat den Wert 1: p(Q)) = 1.

(3) Fiir jedes Paar unvereinbarer Ereignisse A und B gilt
P(AUB) = p(A) + p(B)

(4) Eigenschaft (3) gilt ebenfalls fiir die Summe beliebig (eventuell unendlich) vieler
paarweise unvereinbarer Ereignisse.
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Axiomatische Definition der Wahrscheinlichkeit

Rechenregeln fiir Wahrscheinlichkeiten

Neben den eben genannten Axiomen gelten fiir Wahrscheinlichkeiten folgende Regeln:
(5) Das unmégliche Ereignis hat die Wahrscheinlichkeit null:

p(@) =0
(6) Ist A das Gegenereignis zu A, so gilt p(A) =1 — p(A).

(7) Ist ein Ereignis A Teil eines anderen Ereignisses B, impliziert also das Eintreten
von A auf alle Fille das von B, so gilt p(A) < p(B).
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Produkte von Ereignissen

Sind A und B zwei Ereignisse, so kann man ein neues Ereignis AN B definieren, das
man als Produkt von A und B bezeichnet. Dieses Ereignis tritt ein, wenn sowohl A als
auch B eintritt.
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Summe beliebiger Ereignisse

Fiir beliebige (also nicht unbedingt unvereinbare) Ereignisse A und B gilt

p(AUB) = p(A) + p(B) — p(AN B).

universitétbonnl

219 /222



Vorkurs
Wabhrscheinlichkeitsrechnung

Axiomatische Definition der Wahrscheinlichkeit

Bedingte Wahrscheinlichkeit

Seien A und B zwei Ereignisse desselben Zufallsversuchs und das Ereignis B habe
nicht die Wahrscheinlichkeit null: p(B) > 0.
Dann heiBt p(A|B), definiert durch

p(ANB)

p(B)

die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A unter der Bedingung B oder kurz die
bedingte Wahrscheinlichkeit von A bzgl. B.

P(A|B) =
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Axiomatische Definition der Wahrscheinlichkeit

Vielen Dank ...

> ... an Antje Kiesel, auf deren Vorkurs dieser beruht.
> ... an Maximilian Kirchner, auf dessen Skript dieses beruht.
> ... an Jip Veldmann fiir die Organisation.

> ... und an Sie fiir die Aufmerksamkeit.
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L Axiomatische Definition der Wahrscheinlichkeit

THEX A
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