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Einleitung

1. Vorlesungswoche

1 Einleitung

Inhalt dieser Vorlesung ist die Analysis in mehreren Verdnderlichen. Sie baut auf der Analysis 1,
dem Modul Elemente der Mathematik, und der linearen Algebra auf. Die Objekte der Vorlesung
sind der R", Teilmengen davon, und Abbildungen von Teilmengen des R” in den IR™. Diese
Themen werden in der Schule kaum explizit angesprochen. Ein Grundverstéindnis von Kurven,
Fléchen, Volumen, Flacheninhalt, Abbildungen sowie linearen Objekten, Differentialgleichungen
und Vektorfeldern (Magnetisches Feld) sind durchaus Inhalt des Schulstoffs in Mathematik und
Physik.
Die Inhalte der Analysis 2 sind ein wesentlicher Teil der ’Sprache’ fiir so gut wie alle Naturwis-
senschaften, Ingenieurwissenschaften und Okonomie. Im Folgenden machte ich eine Reihe von
Beispielen zeigen.
X1
Wichtigstes Objekt ist der Raum der reellen n Tupel x = | : |, den wir mit R” bezeichnen.
Xn
Die Punkte in R? fassen wir als Punkte in der Ebene auf und die von R® als Punkte im Raum.

Wir kénnen die n Tupel addieren. Aus der linearen Algebra kennen Sie das Skalarprodukt

(x,y) =) xiyi
i=1

" 1/2
x| = (zx%) |
i=1

Wir sagen, zwei Vektoren stehen senkrecht aufeinander, wenn das Skalarprodukt Null ist.

und die euklidische Lange

Es gilt die Cauchy-Schwartz’sche Ungleichung

(x| < [x]lyl

Die Zahl a € [0, rt] fiir die

(x,y) = |x[|y| cosa

gilt, ist der Winkel (im Bogenmaf}) zwischen zwei Vektoren x,y.

Der Abstand ist gegeben durch
d(x,y) = |x —yl.
In der Vorlesung werden wir uns insbesondere fiir Teilmengen des IR” und Abbildungen von
Mengen in IR” nach R™ interessieren.
Beispiele:

1) Stetige Abbildungen eines Intervals nach R", die wir Wege und/oder Kurven nennen.



Einleitung

Beispiele: )
(0,1) 3 £ F(t) = (tt)
(—1,1) 3t F(£) = (i
(—1,1) 5 £ f(t) = (1
t
R >t~ f(t) = | sin(¢)
cos(t)

Zur Veranschaulichung kann man die Bahn skizzieren, mit Angaben zum Urbild.
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2) Funktionen, d.h. Abbildungen von Teilmengen des R"” nach R.
a. Moglichkeit Niveaulinien

Beispiel: Topographische Karten
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Einleitung

Die Karte zeigt Hohenlinien einer Hohenfunktion, die auf dem Rechteck definiert ist. Wir kénnen
die Karte als Beschreibung dieser Funktion lesen und z.B. Maxima, Minima und die Richtung
des steilsten Anstiegs ablesen.

Diese Objekte haben eine mathematische Bedeutung, und sie geben uns wertvolle Informationen.
Wir kénnen auch das inverses Problem betrachten: Welche Funktion hat diese Hohenlinien?
Diese Frage bearbeiten wir beim Lesen von topographischen Karten.

Beispiele: x2 + 12, x2 — y%, xy, x + 2, der Realteil von (x + iy)3, der Realteil von e**¥.

b. Moglichkeit Schnitte. Beispiel: Sattigung mit Wasserdampf, eine Funktion des Ortes auf der
Erde und der Hohe.
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Beispiele: x? + 12, x2 — y2, xy x + y?, Realteil von e*™¥ z(x? +y2), ¥ + 2y — 2%, xyz.



Einleitung

3) Abbildungen. Beispiel Karte,

Inversion am Einheitskreis. Die komplexen Funktionen z — z2, z — ¢? definieren Abbildungen
von R? and R2.

Moglichkeiten der Darstellung: Realteil, Darstellung von Kurven im Urbild und Bild.

4) Vektorfelder. Beispiel: Magnetfeld
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drawn as thick lines, those back with dashed lines and the field lines in front of the
page with thin lines.

Ein (Vektor)feld ordnet jedem Punkt einen Vektor zu - z.B. die Anziehungskraft im Sonnensys-
tem.



Einleitung

5) Komplizierte Mengen

Aufgaben:

Niveaulinien und Schnitte von

flxy) =x*+2y°
flxy) =xy+2
f(x,y,2) =2(x* + ) — xy



Normierte Vektorraume

floy) =t +yt
f(x,y) = sin(x) +
<cos(t)>
sin(t)

Literatur: Kaballo, Einfiihrung in die Analysis 2.

2 Normierte Vektorraume

Eine Vektorraum E {iber den reellen Zahlen ist eine Menge mit einer kommutativen (vektor)-

Addition und einer Multiplikation mit reellen Zahlen. Es gilt immer fiir A € R und x,y € E
AMx+y) =Ax+ Ay.

Beispiele: R", C", die Polynome vom Grad < n, Funktionen auf einer Menge X, stetige Funktio-
nen auf einem Intervall, stetig differenzierbare Funktionen, k mal stetig differenzierbare Funk-

tionen und n X m Matrizen.

Definition 2.1. Eine Norm ||.|| : E — [0,00) ist eine Abbildung, die folgende FEigenschaften

besitzt:

1) |Ix]| =0<=x=0

2) [[Ax|| = |Al]|x|| fir A € R und x € E

3) lx+yll < llxl + [yl fir x,y € E.
Das Paar (E, ||.||) heifst normierter Vektorraum.
Beispiele:

1) Der Raum R" mit der euklidschen Norm

. 1/2
[l = llxll2 = (Z !xi!2>
i=1

ist ein normierter Vektorraum:
|x]2=0<=x=0
e+ yl? =Y (xi+yi)? =Y a7 + 3 v + ) v
2) Der Raum R" mit der Maximumsnorm ist ein normierter Vektorraum:
1%lleo = max |x;] :
||x]|e0 = 0 <= x; = 0 fiir alle i
[Ax][eo = [A[][x]|oo
%+ yllew = max{lxi +yil} < maxd|x] + [yl } < maxd il + lyil} = [lxllee + [yl



Normierte Vektorraume

3) Der Raum R” mit der I' Norm
[l =} Il

ist ein normierter Vektorraum.

4) Sei X eine Menge. Die Funktionen auf X bilden einen Vektorraum. Die beschrinkten Funk-

tionen B(X) bilden einen Untervektorraum. Der Ausdruck

1A B0x),5up = sup{lf(x)] : x € X}

ist eine Norm.

5) Sei I ein Intervall. Der Raum der beschrinkten stetigen Funktionen C(I) mit der Su-
premumsnorm ist ein normierter Raum als Untervektorraum von B(I). Der Raum der

beschriankten stetig differenzierbaren Funktionen ist ein Untervektorraum.

6) Sei I = [a,b] ein kompaktes Intervall. Dann definiert

b
£l = [ 16 at
eine Norm auf C(I).

7) Der Raum Mat(n x m) der n x m Matrizen mit m Spalten und n Zeilen ist ein Vektorraum

mit der Operatornorm

[A]l = sup{[Ax] : |x[ =1}
Definition 2.2. Sei (E, ||.||) ein normierte Vektorraum. Wir definieren den Abstand
d(x,y) = llx =yl
auf E.
Der Abstand hat die Eigenschaften
1) d(x,y) > 0 und d(x,y) = 0 genau dann wenn x =y
2) d(x,y) = d(y,x)
3) d(x,z) <d(x,y) +d(y,z)
Definition 2.3. Eine metrischer Raum (X,d) ist eine Menge X mit einer Metrik
d: X x X —[0,00),
die diese drei Eigenschaften hat.

Eine Metrik ist ein Abstand zwischen zwei Punkten. Im téglichen Leben kennen wir unterschied-
liche Abstandsbegriffe.

Als Abstandsbegriff zwischen Bonn und Berlin bieten sich an:



Normierte Vektorraume

1) Der Abstand im Raum.

2) Die Lange der kiirzesten Kurve von Bonn nach Berlin.

4

)
)
3) Die kiirzeste Stralenverbindung von Bonn nach Berlin.
) Der Preis der billigsten Verbindung von Bonn nach Berlin.
)

5) Die Zeit fiir eine Fahrt mit dem Auto.

Welche dieser Abstandsbegriffe sind Metriken? Welche Annahmen liegen dem zugrunde?

Beispiele.

0 fallsx=

1 sonst

1) Sei X eine Menge, d(x,y) = { Y Diese Metrik heifit diskrete Metrik.

2) Jeder normierte Vektorraum definiert einen metrischen Raum.

Wir kénnen eine Reihe von Begriffen auf metrische Rdume iibertragen.

Definition 2.4. Sei (X,d) eine metrischer Raum und x; eine Folge von Elementen von X. Wir

sagen
1) (x;) ist eine Cauchyfolge, wenn fir allee > 0 ein N existiert mit d(x;, x;) < € fallsi,j > N.

2) (x;) konvergiert gegen x wenn fir alle ¢ > 0 ein N existiert mit d(x;,x) < € falls i > N.
Eine derartige Folge heifit konvergent. Wir schreiben dann x; — x oder lim;_ .., x; = X.

Eine Folge heif$t divergent, wenn sie nicht konvergent ist.
3) Wir nennen (X,d) vollstindig, wenn jede Cauchyfolge in X konvergiert.

4) Ein normierter Vektorraum (E,||.||) wird Banachraum genannt, wenn er als metrischer

Raum vollstindig ist.

5) Wir nennen x Haufungswert, wenn fir alle ¢ > 0 und N > 0 ein i > N existiert mit
d(x,x;) <e.

6) Seien (X,d) und (Y,d) metrische Riume. Wir nennen eine Abbildung
f:X=Y
folgenstetig, wenn fiir jede konvergente Folge (x;) auch f(x;) konvergent ist.

7) Wir nennen eine Folge x; in einem normierten Vektorraum beschrinkt, wenn | x;|| eine

beschrinkte Folge ist.

Wir betrachten zunéichst den IR” mit der euklidschen Norm und der daraus konstruierten Metrik.
Eine Folge x’ konvergiert genau, wenn jede Koordinate x;- konvergiert. Jede Folge ist genau dann
eine Cauchyfolge, wenn jede Koordinate eine Cauchyfolge ist. Damit ist der euklidsche Raum

vollstéandig. Es gilt

Satz 2.5. Jede beschrinkte Folge in R" hat einen Hdufungswert bzw. eine konvergente Teilfolge.

10



Stetige Funktionen

3 Stetige Funktionen

Definition 3.1. Seien (X,dx) und (Y,dy) metrische Riume. Wir nennen eine Abbildung f :
X — Y stetig wenn fir alle x € X und € > 0 ein § > 0 existiert mit

dy(f(x), f(z)) <e falls dx(x,z) < 6

Stetigkeit ist aquivalent zur Folgenstetigkeit.

Lemma 3.2. Seien (X,dx) und (Y,dy) metrische Riume. Dann ist f : X — Y genau dann
stetig, wenn
xi—»x inX = f(xi)—= f(x) Y.

Beweis. Wir zeigen zunéchst: Stetigkeit impliziert Folgenstetigkeit. Sei f stetig, (xj) eine Folge,

die gegen x konvergiert und & > 0. Wir suchen N so dass

dy(f(x), f(x))) <e

falls j > N. Da f stetig ist existiert 6 > 0 so dass

dy(f(x), f(y)) <e falls dx(x,y) < 0.

Da x; — x existiert N so dass dx(xj, x) < ¢ falls j > N. Dann folgt dy(f(x), f(x;)) < e for diese
Indizes.

Nun zeigen wir: Ist f nicht stetig, dann ist f auch nicht folgenstetig. Wir negieren die Aussage der
Stetigkeit: Es existieren x € X und & > 0 so dass fiir alle § > 0 ein y existiert mit dx(x,y) < é und
dy(f(x), f(y)) > e Insbesondere existiert eine Folge x; mit dx (x, x;) < % und d(f(x), f(xj)) > e.
Das widerspricht der Folgenstetigkeit. O

11



Stetige Funktionen

2. Vorlesungswoche

Wir werden die Begriffe Stetigkeit in einem Punkt in der offensichtlichen Bedeutung verwenden.
Jede Teilmenge eines metrischen Raumes ist wieder ein metrischer Raum. Ist A C X eine der-
artige Teilmenge, dann beziehen wir uns in Aussagen wie f : A — Y ist stetig auf die auf A
eingeschriankte Metrik von X.

Sind (X, dx) und (Y, dy) metrische Rédume, so ist die Menge aller Paare X x Y mit der Metrik

dxxy((x2,42), (x1,y1)) = max{dx(x2, x1),dy(y2,¥1) }

ein metrischer Raum (Ubungsaufgabe).

Wir verwenden die Begriffe Funktion und Abbildung ohne scharfe Abgrenzung. Eine Funktion
hat eher Werte in einem Vektorraum und insbesondere R, und eine Abbildung hat eher Werte
in einer Menge.

Stetige Abbildungen haben eine Reihe von Eigenschaften, deren Beweis sich nicht von dem fiir

stetige Funktionen auf Intervallen aus Analysis 1 unterscheidet.

Lemma 3.3. Die Komposition stetiger Abbildungen sind stetig. Summe und Produkt stetiger
Funktionen sind stetig. Der Quotient stetiger Funktionen ist stetig, falls der Nenner nie ver-

schwindet.

Beispiele stetiger Abbildungen.

1) Sei F ein normierter Raum. Dann ist jede lineare Abbildung von R" nach F stetig.

2) Sei (X,d) ein metrischer Raum und xp € X. Dann ist f : X — R, f(x) = d(xp, x) stetig.

Insbesondere ist fiir normierte Vektorrdume (E, ||.||) die Norm stetig.

3) Sei wieder (X,d) ein metrischer Raum. Dann ist die Metrik als Abbildung von X x X nach
R stetig.

4) Summe und Skalarprodukt eines normierten Vektorraums sind stetig.

R2 > (x> ot oyt
y

R™\{0} — [x] ™

Xy . .
R = x i T falls x, y nicht beide Null
0 sonst.

Konkretere Beispiele:

R2 5 X . x;fyz falls x, y nicht beide Null
0 sonst

12



Stetige Funktionen

Definition 3.4 (Gleichmiiflige Konvergenz.). Seien X eine Menge und (Y,dy) ein metrischer
Raum, f, fj : X — Y Abbildungen. Wir sagen die Folge f; konvergiert gleichmdfig gegen f, falls

fiir alle e > 0 ein N existiert mit
dy(fi(x), f(x)) <e firx € X und j > N
Satz 3.5. Der gleichmdfige Limes stetiger Abbildungen ist stetig

Beweis. Seien fj : X — Y ein Folge von Abbildungen des metrischen Raumes X in den metrischen
Raum Y, die gleichméBig gegen f konvergieren. Sei x € X und € > 0. Wir suchen J > 0 so dass
dy(f(x), f(y)) < e falls dx(x,y) < J. Aufgrund der gleichméBigen Konvergenz existiert N mit

dy(fi(y). f(y)) <e/3  firj=N

Da fn stetig ist existiert J so dass

dy(fN(y),fN(x)) <e/3 fiir dx(x,y) < 4.

Sei nun dx(x,y) < 8. Wir verwenden die Dreiecksungleichung:

dy(f(x), f(y)) <dy(f(x), fn(x)) +dy(fn(x), fn(y) +dv(fn(y), f(y)) <e
Damit ist f stetig. O
Wir erhalten eine wichtige Folgerung.

Satz 3.6. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Die beschrinkten stetigen Funktionen Cy(X) bilden

einen Banachraum mit der Supremumsnorm.

Beweis. Wir beweisen die Aussage in zwei Schritten.

Schritt 1. Die beschréinkten Funktionen B(X) mit der Supremumsnorm sind ein Banachraum.
Beweis. Sei f,, eine Cauchyfolge. Da fiir alle x € X |fi(x) — fi(x)| < [|fi — fjllsup ist dann auch
fj(x) eine Cauchyfolge reeller Zahlen. Wir definieren

£(x) = lim £i(x)

j—o0
Sei ¢ > 0 und N so dass
Hfz _fszup <e/2
fiir 7,7 > N. Dann folgt

ilx) = £(x)] = lim [£i(x) ~ fi()] < e/2

fir i > N und daher
1fi = fllsup <&
Damit ist f beschrinkt und f; — f in (B(X), [|.||sup-

Schritt 2. Die stetigen Funktionen sind ein Banachraum.

13



Stetige Funktionen

Die stetigen Funktionen sind ein Untervektorraum von B(X). Sei (f;) eine Cauchyfolge stetiger
Funktionen beziiglich der Supremumsnorm. Nach Schritt 1 existiert ein Limes in B(X). Die
Konvergenz in der Supremumsnorm ist dquivalent zur gleichméfigen Konvergenz. Nach Satz
(3.6) ist der Limes f stetig. Damit konvergiert die Cauchyfolge in Cp(X).

O

Satz 3.7. [Banach’scher Fizpunktsatz] Sei (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum, ¢ : X — X
eine strikte Kontraktion, d.h. es existiert v < 1 mit d(¢(x),¢(y)) < vd(x,y) fir alle x,y € X.

Dann hat X genau einen Fixpunkt.

Beweis. Sei xg € X. Wir definieren rekursiv

Xj = 4)(3(]'_1).
Dann folgt
d(xjy1, %)) = d(P(x)), p(xj-1)) < vd(xj, xj-1) < ¥'d(x1,%0)
und, fiir j > 7, mit einer mehrfachen Anwendung der Dreiecksungleichung,
j-1 j-1

i1
d(xj,xi) < Y d(xi,x) <Y 2t =9" Y A < 1"17
I=i I=i 1=0

i

Die rechte Seite konvergiert gegen Null, und daher ist die Folge x; eine Cauchyfolge. Da X
vollstandig ist konvergiert die Folge gegen ein x € X. Es folgt mit der Stetigkeit

d((,b(x),x) = lim d(gb(x]),x])) = hm d(xj+1,xj) S lim ’)’] =0

j—oo j— j—oo

und mit der ersten Eigenschaft der Metrik ¢(x) = x.
Gibt es einen zweiten Punkt y mit ¢(y) = y so folgt

d(x,y) = d(¢(x),¢(y)) < vd(x,y)

Da ¢ < 1 folgt d(x,y) = 0 und daher x = y. O

3.1 Eine Anwendung auf Differentialgleichungen: Picarditeration
Wir suchen eine differenzierbare Funktion y(f), die
(3.1) y' () =yt) y(0)=1

geniigt. Eine solche Funktion ist die Exponentialfunktion. Wir gehen zur Integralformulierung

iiber: ,

v =1+ [ y(s)ds
Dann wird y als Fixpunkt dieser Integralgleichung beschrieben. Wir suchen zunéchst eine Losung
auf [—1,1] in Cyp([—1,1]). Sei ¢ : C,([—1/2,1/2]) — Cp([1/2,1/2]) durch

PO =1+ [ y(o)is

14



Stetige Funktionen

definiert. Die gesuchte Losung ist dann Fixpunkt von

y=9¢)
gegeben. Wir berechnen
¢ (y2) = @Y)llsup,-1/21/2) = sup |/ Ya(s (s)ds| < *Hyz Y1lsup
lt<3

Der Banach’sche Fixpunktsatz stellt die Existenz genau einer stetigen Losung der Integralglei-
chung sicher. Aufgrund der Integralgleichung ist der Fixpunkt differenzierbar und er geniigt der
Differentialgleichung (3.1).

Das Argument kénnen wir fiir andere Anfangswerte als 1 und andere Anfangszeiten to wieder-
holen.

Diese Argumentation iibertréigt sich auf Differentialgleichungen der Form

y' = fty).
Wir formulieren die Aussage als Satz.

Satz 3.8. Sei f : R xR — R eine stetige Funktion, fiir die Konstanten C(n) und L(n) existieren
mit
[f(£0)| < C(n)  firlt]<n
|f(t,up) — f(t,u1)| < L(n)|uz — uq| fir [t| < m,uj,ux; € R.

Seien to, yo € R. Dann existiert genau eine stetig differenzierbare Abbildung y : R — R mit
y(to) = vo
y'(t)=f(ty)  firteR
Beweis. Schritt 1: Umformulierung als Integralgleichung. Mit dem Hauptsatz erhalten wir
t
v() =vo+ | flty(n)ar
0

Wir withlen n > |to| + 1. Seien y2,y1 € Cy([yo — d,yo + d]) wobei wir d < 1 spiiter bestimmen
werden. Wir definieren ¢ : Cp([to — d, to +d|) = Cyp([yo — d,yo +d]) durch

ol =0+ [ Fls (o)

Wir schéatzen ab:
t
¢ () () l[sup = WP|%+1f@ﬂﬂWﬂ
0

|t—to|<d]

<|yo| +d sup |f(s,y(s))

|t—to|<d

<|yol +d(C(n) + L(n) sup [y(s)|)

[t=to|<d

=|yo| +d(C(n) + L(n)||y|lsup

15



Topologische Begriffe

und ¢ bildet den Raum C,([to — b, to + b]) auf sich selbst ab.
Seien y und y; beschrinkte stetige Funktionen auf [ty — d, tg + d]. Wir erhalten

t
lp(v2) = W) lsup,fto—dto+aq) = sup | | f(s,y2) — f(s,y1)ds| < L(n)d|[y2 — yallsup-

t—to|<d] o

Damit ist ¢ eine Kontraktion falls d < min{1, L(n)~1}.

Die Fixpunkt y ist eindeutig, und es gibt hochsten eine Losung der Differentialgleichung. Nach
dem Hauptsatz ist die rechte Seite der Fixpunktgleichung stetig differenzierbar, und wir erhalten
die gewiinschte Losung.

Schritt 2: Wir kénnen dieses Verfahren mit dem Anfangswert 7o = y(to +d) und fy = to+d und
den gleichen Konstanten wiederholen, notfalls mehrfach, bis wir fy + 1 erreichen. Nun kénnen
wir dieses gesamte Verfahren iterieren, und wir erhalten y : R — IR stetig differenzierbar mit

den gewiinschten Eigenschaften. O

Bemerkung. Diese Argumentation ergibt das gleiche Resultat fiir Systeme von Differentialglei-

chungen. Wir betrachten eine stetige Abbildung
F:RxR"— R"
und nehmen an, dass fiir jedes n Konstanten C(n) und L(n) existieren mit
|F(t,0)| < C(n) fir [t <mn
|F(t,up) — F(t,u1)| < L(n)|uz — uy| fir [t| < n,uy,up; € R".
Sei tp € R und y° € R". Wir betrachten das System von Differentialgleichungen
yi(t) = F(Ly()  yit) =1

Der selbe Beweis ergibt die Existenz von genau einem n Tupel von Funktionen y; € CH(R).

4 Topologische Begriffe

In dieser Vorlesung betrachten wir Teilmengen des R” und allgemeinerer metrischer Raume. Der
Begriff des Randes einer Menge ist von offensichtlichem Interesse. Zentraler werden die Begriffe
offen, abgeschlossen und kompakt sein.

Sei (X, d) ein metrischer Raum - wir werden dabei an IR? mit dem euklidischen Abstand denken.
Sei xg € X und v > 0. Die Menge

By(x0) = {x € X:d(x,x0) <r}

heifit Ball vom Radius r um xg.
Fiir x € X und eine Teilmenge A C X gilt genau eine der folgenden Alternativen:

1) Es existiert ein r so dass B,(x) C A
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2) Es existiert ein r so dass B,(x) N A = { }
3) Jeder Ball B,(x) schneidet A und sein Komplement.

Definition 4.1. Fin Punkt x € X heifit Randpunkt von A, wenn jeder Ball um x sowohl Punkte
von A wie auch von X\ A enthdlt. Die Menge aller Randpunkte bezeichnen wir mit dA.

Ein Punkt x € X heifst innerer Punkt von A, wenn ein r > 0 existiert mit B,(x) C A. Die
Menge aller inneren Punkte bezeichnen wir mit A.

Der Abschluff A = AUQA ist die Vereinigung des Inneren und des Randes.

FEine Menge A heifit offen falls A=A, und abgeschlossen falls A = A.

Lemma 4.2. Die Menge A ist abgeschlossen genau dann, wenn X\ A offen ist.

Beispiele: Offene / abgeschlossene Intervalle, Ball, abgeschlossener Ball, Gerade in R?, Kreis in

R?, Graph einer Funktion auf R (Stetigkeit) (zum Beispiel x~1, mit 0 in 0). Der ganze Raum,
{}. QCcR.

Lemma 4.3. x ist genau dann ein Randpunkt, wenn eine Folge (x,) in A und (y,) in X\A
existieren mit X, — x und Y, — X.

Definition 4.4. Fin Punkt x € X heifst Hiufungspunkt von A in X wenn eine Folge (xj) m A
existiert, in der nicht alle Folgenglieder gleich x sind und mit x; — x fir j — 0.

FEine Menge A heifit dicht, wenn jeder Punkt in x Hdufungspunkt ist.
Beispiele oben.

Lemma 4.5. Eine Menge A € X in einem metrischen Raum (X,d) ist genau dann abgeschlos-

sen, wenn jede konvergente Folge in A einen Grenzwert in A besitzt.

Beweis. Sei A abgeschlossen, und (x,) eine konvergente Folge mit x,, € A und Grenzwert x € X.
Falls x ¢ A dann ist x ein Randpunkt. Aber alle Randpunkte liegen in A da A abgeschlossen
ist.

Wir zeigen nun die Umkehrung. Es geniigt zu zeigen: Alle Randpunkte liegen in A. Sei also
x € 0A ein Randpunkt. Dann existiert eine Folge (x,) in A mit x, — x. Nach Annahme ist
dann x € A. O

Definition 4.6. Die Menge A heif§t (folgen) kompakt, falls jede Folge in A eine konvergente
Teilfolge mit Limes in A besitzt.

Im R” existiert eine einfache Charakterisierung von Kompaktheit.
Satz 4.7. A C R" ist genau dann kompakt, wenn A beschrinkt und abgeschlossen ist.

Beweis. Sei A kompakt. Wire A unbeschrinkt, so gibe es eine Folge (x;) mit |x;| > j. Diese
Folge hat keine konvergente Teilfolge. Also ist A beschriankt. Sei nun (x;) eine Cauchyfolge in
A. Da R" vollsténdig ist existiert ein Limes x = lim; ., x; € R". Da A kompakt ist, existiert
eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in A. Dann folgt x € A und A ist abgeschlossen.

Umgekehrt gibt es nach Satz 2.5 zu jeder Folge in der beschrinkten Menge A eine konvergente
Teilfolge. Da A abgeschlossen ist, liegt deren Grenzwert in A. O
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Lemma 4.8. Seien (X,dx) und (Y,dy) metrische Riume. Eine Abbildung f : X — Y ist genau

dann stetig, wenn alle Urbilder offener Mengen offen sind:
ACY offen = f1(A) offen

Beweis. Sei f stetig, A C Y offen und x € X mit f(x) € A. Wir miissen ein r > 0 finden, so
dass f(y) € A falls dx(x,y) < r. Da A offen ist xistiert p > 0 mit By (f(x)) C A. Da f stetig
ist existiert r so dass dy(f(x), f(y)) < p falls d(x,y) < r. Damit ist die erste Richtung gezeigt.
Wir betrachten die Umkehrung. Sei f~1(A) C X offen fiir alle offenen Mengen A C Y. Sei x € X
und p > 0. Wir miissen > 0 finden mit dy(f(x), f(y)) < p falls dx(x,y) < r.

Der Ball Bg (f(x)) ist offen. Nach Annahme ist dann das Urbild f ! (Bg (f(x)) offen. x liegt darin.
Da die Menge offen ist enthilt sie einen Ball B,(x). Dieses r hat die gewiinschte Eigenschaft. [

Wir erhalten eine sehr allgemeine Aussage iiber die Existenz von Extremwerten.

Satz 4.9. Sei (X,d) ein metrischer Raum, A C X kompakt und f : A — R stetig. Dann nimmt

f das Maximum und das Minimum an.

Beweis. Sei x; € A eine Folge mit

f(x]-) — sup f(x) € RU{oo}.

xeA

Da A kompakt ist existiert eine konvergente Teilfolge x;, — x € A. Da f stetig ist folgt
f(x5,) = f(x) = sup f(y).
Y

Fiir das Minimum wenden wir das Argument auf —f an. O

Daraus folgt zum Beispiel die Aquivalenz aller Normen auf einem endlich-dimensionalen nor-

mierten Raum.

Satz 4.10. Sei E ein endlich dimensionaler Vektorraum, ||.| und |||.||| zwei Normen auf E.
Dann existiert C mit
CH|xl} < Jl|x[l] < Cll]

Der Beweis ist eine Ubungsaufgabe.

Lemma 4.11. Seien (E,|.||g) und (F,|.||[r) normierte Vektorriume, E endlich dimensional,
A : E — F eine lineare Abbildung. Dann ist A stetig.

Beweis. Sei n die Dimension von E und B = {ej,...e,} eine Basis von E. Jedes x € E ist

dann gegeben durch x = Y i xje; und [[x|[1,£,5 := L1 [x;| definiert eine Norm auf E. Mit der

Abkiirzung M := max || Ae;||r gilt dann auf Grund der Linearitét von A offensichtlich

n
| Ax||r < Y |xjl||Aej|lr < M]|x]|1,g,5-
=
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Da E endlich dimensional ist, sind alle Normen auf E #quivalent. Insbesondere kann man ein
C > 0 finden, so dass
lxll1,e8 < Cllx||e

gilt. Mit L := CM ist dann also
[Ax[lF < Li[x[le-

Die Anwendung dieser Aussage auf x — y statt x zeigt die Stetigkeit von A. O
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3. Vorlesungswoche

5 Wege, Zusammenhang und Weglange

Lernziel dieses Abschnitts ist

1) das Versténdnis des Begriffs des Weges, der Weglédnge und des Wegzusammenhangs.

2) die Fahigkeit, fiir gegebene Wege eine Integralformel fiir die Weglénge aufstellen zu kénnen,

und diese Integrale in Einzelfillen auswerten zu konnen

3) ein qualitatives Verstidndnis der Weglinge z.B. : Die Strecke zwischen zwei Punkten ist die

kiirzeste Verbindung.

4) ein Verstédndnis der Bogenldnge im Kontext des Kreises, die Verbindung zu trigonome-
trischen Funktionen und das Verfahren des Archimedes zur Bestimmung der Léinge des

Einheitskreises.

Definition 5.1. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Ein Weg 7y ist eine stetige Abbildung eines
Intervalls nach X. Die Bahn des Weges (y) ist die Menge alle Bildpunkte.

Der Raum X heifit wegzusammenhingend, wenn zu je zwei Punkten x,y € X ein Weg «y : [a,b] —
X ezistiert mit y(a) = x und y(b) = y.

Beispiele:
1) Eine Teilmenge von R ist genau dann wegzusammenhéngend, wenn sie ein Intervall ist.

2) Der R" ist wegzusammenhingend: Fiir x,y € X liegt die Strecke [x,y] in X. y(t) =
x 4 t(y — x) ist der gesuchte Weg.

3) Die Menge der invertierbaren reellen Matrizen ist nicht wegzusammenhéngend.

4) Die Menge
{(x,sin(1/x)) : x # 0} J{(0,9) : [y <1}

ist abgeschlossen aber nicht wegzusammenhéngend.

5) Die Funktion f auf einem Intervall ist genau dann stetig, wenn der Graph der Funktion
wegzusammenhéngend ist. (Ist f stetig, (a, f(a)) und (b, f(b)) zwei Punkte mit a < b, so
ist [a,b] > t — (¢, f(t)) ein Weg von (a, f(a)) nach (b, f(b)). Umgekehrt: Ist 7 : [c,d] —
(71(t), f(1(t))) ein stetiger Weg, so folgt aus der Existenz die Folgenstetigkeit von f.)

5.1 Wegldinge und differenzierbare Wege

Definition 5.2. Die Weglinge L(7y) eines Weges v : [a,b] — X ist durch

sup sup Y d(v(t),7(t1))

T to,...tne'szl

definiert. Hier bezeichnet T Partitionen von [a, b].
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Bemerkung: Die Strecke ist die kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten eines normierten

Vektorraums. Dies folgt aus der Dreiecksungleichung.

Lemma 5.3. Ist ¢ : (X,dx) — (Y,dy) eine Kontraktion (oder allgemeiner dy(f(x), f(y)) <
Cd(x,y)) so folgt L(¢p o) < L(7) (bzw L(¢po7) = CL(7)).

Die Weglinge héngt nur von der Bahn des Weges ab - zumindest wenn es keine Uberschneidungen
gibt.

Die Weglédnge ist das Supremum {iber die Summen aller Strecken eines Streckenzuges mit kon-
sekutiven Punkten auf der Bahn. Durch Hinzufiigen von Punkten wird der Streckenzug lénger.
Um sicherzustellen, dass das Supremum angenommen wird, geniigt es eine obere Schranke anzu-

geben. Fiir stetig differenzierbare Wege kénnen wir die Weglédnge durch ein Integral ausdriicken.

Definition 5.4. Der Weg 7y : [a,b] — R" heifit (k-mal) stetig differenzierbar, wenn jede der
Funktionen vy; stetig differenzierbar ist. Er heifit stiickweise stetig differenzierbar, wenn es eine

Partition gibt, fir die diese Funktionen auf jedem Teilintervall differenzierbar sind.

Satz 5.5. Die Weglinge eines stiickweise differenzierbaren Weges mit der Partition
a=ty<tp...t, =b

18t
. . 1/2
tm=Y [ (2w;<s>|2) ds
j=17t-1 \ "1

Beweis. Es gentigt, stetig differenzierbare Wege zu betrachten. Da eine Verfeinerung der Partiti-
on die Summe iiber die Lingen hochstens vergrofiert geniigt es, Partitionen zu betrachten, deren
Intervalle nicht ldnger als eine vorgegebene Gréfie d sind. Da die Ableitungen der Komponenten
stetig auf einem kompakten Intervall sind, sind sie auch gleichméflig stetig. Zu gegebenem ¢
finden wir also ein §; > 0 mit

[vi(£) —7j(s)] < e/n

falls [s — t| < 6;. Wir wihlen das kleinste 6 = mind;. Damit erhalten wir fiir die Intervalle der

Partition
[Y(tji) = 7(t) = (b1 = 1) (1) = \Z " ) = it

<(ta—t) ), sup [7i(s) = 7i(4)]

i H<t<tjq
<eltjy1 —ti]
Wir summieren iiber die Partitionen und erhalten
Y v(ti) = v = (i — )V (4)]| <e(b—a) -0 fire — 0.
]
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Andererseits liegt

Y (b = )1 (1))
j

zwischen jeder Unter- und Obersumme der Partition fiir

[ s

Y. (s —t) sup |y'(s)|— _inf |y(s)| <e(b—a).

j thSStj+1 t]'SSStH,]

und

Damit folgt

b
L Iv(ti) =1t < [ 1/(s)1ds
]

und fiir jedes € > 0 und jede Partition der Feinheit < § (d.h. Differenz zweier aufeinanderfol-
gender Punkte < §) folgt

[ e lds < ltion) = 7(5)] +

Der Beweis impliziert die sehr erwiinschte Eigenschaft:

Lemma 5.6. Die Verbindungsstrecke ist die kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten im R".

Das wichtigste Beispiel ist der Einheitskreis. Die obere Hélfte ist der Graph von v/1 — x2 fiir
—1 < x < 1. Dies entspricht dem Bogen des Weges

v [=1,1] = R, y(t) = (ﬁ)

Die Linge des Bogens von 7y(xo) nach (1) = (1,0)7 fiir ein festes xo € [—1,1] ist genau das
Bogenmaf des Winkels zwischen der x-Achse und der Verbindung von -y (xo) mit dem Nullpunkt.
Dieser Winkel ist also gegeben durch

/1(1+ B g - /1 LI
X0 (1_t2) _xo\/l 2

Der Cosinus dieses Winkels ist aber die x-Koordinate von -y (x

0)-
1
_ )1/2
xo—cos</xo(1—i— 1—t2 dt)

1 1
arccos(xp) = /xo i e

Daher gilt

und damit

dt

22
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fiir jedes x9 € [—1,1]. Diese Formel hat zwei interessante Aspekte: Auf der einen Seite haben
wir so eine Stammfunktion bestimmt. Auf der anderen Seite kénnten wir die Umkehrfunktion
des cos und damit den cos selbst durch dieses Integral definieren.

Genauso erhalten wir .

Xo
arcsin(xg) = /o Niper:

Wir entnehmen der Definition dass sich die Weglédnge unter Isometrien, also unter Translationen,

dt

Drehungen und Spiegelungen nicht &dndert. Insbesondere hingt die Bogenlénge, als die Weglédnge
des Bogens {iber einem Winkel nur von dem Winkel ab.

Beim Verfahren des Archimedes bestimmt man rekursiv den Umfang des eingeschriebenen 32"
Ecks. Die Konvergenz gegen 7t folgt dann aus der Definition der Weglénge, und einer oberen
Schranke. Die obere Schranke erhélt man iiber Lemma 5.3 und die Abbildung eines Achtelkreises

auf den Schnitt von Tangente und des Strahles von 0 to dem Punkt.

1) v:00,10] > t — (t,t), L(y) = 102,

2) v:[0,10] 3 t — (t, 312)

10 1 10 1
L(y) = / 4 £dt = ZV/14+ 52+ S In(x+ V1+22)| =5V101+ 5 In(10+ V101)
0 0

cost
3) v:[0,4n] 5t — | sint
t

L(y) = /0 Y adt = 42,

Definition 5.7. Wir sagen, ein Weg ist beziiglich der Wegldinge parametrisiert wenn

L(vlsg) =t—s
fiir alle s < t im Definitionsintervall.

Ein Vergleich mit der Definition zeigt, dass ein stetig differenzierbarer Weg genau dann beziiglich

der Weglédnge parametrisiert ist wenn
17 (s)] =1

in dem Definitionsintervall.

Lemma 5.8. Sei v : [a,b] — X ein Weg der Linge L, fiir den kein nichttriviales Intervall
existiert, auf dem 7y konstant ist. Dann existiert genau eine stetige Abbildung p : [0, L] — [a, b]

so dass 7y o p beziiglich der Wegldnge parametrisiert ist.

Beweis. Wir definieren 7 als die Umkehrabbildung von

[a,6] 35 = f(s) = L(7]ja5))-
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Die Abbildung s + f(s) ist offensichtlich monoton und strikt monoton. Wenn sie stetig ist hat
die Umkehrfunktion die gewiinschten Eigenschaften. Wir miissen also die Stetigkeit zeigen. Sei
¢ > 0. Nach Definition existiert eine Partition a < tg < f1--- < t, < b mit

uw—e<iaﬂ%nmw»§uw.
L

Aufgrund der gleichméfligen Stetigkeit (das Argument von Analysis 1 gilt hier) diirfen wir an-
nehmen: d(7y(tj4+1),7(t;)) < & Dann folgt aber

LYt 17,0)) < Ay (1), v()) +& < 2e.

Das impliziert aber die Stetigkeit von f. O

5.2 Wegintegrale

In diesem Abschnitt betrachten wir zwei verschiedene Wegintegrale. Wir definieren sie analog

zu Riemannintegralen.

Definition 5.9. Sei v : [a,b] — X ein Weg mit der Weglinge L < oo, f: () — R stetig. Wir

definieren
/ de
v

als die reelle Zahl, fir die fir alle € ein & existiert, so dass fiir jede Partitiona =ty < ...t, =D
der Feinheit < 6

<E&

‘/ﬁk—iﬂﬂmﬂwlﬁ
v j=1

Wie bei Satz 5.5 sehen wir: Ist v : [a,b] — R” stetig differenzierbar so gilt

b
/deZ/ F(r ()7 (s)|ds.
v a

Interpretation: Ist ¢ eine Reiseroute dann ist die Weglédnge die zuriickgelegte Strecke, die, falls

b
/ vdt

gegeben ist, wobei v = |7/| die Momentangeschwindigkeit ist.

v differenzierbar ist durch

Sei die Bahn von <y ein Draht, und p das Gewicht pro Léngeneinheit, dann ist
(5.1) m = / pds
4
das Gewicht des Drahtes. Fiir p = 1 erhalten wir die Weglénge. Der Punkt x mit den Koordinaten

(5.2) Xj = ;/x]-pds

ist der Schwerpunkt. Der Schwerpunkt hat eine grofle Bedeutung in der Physik, aber nicht nur
dort. Hier definieren wir den Schwerpunkt.

Beispiele:
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1) Das Parabelstiick iiber [0,1] mit p = 1. Der Schwerpunkt hat die Koordinaten <81> mit
52

1 1 1 2
/ mdtﬂ:/ mtdt:i/ 12 = 328 1)
0 0 1

4

Das linke Integral haben wir oben bestimmt: Es ist

%m+%ln(x+\/1+x2) 1=;<\72+1n(1+ﬁ)>
0

und

1 1
S (Va+m(1+v2)) 52 = [ Vv el
0
dieses Integral kann ich nicht mehr auswerten.

2) Der Einheitskreis mit p = 1. Masse: 27t. Schwerpunkt 0.
0

3) Der Halbkreis. Die Masse ist 7r. Der Schwerpunkt hat die Koordinaten ( ) mit
s

2

T
s = n’l/ sin(s)ds = —.
0 T

4) Ist 7y(t) eine Reiseroute, und f der Verbrauch je Kilometer, so ist f7 fds der gesamte Ver-
brauch. f kann z.B. das sich &ndernde Gewicht eines Flugzeuges oder den unterschiedlichen

Verbrauch eines Autos je nach Steigung beriicksichtigen.
Das zweite Wegintegral integriert ein stetiges Vektorfeld.

Definition 5.10. Sei v : [a,b] — R" ein Weg mit der Weglinge L < oo, F : () — R" stetig.
Wir definieren

/ Fdx

vy

als die reelle Zahl, fiir die fir alle € ein § existiert, so dass fiir eine Partitiona < tg < ...t, <b
der Feinheit &

< €

/ﬁuf_fyFwa»xv@a—vufﬁw
Y j=1

Wie bei Satz 5.5 sehen wir: Ist v : [a,b] — R” stetig differenzierbar so gilt

n b
[Faz=Y [ Bt
r i=174

Interpretation: Ist F ein Kraftfeld so gibt das Integral die geleistete Arbeit an. Das Graviati-
0

onskraftfeld auf der Erde auf einen Korper der Masse m ist in erster Ndherung 0 wobei
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g die Erdbeschleunigung ist. Damit ist bei einer Reise von Meereshohe zur Hohe h die von der
Gravitationskraft geleistete Arbeit

—hmg.
Wir nennen einen Weg 7y geschlossen, wenn Anfangs- und Endpunkt tibereinstimmen.

X X
Seien jetzt ( 1) und ( 2) zwei Punkte im R?. Der vorzeichenbehaftete Flicheninhalt des von
Y1 Y2

0 und den zwei Punkten aufgespannten Dreiecks ist 1/2 mal

X1 X2

det ( ) = x1y2 — Xoy1 = —Ya(x2 — x1) + x1(y2 — ¥1)
Yyi Y2

Ein Vergleich mit der Summenformel fiir das Integral zeigt, dass der vorzeichenbehaftete Fl&-

cheninhalt A des geschlossenen Weges 7y durch

(5.3) /7 (;y> dz

gegeben ist.

t
Beispiele: Der Fldacheninhalt des Einheitskreises, Parametrisierung durch C?s(t) . Der Fla-
sin

cheninhalt der oberen Hilfte, Parametrisierung durch .t < 1.

t
V- £

Ein Zangenamperemeter misst den Strom durch einen Leiter, in dem es das Magnetfeld entlang

eines geschlossenen Weges um den Leiter integriert. Bis auf physikalische Konstanten gilt

A:/Bda?
Y

wobei B das Magnetfeld und < ein richtig orientierter Weg um den Leiter ist.
— t

Beispiel: F(x) = x| 2 [ ) 4t = (<) o<t <on
X1 sin(t)

Beispiele fiir Wege.

t2
falls t <0

v(t) =
fallst >0
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Die Cusp

Epizykloiden
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@Y
N

y
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2 (cos(5t/2)
t5 (sin(St/Z))

Definition 5.11. Wir nennen
v(s) =

die Geschwindigkeit. Ein stetig differenzierbarer Weg heifit requldr, falls |y (s)| # 0 fira <s <
b. Fiir einen regquliren Weg ist

In jedem dieser Fille kann ¢/ Null werden. Welche Konsequenzen kann das haben?

7' (s)

£(s) = 1v'(s)| 717 (s)
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ein Tangentialvektor. Er hdngt nur von der Orientierung aber nicht von der Geschwindigkeit ab.

Wir nennen alle Vielfache Tangentialvektor von .

Lemma 5.12. Fir stetige Vektorfelder und differenzierbare Wege gilt

AFdf: A(F,E}ds

Bemerkung: Seien 71, 2 injektive Wege mit der selben Bahn (1) = (72) und endlicher Lénge.
Aus der Definition der Wegintegrale ergibt sich: Fiir stetigen Integranden gilt

LdeZ [ g5

und

FdX =4 | FdX
M "2

wobei das Pluszeichen genau dann steht, wenn beide Wege die Bahn in der gleichen Richtung

durchlaufen.
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4. Vorlesungswoche

6 Die totale Ableitung

Erinnerung: In der Analysis 1 wurde die Ableitung als Limes des Differenzenquotienten
) t+h)— f(t)
"(t) =1 fle+h) = f()
f0) =l =

definiert. Diese Definition kénnen wir wortlich auf Abbildungen eines Intervalls nach IR" iiber-
tragen.

Sie haben die lineare Approximation als alternative Charakterisierung kennengelernt:

flx+h) = f(x) + f'(x)h+o(|h]),

genauer: f ist im Punkt x differenzierbar, wenn eine reelle Zahl f'(x) existiert mit

o UG = (F0) + )| _

h—0 ‘h’

In diesem Kapitel betrachten wir offene Mengen D C R" und Abbildungen f : D — R™.
Die Definition iiber den Differenzenquotienten ist auch um Fall IR” moglich. Etwas allgemeiner

betrachten wir die Richtungsableitung

Definition 6.1. Seien D und f wie oben, v € R", x € D. Wir sagen, die Richtungsableitung

von f im Punkt x in Richtung v existiert falls

oo FOeHh0) — ()

h—0 h

existiert. In diesem Fall nennen wir den Limes d,f(x) € R™.
Ist v der j-te Basisvektor der Standardbasis, so nennen wir die Richtungsableitung partielle

Ableitung und schreiben 9;f (x).

Diese Begriffe sind wichtig und niitzlich. Sie sind jedoch nicht tragfihig als Ableitungsbegriff.
Wir werden dies an Beispielen spéter beleuchten.

Der Zugang iiber die lineare Approximation fiihrt zu einer ansprechenden Theorie. Wir beob-
achten zunéchst, dass ein Vektor in R als lineare Abbildung von IR nach R verstanden werden
kann. Zunéchst ein Nachtrag zu Matrizen. Seien E und F normierte Vektorrdume und A : E — F

eine lineare Abbildung. Die Operatornorm ist definiert als

[Allop = sup [[Ax]|r € [0, 0]

[[x[[e<1

Es folgt
[ Ax[[F < [[Allopllx[le
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und die Norm ist die beste Konstante, die in diese Ungleichung eingesetzt werden kann. Genauso
folgt
|ABx|| < ||AlloplBx|| < [[AlloplIBllopllx]]

und

|ABllop < [|AlloplIBllop-
Ist [|Aljop < o0 so ist A stetig - wir wihlen § = &/[|Al|op. Ist E = R" und F = R" dann ist
die Abbildungmatrix von A eine m X n Matrix. Wir identifizieren diese Matrizen oft aber nicht

immer mit den linearen Abbildungen.
Die Hilbert-Schmidt-Norm auf Matrizen ist die euklidsche Norm in IR™",

[(aij)1<isma<jznllns = \/f“zzj
ij

Mit Hilfe der Cauchy-Schwarzungleichung fiir jedes i gilt

m

|Ax|? =) () aix))?
=1
a% Y xf

n
<
=1 k=1

™=

= Zafj Y xt
ij

N
Il
—_

und damit
I Allop < [|Allas-

Insbesondere ist die Operatornorm jeder Matrix beschréankt.

Sind A und B Matrizen so gilt
|AB||us < || Allus || Bl 1s

Der Beweis erfolgt wie oben mit ||Alo, < ||Al|ms-

Definition 6.2. Seien f und D wie oben. Wir sagen, f ist in x total differenzierbar, wenn eine
lineare Abbildung A : R" — R™ existiert mit

f(x+h) = f(x) + Ak +o(|h]) ([h] — 0)
d.h.
e~ (F A
[nl=0 1]
Df(x) = A heift totale Ableitung von f in x.

Wir konnen die totale Ableitung genauso fiir Abbildungen zwischen Banachrdumen definieren.
Sie heifit dann Fréchetableitung.

1) f total differenzierbar in x = f ist stetig in x.
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2) Genauer: Ist Df(x) die totale Ableitung und R = ||[Df(x)||op, dann gilt
(6.1) [f(x+h) = f(x)] < (R+1)[A]
falls |h| klein genug ist.

3) f total differenzierbar in x, v € R” = die Richtungsableitung in Richtung v existiert. Es
gilt

dyf(x) = Df(x)o.

4) f total differenzierbar in x = f partiell differenzierbar in x. Es gilt dann

dif(x) = Df(x)e;
Sei 1 < j < m. Dann folgt
9if (x) = 9;f/(x).
5) f linear ( f(x) = Ax) = f ist in R" total differenzierbar und Df(x) = A.
Beispicle:
1) R"3x— f(x) =x € R"
2) R" 3 x — f(x) = |x|?

3) A n x n Matrix,
x — xT Ax

4) Wir kénnen n x m Matrizen als Vektoren in R™" verstehen. Die euklidsche Norm ist dann
die Hilbert-Schmidt-Norm der Matrix. Wir betrachten Mat (n x n) — Mat (n x n),
A — ATA.

5) Die Funktion
W falls 242> 0

X, _ 2ty
f( y) { 0 fallsx=y=0

ist stetig in IR2. Sie ist {iberall in alle Richtungen differenzierbar. Es gilt
2
0105

2,/(0,0) = —=

Uf ( ) TJ% + ZJ%

Die rechte Seite ist keine lineare Abbildung in v und daher ist f in Null nicht total diffe-

renzierbar.
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5. Vorlesungswoche

Lemma 6.3. Seien Gl(n) die invertierbaren n X n Matrizen. Sie sind eine offene Menge in Mat
n x n. Die Abbildung f(A) = A~! ist total differenzierbar auf Gl(n) und die totale Ableitung in
A ist gegeben durch

Df(A)(B) = —A"'BA™! fiir alle B € Gl(n).

Beweis. Zunéchst ist f stetig. Sei A invertierbar, H habe kleine Norm. Wir wollen A + H
invertieren, d.h. wir wollen

(A+H)x=y

fiir gegebenen y 16sen. Wir schreiben

x=A"1(y+ Hx)
und rechnen nach

[A7 (Y + Hxz) = A7y + Hxp)| = AT H(x? — x1)] < [[A7 lop | H lop|2* — x7].

Ist [|A7 Y opllH|lop < 1 so ist die Abbildung

x — A~ Yy + Hx)
eine strikte Kontraktion und es existiert genau ein Fixpunkt. Dieser geniigt

x| < A7yl + 1A op | Hllop ]

und daher
x| < (1= A YopllHllop) 1A Iyl

sowie

[((A+H)™ =A™yl < (1= A oyl Hllop) 1A lop I Hloply]

Die Differenzierbarkeit folgt aus
(A+H) ' —A1=(A+H)'HA!

und

(A+H)1 = A1
mit H — 0. O
Lemma 6.4 (Kettenregel). Seien D C R" und V. C R™ offen, f : V - R, ¢: D =V, g

sei total differenzierbar in x € D, f sei total differenzierbar in g(x) € V. Dann ist f o g total

differenzierbar in x und

D(fog)(x) = Df(g(x))Dg(x).
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Beweis. Wir haben

foglx+h) = fog(x) =Df(g(x))(g(x+h) —g(x)) +o(lg(x + 1) —g(x)])
=Df(g(x))Dg(x)h + o([h] + [Dg(x)h| + o([h]))

bezichungsweise
[fog(x+h) = (fog(x)+ Df(g(x))Dg(x)h|
Id
_ 1f@x+h) = (f(8(x)) — Df(g(x))(g(x + ) ’— 8(x)) + Df(8(x))(g(x +h) — g(x) — Dg(x)h)|
h|
o f(x+h) - fg(x)) = Df(g(x)(g(x + 1) —g(x))] |g(x + 1) — ()]
B g(x +h) —g(x)| 1]
+IDf(g(x))lop SEHH =8 = PN

I

Nach (6.1) folgt g(x +h) — g(x) mit & — 0 und der erste Faktor des ersten Summanden auf der
rechten Seite geht gegen Null mit |h| — 0. Der zweite Faktor des ersten Summanden ist nach

(6.1) beschrinkt. Der zweite Summand geht nach Definition gegen 0 fiir || — 0. O

Definition 6.5. Wir sagen f sei einem Punkt x stetig differenzierbar, wenn f in einem Ball
B, (x) total differenzierbar ist, und die Abbildung auf die totale Ableitung in diesem Punkt stetig

ist. Wir sagen f ist stetig differenzierbar, wenn f in jedem Punkt differenzierbar ist, und die
Abbildung auf die totale Ableitung

D > x+— Df(x) € Mat(m x n)
stetig ist.
Nach dem folgenden Satz geniigt es die partiellen Ableitungen auf Stetigkeit zu priifen.

Satz 6.6. Sei f : D — R™ in jedem Punkt partiell differenzierbar. Die partiellen Abeitungen sei-
en stetig in xo. Dann ist f in xq total differenzierbar und die Jacobimatriz, die Abbildungsmatrix

von Df(xo) besteht aus den partiellen Ableitungen,

Beweis. Es geniigt, m = 1 zu betrachten (Warum?). Mit dem Mittelwertsatz erhalten wir

fla+h)—fla) =fla+h)— fla+h") + f(a+h") = fla+h"D) 4 ...
=Y 9if ()
=Y 0if ()i + Y (@i f (7)) = 3 f (v))h
0

Der Fall m = 1 ist von besonderem Interesse. In diesem Fall ist die totale Ableitung, so sie in

einem Punkt existiert, eine Abbildung von R"” nach R. Die Jacobimatrix ist ein Zeilenvektor.
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7 Stammfunktionen und Gradientenvektorfelder

Auch in mehreren Dimension gibt es eine Variante des Hauptsatzes.

Satz 7.1. Sei D C R" offen, und f : D — R stetig differenzierbar und 7y : [a,b] — D ein Weg
endlicher Ldinge. Dann gilt

/7 (DF)Td% = f(v(a)) — f((b))

Beweis. Wir beweisen die Aussage nur fiir stiickweise stetig differenzierbare Wege. Da es wir bei-
de Seite iiber die Stiicke summieren kénnen geniigt es stetig differenzierbare Wege zu betrachten.

Nach der Kettenregel berechnen wir

2 (Fom(t) = D(f o) (1) = DF )7 (1) = (DFHO)T, 7 (1),

Der Hauptsatz ergibt

- [0t A )at = [ (DpyTax

v
t

Sei f : D — R stetig differenzierbar. Wir nennen (Df)T den Gradienten von f und schreiben
ihn als Vf oder grad f. Er zeigt in die Richtung des steilsten Anstieg, und sein Betrag gibt die
Steigung an. Wir nennen V f das Gradientenvektorfeld, und f eine Stammfunktion von Vf. Der
Satz besagt dass das Wegintegral {iber ein Gradientenvektorfeld nur von Anfangs- und Endpunkt
abhéngt, nicht jedoch von dem Weg. Nicht jedes Vektorfeld ist ein Gradientenvektorfeld.

Beispiele:

1) f:R" =R, f(x)=|x|. )
(D) (x) = ox

| x]

fiir x # 0. Sei 7y ein Weg von xg nach x; endlicher Lénge, der x = 0 nicht trifft. Dann folgt
[ V% = Flx1) = fxo) = || = Ixo|
v

2) Sei xp der Mittelpunkt der Erde mit Masse my, mp die Masse eines Satelliten und g die
Gravitationskonstante und 7y (t) der Weg, auf dem der Satellit ins All geschossen wird. Die
Anziehungskraft der Erde auf den Satelliten ist durch das Vektorfeld

X — Xo

_gm1m27|x — x0|3

gegeben, wobei die Entfernung in geeigneten Einheiten gemessen wird. Dann ist

F(x) = —gmmar— 55 = (DI)T(x)
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mit
h=|x— x| L.

Die von der Anziehungskraft der Erde verrichtete Arbeit ist
| Fax = g(r(0)) = s(rta)) = y(®)] 7 = lrta)| !

und unabhéngig von der Bahn zwischen den Endpunkten.

3) In R?\{(t,0) : —co < t < 0} betrachten wir die Funktion f, die den Punkt (x,y)” dem
Winkel zwischen {(#,0) : 0 < t} und der Strecke von 0 nach (x,y)T zuordnet. Dabei wihlen
wir in der oberen Halbebene den positive und in der unteren Halbebene den negativen
Winkel. Es gilt dann fiir x # 0

tan £((x,9)7) = y/x
und
f(x,y) = arctan(y/x)

fir x > 0,
f(x,y) = arctan(x/y) + g

Wir berechnen

.y -y
dyarctan(y/x) = ATT /xR~ 2ty
und ,
x
dyarctan(y/x) = Y /)2 =2 7
Damit ist

/ LI az
0% x2 + yZ X
der Winkel zwischen y(b) und y(a).

Wir suchen nun Kriterien, die es erlauben zu sehen, ob ein Vektorfeld ein Gradientenvektorfeld
ist.

Dazu betrachten wir zunéchst héhere Ableitungen. Die partiellen Ableitungen 9;f sind selbst
wieder Abbildungen von D nach R™.

Definition 7.2. Seim > 2. Wir sagen, f : D — R™ ist m mal stetig differenzierbar, wenn jede

partielle Ableitung m — 1 mal stetig differenzierbar ist.

Damit definieren wir den Begriff m mal stetig differenzierbar rekursiv. Der folgende Satz von

Schwarz ist von fundamentaler Bedeutung fiir die htheren partiellen Ableitungen.
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Satz 7.3 (Satz von Schwarz). Sei f : D — R™ zweimal stetig differenzierbar. Dann ist fir alle

Indizes i,j
9i(9;f) = 9;(9if).
Wir schreiben
g
fiir diese zweiten Ableitungen.

Beweis. Es eine Komponente bzw m = 1 zu betrachten. Genauso geniigt es, n = 2 zu betrachten

und mit der offensichtlichen Notation

Ox (ay)f = aanf

zu zeigen. Sei einen h, k > 0. Wir schreiben die Argumente von f als f(x,y). Es gilt offensichtlich

f(x+k,y+hlsz(x,y+h) _ f(Hk,ylsz(x,y) f(X+k,y+h})Z*f(X+k,y) _ f(x+k,yi)sz(x,y)

= h - k

Lassen wir erst k und h gegen Null gehen so konvergiert die linke Seite gegen 9,0, f, und wenn

wir erst i und dann k gegen Null gehen lassen so konvergiert die rechte Seite gegen 0,9, f. Wir
wollen also zeigen, dass wir die Reihenfolge der Limiten vertauschen kénnen. An dieser Stelle

kommt die Stetigkeit der partiellen Ableitungen ins Spiel. Die linke Seite ist nach dem Hauptsatz

(hk) ! /Ok 9f(x+t,y+h) — auf(x +t,y)dt

Sei Fi(y) = ox(f(x+t,y+h) — f(x+t,y)). Dann folgt

[/
F y):/o 0y0xf(x +t,y+s)ds

und

— (hk)~ //aaxfxy)dsdt+(hk //aaxfx+ty—|—s) 0,9, f (x, ) ds dt.

Den ersten Summanden konnen wir leicht berechnen

k rh k
(hk)~! /0 /O 3,0 f (x, y)dsdt = ™! /O 3,9+ f (x, y)dt = 3,9, f (x,1).

Da die zweiten Ableitungen stetig sind existiert fiir jedes € > 0 ein 6 > 0 mit

fiir [t| <6 und [s| < 4. Fiir |h| < 6 and |k| < ¢ folgt

k rh 4 k rh
0 /O (ayaxf(x+t,y+s)—ayaxﬂx,y))dsdt’g(hk) /O /0 edids < .

Es folgt
[I—0y0:f(x,y)| <e
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und genauso auf der rechten Seite

[I—o0x0yf(x,y)| <e

und damit
|0y0xf(x,y) — 0x9y f(x,y)| < 2

und das fiir jedes € > 0. Dann aber miissen beide Ausdriicke gleich sein. O
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6. Vorlesungswoche
Satz 7.4. Ein stetig differenzierbares Gradientenvektorfeld F gendigt
O;F = 0;F/
Beweis. Sei F ein Gradientenvektorfeld mit Stammfunktion f. Dann ist
F =of
Die Aussage folgt mit dem Satz von Schwarz. O

Die Umkehrung gilt nicht unbedingt. Wir kénnen jedoch mit folgendem Verfahren versuchen,
eine Stammfunktion zu finden. Wir testen das Vektorfeld auf die Bedingung des Satzes. Ist die
Bedingung erfiillt so suchen wir schrittweise eine Stammfunktionen, in dem wir nacheinander

iiber die einzelnen Koordinaten integrieren.

Definition 7.5. Sei E ein Vektorraum. Wir nennen eine Menge D C E sternformig beziiglich

X0 wenn aus x € D folgt dass die Strecke von xg nach x in D liegt.
Jede konvexe Menge ist sternférmig beziiglich jedes ihrer Punkte. Die Umkehrung gilt nicht.

Satz 7.6. Die Menge D C R" sei offen und sternformig. F : D — R" sei ein stetig differenzier-
bares Vektorfeld mit
0;F/ = o;F'

in D fir allei,j. Dann hat F eine Stammfunktion.

Beweis. Wir betrachten zunzchst ein Quadrat [0,1]> C D C R?. Behauptung: Fiir x in dem
Quadrat gilt

X1 X2 X2 X1
/ Fl(t,O)dH—/ Pz(xl,s)ds—/ PZ(O,s)ds—/ FY(t,x,)dt = 0
0 0 0 0

1) Daraus folgt die Aussage des Satzes zunichst in zwei Dimensionen: In jedem Quadrat Q
definieren wir eine Stammfunktion fo durch die Integration erst in x1, und dann x;. Aus der
obigen Identitét folgt

dhfo=F, ofg=F

wenn wir die linke Seite nach xp bzw die rechte Seite nach xq differenzieren. Ausgehend von einem
Punkt setzen wir die Stammfunktionen in Quadraten zusammen. Diesen Teil des Argumentes
fithren wir nicht vollsténdig aus.

2) Fiir beliebige Dimensionen betrachten lassen wir jeweils n — 2 Argumente fest und betrachten
sie als Parameter. Diesen Teil des Argumentes fithren wir nicht aus.

3) Wir rechnen die Behauptung fiir konstante und fiir lineare Funktionen nach. Zur Vereinfachung

der Notation zeigen wir nur

(7.1) /01 Fl(t,o)dt+/01 F2(1,s)ds—/01 Pz(O,s)ds—/Ol Fl(t,1)dt = 0
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4) Nach Annahme ist 9;F/ stetig. [0,1]? ist kompakt, also ist F gleichmissig stetig und fiir alle
¢ > 0 existiert § > 0 mit
IDF(x) — DE(y)|lns < ¢

fir |x —y| <é.
5) In kleinen Quadraten Q = [x1,x1 + 5] X [x2, X2 + s] der Kantenldinge s < ¢ definieren wir

go(y) = F(y) — (F(x1,x2) + DF(x1, x2) (yl B x1> .
Y2 — X2

Nach 3) folgt (da die Aussage fiir konstante und lineare Funktionen stimmt)

Y Y y Y
I:/ 1Fl(t,xz)dtjt/ 2F2(y1,t)dt—/ 2F2(x1,t)dt—/ CFU(t, o) dt
X X2

1 X2 X1
Y y
:/ ] Gl(t,x2) — G (t, yo)dt +/ ’ G?(y1,t) — G*(xy1, t)dt
X1 X2
Nach dem Hauptsatz existiert ein T zwischen x; und y, mit
Gl(t, xz) — Gl(t,yZ) = azcl(i’, T) = azP(t, T) — 82F(x1,y1)

und daher
G (t,32) — G (t y2)| < s

Damit folgt
(7.2) 1| < 2es?

6) Wir unterteilen das Einheitsquadrat in Quadrate der Kantenldnge s < 6. Wir veréindern den
Integrationsweg nun rekursiv Quadrat um Quadrat. Die Unterschiede sind jeweils maximal 2es?.

Es gibt s2 kleine Quadrate. Insgesamt erhalten wir

1 1 1 1
/ Pl(t,o)dt+/ P2(1,t)dt—/ Fz(O,t)dt—/ Fl(t,l)dt‘ <2
0 0 0 0

fiir jedes € > 0. Daraus folgt (7.1).

8 Lokale Extrema

Definition 8.1. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Funktion f : X — R besitzt ein lokales

Maximum in a € X, falls v > 0 existiert mit

f(x) < f(a) falls d(x,a) <.

f besitzt ein lokales Minimum falls v > 0 existiert mit

f(x) > f(a) falls d(x,a) <r.

Dann heifit a lokale Maximal- oder Minimalstelle. Die Extremalstelle heif§t isoliert, wenn oben
fir x # a,d(x,a) < r die strikte Ungleichung gilt.
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Satz 8.2. Seien D C R" offen und a € D eine lokale Extremalstelle in a. Ist f in a total
differenzierbar so folgt Df(a) =0 und V f(a) = 0.

Ein Punkt a heiBt kritischer Punkt falls Df(a) = 0.

Beispiele
1) f(x,y) = 2> +y* auf K= {(x,y)|[x| + |y < 2}
2) f(x,y) = x> — y?, K wie oben.
3) f(x,y) = xy, K wie oben.
4) R" 3 x — [x]* — |x|*

Ist f: D — R zweimal stetig differenzierbar so nennen wir die symmetrische Matrix der zweiten

Ableitungen Hessematrix,

(8.1) Hf(x) = (3% (x))1<ijen

Ist a ein kritischer Punkt und 7 ein Weg mit y(f) = a, so folgt
d
% Foy(to) = Df(a)7(t) =0

und
dz d ! ! T !
gt erlte) = ZDf(v(1)7' (1) = (k) Hf(a)7' (ko)
a
Definition 8.3. Eine reelle symmetrische n X n Matriz A heifit positiv semidefinit falls
xTAx >0 fiir alle x € R"
und positiv definit falls zusdtzlich

xTAx >0 fiir alle x € R"\{0}.

Sie heifit negativ semidefinit falls —A positiv semidefinit, und negativ definit falls —A positiv

definit ist. A heifit indefinit, wenn es weder positiv noch negativ semidefinit ist.

Satz 8.4. Sei D C R" offen, f : D — R zweimal stetig differenzierbar, a € D ein kritischer
Punkt und A = Hf(a) die Hessematriz.

1) Ist a ein lokales Mazimum so ist A negativ semidefinit.
2) Ist a ein lokales Minimum so ist A positiv semidefinit.
3) Ist A positiv definit so ist a ein isoliertes lokales Minimum.
4) Ist A negativ definit so ist a ein isoliertes lokales Maximum.

5) Ist A indefinit so ist a kein lokales Extremum.

Beispiele
1) flx,y) =x* -y~
2) f(x,y) =x*+y~
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7. Vorlesungswoche

Eine Anwendung: Eine Orthonormalbasis fiir selbstadjungierte (symmetrische) Matrizen.

Satz 8.5. Die reelle (komplexe) Matriz A sei symmetrisch (selbstadjungiert). Dann existiert eine
Orthonormalbasis aus Figenvektoren und A ist diagonalisierbar. Figenvektoren zu verschiedenen

FEigenwerten sind orthogonal.

Beweis. Wir definieren
¢(x) = xT Ax

Diese Funktion ist stetig und beliebig of stetig differenzierbar. Alle zweiten Ableitungen sind kon-
stant. Wir defineren die n — 1 dimensionale Sphire als Rand des Einheitsballes, $"~! = 9B;(0).
Als Rand einer Menge ist $"~! = B;(0) N IR\ B;(0) abgeschlossen, da der Schnitt abgeschlosse-
ner Mengen abgeschlossen ist.

AufBerdem ist S"~! beschrinkt, und daher kompakt.

Nach dem Satz vom Maximum nimmt ¢ eingeschrinkt auf $"~! das Maximum in einem Punkt
v1 € 8" 1 an, d.h.

p(x) < p(v1) fiir alle x € 8" 1,

Damit erhalten wir in R” fiir x # 0

o0 = ax = () A () < ePoton

|x
Wir definieren
/\1 = (I)(’Ul).

Sei f(x) = ¢(x) — A|x|%. Dann ist f(v7) = 0 und f(x) < 0. f nimmt in v; das Maximum an.
Die Funktion f ist stetig differenzierbar und daher Df(v1) = 0. Wir berechenen die Ableitung
0 = Df(v1)h = 2hT (Avy — Aoy).

Wir wihlen fiir & alle Vektoren einer Basis und sehen dass

AU1 = /\101.

Damit ist v1 ein normalisierter Eigenvektor zum Eigenwert A;.

Wir bezeichnen den Untervektorraum der zu v1 orthogonalen Vektoren mit E; und wiederholen
das Argument in E;. E; N S" ! ist abgeschlossen und beschriinkt, also kompakt, und es existiert
vy € E; mit |v2] = 1 und ¢(x) < ¢(v2) := Ay fiir alle x mit |x| = 1 und (x,v7) = 0. Dann
nimmt

f(x) = ¢p(x) = A x|?

auf E; das Maximum 0 in v, an. Wir erhalten fiir & € E;

0= th(”()z) = ZhT(A’(')g — )\202).
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Auflerdem gilt aufgrund der Symmetrie
(v1, Avy — Apvp) = (Avy,v2) — Aa(v1,02) = (A1 — Aq)(v1,02) =0
da die Vektoren orthogonal sind. Wie oben folgt
Avy = A0
Die volle Aussage folgt rekursiv. O
Sei V die Matrix, die Eigenvektoren als Basis hat. Es folgt
VTV = 1Ra

und V7T ist die inverse Matrix. Auerdem gilt

MO ... 0
pray— | 00 o 0
0 0 .. A
und
MO 0
a-v|? " "l
0 0 .. A

Satz 8.6. Die symmetrische Matriz A ist genau dann positiv definit wenn alle Figenwerte > 0

sind und positiv semidefinit wenn alle Eigenwerte > 0 sind.

Eine Anwendung: Bestimmung der Brennpunkte eines Kegelschnittes. Fin Kegelschnitt wird

durch die Gleichung
(x,y)A (x) + (b, <x>> +c=0
Yy y

beschrieben. Sei A positiv definit. Dann hat A zwei positive Eigenwerte A; > A, > 0, und

zugehorige orthonormalen Eigenvektoren v; und v,. Nach einer Translation um

L,
_EA b

hat die Gleichung die Form

wobei
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Lokale Extrema

Wir wechseln die Koordinaten

X
= sv1 + tvy
(y )

was eine Drehung oder eine Drehspiegelung ist. In diesen Koordinaten gilt

(x,y)A <x> = /\152 + Aztz
y
und die Gleichung der Ellipse wird
MsZ+ A2 +6=0.

Die Losungsmenge ist leer wenn ¢ > 0, sie besteht aus s = t = 0 wenn ¢ = 0 und sie ist
eine Ellipse deren Achsen die Koordinatenachsen sind wenn ¢ < 0. Die Lingen der Achsen sind
(—éA1)~Y2 und (—&A;)"'/2. Die Brennpunkte liegen auf der lingeren Achse der Linge A;l/z
und haben die Koordinaten (0, +-tp). Wir testen die Definition der Ellipse an den Punkten der
Ellipse auf den Achsen:

—eA = + A

to =/ —eA t —eah.

In den (x,y) Koordinaten ist der Mittelpunkt —%A‘lb und die Brennpunkte sind

1, IR
—5A /A=A o,

Diese Geometrie begriindet den Namen Hauptachsentransformation fiir den Satz 8.5.

und erhalten

8.1 Minimale Abstidnde

Gegeben seien drei nicht auf einer Geraden liegende Punkte einer Ebene. Wir suchen einen

vierten Punkt, so dass die Summe der Abstinde minimal wird.

Lemma 8.7. Das Mimimum wird in genau einem Punkt angenommen. Die Winkel der Strecken

von d nach a, b und ¢ haben jeweils einen Winkel von 120 Grad.

Beweis. Die Punkte seien a4, b und ¢ und der gesuchte Punkt d. Wir iiberzeugen uns dass die
Summe der Absténde jedenfalls nicht minimal ist, wenn d mit einem der drei anderen Punkte

iibereinstimmt. Die Summe der Absténde ist stetig. Die Menge
{deR?:|a—d|+b—d|+|c—d|} <|a—b|+|a—c|}

ist beschrankt und abgeschlossen und daher kompakt. Also wird das Minimum angenommen.
Die Funktion
f(d) = la—d|+|b—d]+|c—d|
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Lokale Extrema

ist auflerhalb von a, b und ¢ differenzierbar. Die Gradient ist

d—a d—>b d—c

d—a Fla—e Fla—a =

Die Aussage iiber die Winkel folgt aus der Behauptung:

Die Summe dreier Vektoren der Lange 1 ist genau dann Null, wenn die Winkel 120 Grad betragen:
Je zwei Vektoren haben gleichen Abstand von der durch den dritten Vektor definierten Geraden.
Dann mufl der Kosinus des Winkels —% sein - und der Winkel :I:ZT".

Die Eindeutigkeit folgt aus elementaren geometrischen Uberlegungen.

Wir betrachten nun das Problem des Abstands von der Kugeloberfliche und Ellipse.
Beispiel: Welcher Punkt auf der S? ist am nichsten an (2,2,1)7? Welcher ist am weitesten

entfernt? Kénnen wir diese Frage als Extremwertaufgabe fiir Funktionen formulieren?

8.2 Kurven, Flachen und Untermannigfaltigkeiten

In diesem Abschnitt werden wir die Objekte nicht rigoros definieren.
Wir betrachten zunéchts Kurven. Der einfachste Fall sind eindimensionale Untervektorrdume

von IR? und R3. Diese kénnen durch

1) die Angabe eines Vektors, der nicht Null ist
2) durch n — 1 unabhéngige lineare Gleichungen im R"

3) als Graph einer Abbildung von R — R*~!

gegeben sein.

Allgemeiner wird ein d dimensionaler Untervektorraum des IR” durch

1) die Angabe von d linear unabhéingigen Vektoren
2) durch n — d unabhéngige lineare Gleichungen im R”

3) als Graph einer Abbildung von RY — R"~¢

defininert.

Beispiel Ellipse.

1 1
(82) flx) = gx% + §x§ =1

Das ist die Beschreibung als Quadrik. Wir stellen fest: V f(x) # 0 auf der Kurve.

5 0= (5t
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Lokale Extrema

Das ist eine Parametrisierung als Bahn eines reguldren Weges.

()

Das ist die Definition einer Ellipse als alle Punkte, fiir die die Summe der Abstidnde zu zwei
Punkten eine gegebenen Zahl ist. Wieder gilt Vg(x) # 0 auf der Ellipse.

(8.5) Xy = £4/1—x3/25, fiir |x1] <5

Das ist die Beschreibung als Graph, was aber nur in zwei Teilen moglich ist.

(8-4) glx) = =10

Sowohl (8.5) und (8.3) eignen sich um Extremwertaufgaben auf Kurven und Fléchen in solche
auf Teilmengen des IR umzuformulieren.

Analog konnen wir die Sphire S? C IR? beschreiben

(8.6) flx):=|x*-1=0
(8.7) x3=4y/24+x3  F4+d<1
(8.8) x1 = sinf cos ¢, x; = sinfsinp, x3 = cos(h), 0<0<m

Hier entspricht 8 — 71/2 der geographischen Breite und ¢ der geographischen Lénge.

Eine Kurve im R3 kann durch zwei Gleichungen beschrieben werden.

Wir betrachten jetzt d Gleichungen im R”, d.h. eine Abbildung F : D — RY, D C R”". Die
Abbildung F sei total differenzierbar. Wir nennen Urbilder von Punkten Niveaumengen. Ist -y

ein Weg in einer Niveaumenge zum Niveau y € RY so folgt

und nach der Kettenregel

Wir kénnen diese Gleichung lesen als

(VE(y(1),7'(t)) =0

fiir alle t im Definitionsbereich und 1 <j <d.

Wir interpretieren die Vektoren /(t) als Tangentenvektoren der Niveaumenge im Punkt 7(t)
und bezeichnen den von ihnen aufgespannten Teilraum als Tangentialraum der Niveaumenge in
diesem Punkt. Dann bietet die Gleichung die Interpretation: Der Gradient der Komponenten
von F steht senkrecht auf dem Tangentialraum der Niveaumenge.

Wir betrachten die obige Ellipse

1 1
f(x)ZEx%+§x§:1
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Lokale Extrema

Wir berechnen

251
(8.9) Vfx) =13
9%2
und
7(t) = (=5sin(t) 3cos(t))
und wir verifizieren die obige Orthogonalitéit

25cos
<<255 (t>> , (—5 sin(t) 3cos(t))> =0

23sin(t)

Wir suchen nun den zu (1,1)7 niichsten Punkt auf der Ellipse. Dann muf

2
h(t) = ( Scost—1 ) ‘ = 25cos?(t) — 10cos(t) + 1+ 9sin?(t) — 6sin(t) + 1

3sin(f) —1

extremal sein, also h'(t) = 0. Das fiithrt auf eine Gleichung vierter Ordnung.

Wir suchen also einen Punkt auf der Ellipse, fiir den V|x — (1,1)7|?

tialraum steht, d.h. der ein Vielfaches von (8.9) ist. Wir suchen also x und A > 0 mit

senkrecht auf dem Tangen-

f(x)=0
Vix—(1,1)T] = AVf(x)
also

1 1
g.X%"‘ §x% =1

X1 — 1 B 5 D)
(xz _ 1> =A (gXl §x2>

Die Zahl A heifit Lagranger Multiplikator.

Oft interessiert man sich fiir die Existenz von Minimalstellen von Funktionen auf IR”.

Satz 8.8. Sei f : R" = R stetig. Fiir alle C > 0 sei
{x|f(x) <C}
beschrinkt. Dann wird das Minimum angenommen.

Wie so oft in der Mathematik ist die Theorie der lokalen und globalen Extremalstellen einerseits
wichtig fiir das strukturelle Verstédndnis - wann existieren Minimalstellen - und andererseits fiir

die Berechnung - wie finde ich Extremalstellen? Wie finde ich approximative Extremalstellen?
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Der Satz iiber inverse Funktionen

8. Vorlesungswoche

9 Der Satz tiber inverse Funktionen

Wir betrachten nichtlineare Gleichungssysteme

flx)=y

und fragen uns, wann diese Gleichung fiir gewisse oder alle y 16sbar oder eindeutig 16sbar ist.
Die kurze Antwort ist:

Ist f stetig differenzierbar, und ist Df(xg) invertierbar, so ist f in einer Umgebung invertierbar.

Definition 9.1. Es seien D und U in R" offene Mengen. Fine k mal stetige bijektive Abbildung
YU — D heift Ck Diffeomorphismus, falls auch die Umkehrabbildung k mal stetig differen-

zierbar ist.

Satz 9.2 (Satz von der inversen Funktion). Es sei D € R" offen und f : D — R" stetig
differenzierbar. Sei xo € D und Df(xo) invertierbar. Dann existieren offenen Mengen U C D
und V. C R" mit xo € U und f(x0) € V so dass

flu:uU—Vv
bijektiv ist. Auflerdem ist die Umkehrabbildung
g:V-Uu
stetig differenzierbar und es gilt firy € V

Dg(y) = (Df(g(y))) "

Die Abbildung g ist k mal stetig differenzierbar (k > 1) wenn f k mal stetig differenzierbar ist.

Der zentrale Teil des Beweises ist die Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes 3.7, mit
dessen Hilfe wir sehen, dass jeder Wert in der Néhe von f(xp) angenommen wird.

In einer Raumdimension folgt diese Aussage einfacher mit dem Zwischenwertsatz.

Beim Rest des Beweises sind die Unterschiede zwischen einer und mehreren Dimensionen klein.
Die Bedeutung des Satzes liegt darin, dass wir die Umkehrfunktion nicht angeben miissen. In
einer Raumdimension kennen wir das Vorgehen: Die Exponentialfunktion kann als Umkehrfunk-
tion des Logarithmus definiert werden, der wiederum die Stammfunktion von 1/x ist, die in der
Null verschwindet.

Der Sinus kann als Umkehrfunktion des arcsin definiert werden, fiir den wir wiederum eine

Integraldarstellung haben.

Beweis. 1. Schritt: Vereinfachung. Wir definieren

f(x) = (Df (x0)) 7 (f (x0 + x) = f(x0))
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Der Satz iiber inverse Funktionen

Damit erreichen wir
f(0)=0, DFf(0) = 1gn.

Wir zeigen die Behauptung fiir f . Ist § die Umkehrabbildung von f , SO ist

g(y) = xo+ §(Df (x0) ' (y — f(x0))

die Umkehrabbildung von f.

Es geniigt, die Existenz der Umkehrabbildung fiir f und die Differenzierbarkeit der Umkehr-
abbildung in 0 mit der Abbildung 1grs zu zeigen. Daraus folgt die gewiinschte Formel fiir die
Ableitung der Umkehrfunktion in f(xg), und damit mit dem gleichen Argument in jedem Punkt
in einem kleinen Ball um f(x).

Die Abbildung

y — Dg(y) = Df(g(y)) ™"
ist als Verkettung stetiger Abbildungen

y — g(y) = Df(g(y)) — Df(g(y)) ™"

und stetig differenzierbar wenn D f stetig differenzierbar ist als Verkettung stetig differenzierbarer
Abbildungen. Rekursiv erhalten wir k mal stetig differenzierbare Abbildungen wenn f k mal stetig
differenzierbar ist.

Wir lassen ~wieder weg und nehmen an:

f(0) =0,Df(x) = 1g»

Zu zeigen ist die Existenz der Umkehrabbildung und ihre totale Differenzierbarkeit in 0.

Fiir gegebenes y suchen wir x mit

x=]J(x) =y - (fx) —x)

Dazu wollen wir den Banachschen Fixpunktsatz anwenden.

Da f total differenzierbar ist existiert r; > 0 mit

1
8(x) = |f(x) = Df(0)x] < S x|
fiir |x| < 7. Da f stetig differenzierbar ist existiert ' > 0 mit

|Dg(x)||ns = [|Df(x) — Df(0)]lop < %

fir |x| < rp. Wir definieren r = min{r,7' }, X = B,(0) und fiir |y| < r/2

J: X=X, J(x)=y—g(x)
J(x)| =y —g(x)| < [yl +1g(x)| < £+%|X| <r
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Der Satz iiber inverse Funktionen

fiir x| < r bildet J X auf sich ab. Da B,(0) abgeschlossen ist ist X vollstindig. Wir zeigen: | ist
eine Kontraktion. Dazu betrachten wir x und x1 € X. Ist J(x2) = J(x1) so ist nichts zu zeigen.

Im anderen Fall definieren wir

Der Vektor w hat die Lange 1 und

[J(x2) = J(x1)| = (w, J(x2) — J(x1))

Wir definieren
h(t) = (w, J(x1 + t(x2 — x1)) — J(x1))-
Dann gilt

[J(x2) — J(x1)| =h(1) — h(0)

/01 W (s)ds

/Ol<w, DJ(x1 + s(x2 — x1))(x2 — x1))ds

1
S/0 |wl||DJ(x1 +s(x2 — x1)|lop|x2 — x1|ds
1
< Zlyn —
_2|x2 x1|
da fiir |x| <r

1
IDI()lop < IDF(x) = Lrelop < 5.

Nach dem Banachschen Fixpunktsatz existiert genau ein Fixpunkt x € X mit

x=]J(x) =y—f(x)+x

was zu f(x) = y equivalent ist.
Schritt 3: Konstruktion der Umkehrabbildung Sei nun fiir i = 1,2

f(xi) =y
Dann folgt
Xo—x1 = Y2 —y1—J(x2) = J(x1)
und
2= x| < ly2 =il + ] (x2) = J(x1)| < [y2 — | + %\9@ —X
und daher

X2 — x1] < 2|y2 — 1

Wir definieren die Umkehrabbildung ¢ : B,/2(0) — B,(0). Wir definieren V = B,,»(0) und U
als das Bild unter g. Als Urbild von V' unter der stetigen Abbildung fp (o) ist U offen. Dann ist
flU : U — V bijektiv und g die Umkehrabbildung. Nach der obigen Rechnung gilt

18(y2) — g(y1)| < 2ly2 — y1l-
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Schritt 4: Differenzierbarkeit der Umkehrabbildung in 0
Zu zeigen ist also: g ist in Null total differenzierbar und DG(0) = 1.
Aus der totalen Differenzierbarkeit folgt: Fiir jedes € > 0 existiert § mit

[f(x) = x| <efx]
fir |x] <6. Aus y = f(g(y)) erhalten wir

ly =8| <If(gy) —gy)| <elg(y)| < 2ely|

und damit ist ¢ in Null differenzierbar mit Ableitung 1.
O

Die Formel fiir die inverse Abbildung erlaubt die Berechnung hoherer Ableitungen. Die Berech-
nung ist jedoch aufwindig.

Fir n = 1 erhalten wir

o = _L1E®)

NAGE

Fiir allgemeines n ergibt sich die komplizierte Formel

m

hagm(y) = Y. (DF(EW))ix(DFEWN)5 (PF(8(Y))) iy 05 fis (§(1))-

i1,i2,i3=1

Beispiele:

1) Die komplexe Exponentialfunktion. Wir teilen sie in Real- und Imaginarteil auf

x cos(x
F(E ) = e [0
X sin(xp)
X1 e" cos(xy) —e*1sin(xy)
Df ( - X1 o X
X2 e“lsin(xp) €' cos(x)
Die Determinante ist e>*1. Sie verschwindet nie. Es gibt eine lokale Umkehrfunktion g(y1, y2)
, der komplexe Logarithmus. Seine Ableitung ist
Y1 Y2

2 2 2 2
_ Y1ty Y1ty
Dg(yry2) = | "2

Vity;  itys

Der Gradient der ersten Komponenten ist

N
yitys
Y2
yity;

mit der Stammfunktion In(y? + y3)!/? und der der zweiten ist

—y

yity;
m

vty

Hier ist die Stammfunktion der Winkel, der Argument genannt wird, bzw der arctan(y2/y1)
fiir Y2 > 0.
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2) Polarkoordinaten.

Im letzten Kapitel haben wir gesehen, daff wir Flichen und Kurven auf verschiedene Arten

beschreiben kénnen. Ist eine Flidche durch eine Gleichung
F(x1,x2,x3) =0

gegeben, so stellt sich die Frage, wann und ob wir nach die Gleichung nach einer der Variablen
auflésen kénnen. Unsere bisherige Erfahrung legt nahe, dass wir uns an linearen Gleichungssys-
temen orientieren, also an

ai1x1 +axx; +asxz =c¢

Diese Gleichung kénnen wir genau dann nach x3 auflosen wenn as # 0 ist. In diesem Fall ist

1
X3 = f(C — a1 x1 — ElzXz).
as

Wir fassen das Problem allgemeiner und teilen die Koordinaten des IR” in zwei Gruppen auf:
Wir setzen x € R? und y € R™ mit d +m = n zu einem Vektor in R” zusammen. Ein lineares
Gleichungssystem der Form

Bx+Cy=z

ist nach y auflésbar wenn C invertierbar ist. Dann gilt
y(x) = C"}(—Bx +z).
Wir betrachten eine nichtlineare Version davon. Sei
F:D—R"

eine stetig differenzierbare Abbildung mit D C R". Wir schreiben F(x,y) und DF = (DyF, D,F)
ist eine m x n Matrix, die wir in Blockgestalt mit einer Matrix D,F der Dimension m X d und

DyF der Dimension m X m schreiben. Wir betrachten einen Punkt (x0,40) € D mit

F(JCO, yo) =0

und versuchen, die Gleichung fiir x in einer Umgebung von xp nach y aufzulésen als Funktion
y(x). Die Erfahrung mit linearen Gleichungen lehrt dass wir die Annahme D, F(xo, yo) invertier-

bar treffen sollten.

Satz 9.3 (Satz von der impliziten Funktion). Unter diesen Voraussetzungen existieren
1) Eine offene Menge U C RY und eine offene Menge V.C R™ mit xog € U und yoe V.
2) FEine stetig differenzierbare Abildung ¢ : U — V

so dass
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o F(x,p(x))=0
exclUyeV,Flx,y) =0 =y=1y(x).

Auferdem gilt
Dy(x) = —(DyF)~!(x, (x)) DxF(x, (x))-
Ist F k mal stetig differenzierbar, k > 1, so gilt das auch fir .

Beweis. Wir fithren die Aussage auf den Satz von der Inversen Funktion zuriick und ergénzen

F durch das Gleichnungssystem

flx,y) = <F(x,y)> =zeR"

Df _ 1]Rd O
D.F D,F

und die Matrix ist genau dann invertierbar wenn Dy F invertierbar ist. Die inverse Matrix ist

_ 1ra 0
(D)™ = <—(DyPH;1DxF (DyF)1>

In Blockschreibweise ist

Wir konnen also

flxy) =z

X
fiir z in einer kleinen Umgebung von 00 auflosen. Sei ¢ die Umkehrabbildung des Satzes von

der inversen Funktion. Wir schreiben dann

o=s((3)

Diese Funktion hat die gewiinschten Eigenschaften. Die Ableitung lesen wir aus der Ableitung
von g ab.
Mit der Kettenregel gilt

0 = D.F(x,y(x)) = (DF)(x,p(x)) + (DyF) (x, $(x)) Dy ()

und damit erhalten wir die Formel fiir die Ableitung.

Die hohere Regularitdt erhélt man rekursiv. O

Beispiele.

Es sei A eine symmetrische n X n Matrix. Wir betrachten die Gleichung
(9.1) xTAx =1
Die totale Ableitung der linken Seite ist

2xTA
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Sie kann nicht verschwinden, da sonst xT Ax = 0x = 0 was der obigen Gleichung widerspricht.
Wir betrachten einen Punkt xg mit
X Axg =1

und (ng A), # 0. Dann kénnen wir nach dem Satz iiber implizite Funktionen (9.1) in einer
Umgebung von xg nach x, auflosen und x, als stetig differenzierbare Funktion der ersten n — 1
Variablen schreiben.

Konkret konnen wir Ellipsen betrachten.

Insbesondere sind die Beschreibungen

1) Niveaumenge eine stetig differenzierbaren Abbildung deren Ableitung maximalen Rang
hat

2) Eine Beschreibung mittels Parametrisierung
3) Eine Beschreibung als Graph, wobei die Koordinaten geeignet ausgewihlt werden miissen.

alle dquivalent.
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Der Jordan’sche Kurvensatz.

9. Vorlesungswoche

10 Der Jordan’sche Kurvensatz.

Wir betrachten einen stetigen injektiven Weg « : [a,b] — R?, d.h.

y(s) = 7(t) =>s=toders,t=a,b

Die Bahn von 7 ist beschréinkt und abgeschlossen, also kompakt. Wir nennen die Bahn eine

Jordankurve.

Lemma 10.1. Die Menge R?\(7y) ist eine Vereinigung von zwei offenen wegzusammenhdngen-

den Mengen. Genau eine davon ist unbeschrdankt.

Beweis. Wir beweisen den Satz fiir einen polygonalen Weg, d.h. wir nehmen an es gébe eine

Zerlegung, und die Ableitung von -y ist konstant auf den Intervallen der Zerlegung. Wir definieren

w0 =g et (o

Es gilt:

1) Aus () C Bgr(0) folgt f(x) = 0 fiir |x| > R. Das folgt aus der Existenz der Stammfunktion

in der geschlitzten Ebene, nach einer Translation um y.

2) Fiir jedes y € X existiert ein r > 0 mit f|p (,) konstant. Dazu betrachten wir ein einzelnes

Segment des Weges, das wir verschieben.
3) Die Funktion f ist auf jeder Strecke konstant, die (y) nicht trifft,

4) Sei X, = {y € X : Es existiert x € (77) mit |x —y| < e. Ist € klein so zerfillt X, in jedem

Ball in zwei Teile, je auf einer Seite des Polygons

5) Liegen y; und yp auf verschiedenen Seiten, so folgt |f(y1) — f(y2)| = 1.

Sei xg € () und y; und y, in einem kleinen Ball um x mit |f(y1) — f(y2)| = 1. Seiy € X. Wir
verbinden y und xp mit einem Weg, der zu einem Zeitpunkt das erste Mal auf (vy) trifft. Wir
wiahlen einen Punkt in X, davor. Von diesem Punkt auf folgen wir -y, bis wir y; oder v, treffen.
Es folgt f(y) = f(y1) oder f(y) = f(y2). Also nimmt f nur zwei Werte an: 0 und 1 oder —1.
Die tibrigen Aussagen folgen schnell fiir den polygonalen Weg.

Wir skizzieren die Argumente fiir stetige Wege, ohne sie auszufithren. Sei jetzt 7 ein stetiger
geschlossener Weg und y € X mit B,(y) N (y) = {}. Sei a = ty < t1<t, < b eine Zerlegung
so dass die Bahn (7|, ,,,)) in einem Ball vom Radius r/2 liegt. Sei 7, der entsprechende
polygonale Weg. Wir definieren f(y) durch diesen polygonalen Weg. Verfeinerungen éndern den
Wert nicht. Also ist f wohldefiniert.
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Die polygonalen Approximationen sind im Allgemeinen nicht injektiv. Bei Uberschneidungen
lassen wir jeweils Schleifen weg.

O]

Wir betrachten eine Anwendung: Sei () = 9D ein zweimal stetig differenzierbarer regulirer
Jordanweg, D offen und beschrinkt, U eine offene Menge, die D enthiilt, f : U — R zweimal

stetig differenzierbar mit

1) Vf #0ondD
2) Vf(x) =0= Hf(x) ist invertierbar.

Wir nennen kritische Punkte, die keine lokalen Extrema sind, Sattelpunkte.

Dann ist die Zahl der lokalen Maxima minus die Zahl der Sattelpunkt plus die Zahl der Minima
1.

Wir fiir den Beweis nach der Zahl der kritischen Punkt.

Die Hohenlinien von Hohen, die keine Werten kritischer Punkte sind, sind Vereinigungen von
Jordankurven.

Wir betrachten die &duflere Hohenlinie. Bis wir entweder eine Maximalstelle oder einen Sattel
erreichen &ndert sich nicht. Im ersten Fall sind wir fertig. Im zweiten gibt es zwei Mo6glichkeiten:
Entweder zerfillt unsere Menge oberhalb des Sattelpunktes in zwei Teile. Dabei verlieren wir
einen Sattelpunkt und gewinnen eine Komponente. Aufgrund der Induktionsannahme kennen
wir die Aussage fiir beide Komponenten. Daraus folgt die Aussage in diesem Fall.

Im zweiten Fall gibt es unter dem Sattel eine innere geschlossenene Niveaulinie. Uber dem Sattel
gibt es wieder nur eine Komponente.

Beim Ubergang verlieren wir einen Sattel und eine Komponente, und die Aussage folgt wieder
aus der Induktionsannahme.

Dieser Beweis ist nicht ganz rigoros: Wir verwenden Aussagen iiber das Verhalten von Niveauli-
nien. Dieses folgt aus dem Satz iiber implizite Funktionen solange wir uns von kritischen Punkten
entfernt halten. Beim Sattelpunkt benotigt man das sogenannte Morselemma, das das Verhalten

der Hohenlinien in eine Umgebung des Sattels klart.

11 Differentialgleichungen

11.1 Wachstumsprozesse

Wir betrachten Funktionen x von t und bezeichnen die Ableitung beziiglich ¢ mit x. Eine Glei-

chung der Form

x =a(t)x

beschreibt einen Wachtumsprozess: Die Anderungsrate von x ist proportional zu einer gegebenen
Funktion a(t). Wir betrachten diese Gleichung auf einem Intervall (¢, d) und suchen eine Lisung,

die zu einer Zeit tg € (¢, d) einen gegebenen Wert xop annimmt.
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Differentialgleichungen

Beispiele sind:
1) Zerfallsraten radioaktiver Substanzen, fiir die a nicht von t abhéngt.
2) Wachstumsraten von Populationen, solange es keine begrenzenden Faktoren gibt
3) Kontinuierliche Zinsrechnung.

4) Die Exponentialfunktion x(t) = e’ geniigt einer Gleichung dieser Form.

Sei x(t) eine stetige differenzierbare Funktion, die der Gleichung geniigt. Dann ist - falls x(f) # 0

d X
alf\\x(t” =3 a(t)

und daher ,
mmm—mmb/a@%
fo

also t
x(t) = elo ”(S)dsxg.

Umgekehrt definiert diese Formel eine Losung, die also auch eindeutig ist.

Im Fall einer Grenzpopulation betrachtet man auch
X =0b(g—x)x

mit b,g > 0. Es gibt die uninteressante Losung x = 0. Die Grenzpopulation ¢ wird nicht

{iberschritten wenn wir unterhalb starten. Wir betrachten x > 0 und definieren y = x~1. Es gilt
Y= —x"2%x=—x"2(bgx —bx*) = —bgy +b
Der Losung x = g entspricht y = 1/g. Wir definieren z = % — y < und berechnen
Z=—y=>bgy—b=>bgz.

Wir erhalten
z(t) = e%%'z(ty)

und jede Losung fithrt auf ein derartiges z. Es folgen

1 1

0= — — —

g Xo
und )
1 bot /1 1.\~
x(t) = —egt—) .

Wir suchen nun die allgemeiner Losung der allgemeine inhomogene Differentialgleichung

%= a(t)x + b(t)
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Differentialgleichungen

Sind x;, i = 1,2 Losungen, so geniigt y = xo — x1 der Gleichung

y=a(t)y

Wir stellen fest: Zwei Losungen der inhomogenen Losungen unterscheiden sich um eine Losung
der homogenen Gleichung. Umgekehrt, ist x eine Lésung der inhomogenen Gleichung, und y eine
Losung der homogenen Gleichung, dann ist x + y eine Losung der inhomogenen Gleichung.

Wir erhalten durch den Ansatz sogenannten Variation der Konstanten die Lésung der inhomo-

genen Gleichung mit x(ty) = to:

x(t) = xoeffg a(s)ds ej 947p (s)ds.

to
Eine direkte Rechnung zeigt dass wir so die Losung der Differentialgleichung mit dem gewiinsch-
ten Anfangswert erhalten.
Wir kénnen die Exponentialfunktion als eindeutige Losung einer Differentialgleichung charakte-

risieren: Die Exponentialfunktion ist die Losung der Differentialgleichung
X=x

mit x(0) = 1.

Wir betrachten zwei Approximationen fiir diese Gleichung.

1) Ein Fixpunktiteration. Nach dem Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung geniigt
jede Losung der Differentialgleichung mit x(0) = 1 der Integralgleichung

t)=1 +/0tx(s)ds
=1+ /Otf(s)ds

abbildet. Ausgehend von ¥ = 0 erhalten wir

X)) =x(t) =1+ /Otf(s)ds =

Wir betrachten die Abbildung, die ¥

ausgehend von ¥ = x¥
x(t) = x( —1—|—/ ds-1+/1d5—1—|—t
ausgehend von ¥ = x!
2 1,
x°(t) = x( —1—1—/ ds—1+/1+sds—1+t+2

Rekursiv ergibt sich

I, opm
)= Lo
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Systeme linearer Differentialgleichungen erster Ordnung

Diese Reihe konvergiert gegen die Exponentialfunktion.
2) Ein Eulerverfahren. Sei t > 0, M eine ganze Zahl § = t/M und t; = jé. Ist § klein, so kénnen

wir im Folgenden das Integral ersetzen und machen dabei nur einen kleinen Fehler:
tit
x(tin) = x(t) + /t x(s)ds ~ 8x(t})
j

Wir betrachten das Rekursionsverfahren
Xjp1 = Xj+ 5x]-

mit xg = 1. Es folgt mit Information aus Analysis

M
xvy= |1+ i — e
M M .
In etwas anderer Gestalt ist dieser Grenziibergang Schulinhalt: Der Wert des Kapitals bei der

Zinseszinsrechnung konvergiert beim Ubergang zu kleinen Zeitabstinden gegen eine Exponenti-

alfunktion.

12 Systeme linearer Differentialgleichungen erster Ordnung

Einige Beobachtungen kénnen auf allgemeinere Differentialgleichungen iibertragen werden. Es
sei A(t) eine n x n Matrix, und b(t) ein Vektor im R”, die beide stetig von f abhéngen.

Das Differentialgleichungssystem
x=A(t)x + b(t)

wird inhomogene lineare Differentialgleichung genannt. Ist b = 0 so nennen wir die Gleichung
homogen. Sei zundchst b = 0 und A unabhingig von t. Fiir xp € R" suchen wir eine Lésung mit

Hilfe des Iterationverfahrens aus dem letzten Abschnitt. Wir erhalten wieder

. i1
x] = Z thAme.

m=0

und definieren

La
5!

Lemma 12.1. Die Reihe

et = i]l = lim Z A]

i=0 N—)oo] 0]

konvergiert fir all n X n Matrizen.

Beweis. Mit
|ABllop < l|AllopIBllop

erhalten wir

1A llop = IAAT Hlop < | Allopll A [lop-

60



Systeme linearer Differentialgleichungen erster Ordnung

Mit vollstdndiger Induktion ergibt das
1A llop < [|All6,-

Wir bendtigen die Abschétzung

iy i
12.1 =) <<=
aus der Analysis 1 fiir j > 4. Wir berechnen fiir N > M > 3||Al|o,

1 w4 =) =Alop = Y. 4lop

=0/ =0/ j=M+1/°
N

1

<Y oq

j=M+1/"

N
< ) !

(12.2) i

j=M+1

147 ]lop

.

M
_ <3HAuop> M
M) M-3[4fo,

—0 as M — oo
Daher sind die Partialsummen eine Cauchyfolge und konvergiert.

Wir betrachten Beispiele.

MO 0

0 M 0
: : e 0 0
(12.3) MAoo o) [0 e 0
0 0 e

24 e( )
( . ) ( >
( ) —
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Systeme linearer Differentialgleichungen erster Ordnung

0t 0
00 ¢ L op
(12.6) N0 0) g
00 1

sint cost

(12‘7) . t 0 _ (COSt — sin t)
Insbesondere ist
0 -1 0 -1 00
cosl —sinl 1 0 0 0 1 0 1 -1 1 0 0 -1
) =e #e e = =
sinl cosl1 1
(12.8)

Lemma 12.2. Seien A und B Matrizen mit

AB = BA
Dann folgt

Beweis. Wir entwickeln beide Seiten:

(o] oo ] )
z}l(AJrB]—ZZ]l'()AIB]‘Z

N‘H

AlBi—!

L L - B

j=01=0
i\ _
I nG-nr

d fA AetA_eAA
dt

Die Aussage folgt mit

und Koeffizientenvergleich.

Lemma 12.3. Es gilt
Beweis. Da

ettt A _ tAhA

geniigt es, die Ableitung
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Systeme linearer Differentialgleichungen erster Ordnung

zu berechnen. Dieses wiederum folgt aus
et — (1+tA)|op — 0 mit £ — 0
Nun gilt
(1+1tA) Z Af

und wie bei (12.2)
2

2-— 3tHA HOp
falls t||Al|op < 2. Daraus folgt die Differenzierbarkeit. O

3
e = (1 4+ tA)lop < (GtllAllop)?

Wir erhalten eine Losung des Anfangswertproblems mit
x(t) = e'xg
Diese Lésung ist eindeutig.

Lemma 12.4. Fir jede Losung von
x = A(t)x

gilt
1x(£)] < |x(to \LOHA Mopds|

Insbesondere gibt es nur die triviale Losung zu dem Anfangswert x(ty) = 0.

Beweis. Sei t
— [ 1A® llopds
to

Die Aussage folgt aus

d

S B0 (D)2 < 26 2O A1) lop — ) |32 = 0

in dem betrachteten Intervall. Daher fallt
e"|x(t)]
monoton. n

Der Raum der Losungen hat also hochstens die Dimension n. Aus Satz 3.8 ergibt sich die Existenz

von Losungen zu gegebenen Anfangswerten.

Satz 12.5. Der Raum der Ldsungen von
x = Ax, x(0)=0

hat die Dimension n.
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Systeme linearer Differentialgleichungen erster Ordnung

Lemma 12.6. Die Losung x zu

151
t
x(t) = et Axg + [ (=50 4p(s)ds

to

Beweis. Der Beweis aus dem letzten Abschnitt iibertrigt sich. Hier wollen wir anders argumen-

tieren. Sei
y(t) = e Ax(t)
Dann folgt
y=—Ay+e (Ax+b(t)) = e b(t)
und

t

y(t) =y(to) + | e b(s)ds.

to

A

Wir wenden e an auf beide Seiten. O
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Differentialgleichungen mit getrennten Variablen

10. Vorlesungswoche

13 Differentialgleichungen mit getrennten Variablen

In diesem Abschnitt geht es um einen Schritt zur Beschreibung und oft zur Berechnung von L6-
sungen. Im Allgemeinen kann man Losungen von Differentialgeleichungen nicht explizit angeben.
Bei der hier betrachteten Klasse lassen sich Losungen durch Integral und Umkehrabbildungen
beschreiben. Weder lassen sich Integrale im Allgemeinen explizit angeben, noch gilt das fiir
Umkehrfunktionen.

Wir betrachten Systeme von Differentialgleichungen der Gestalt
(13.1) x = f(tx) x(to) = xo

wobei D C R x R" offen, ty € R, x € R", (to,x9) € D, und f : D — R”" stetig differenzierbar
ist.

Gesucht ist eine Losung, d.h. ein offenes Intervall (a,b) das ty enthilt, eine stetig differenzierbare
Abbildung x : (a,b) — R" deren Graph in D liegt, und die dem Anfangswertproblem geniigt.
In diesem Kapitel betrachten wir den Fall n = 1.

Differentialgleichungen der Gestalt

(13.2) 1= f(t)g(x)

mit stetigen Funktionen f und g werden als Differentialgleichung mit getrennten Variablen be-
zeichnet.

Ist g(xp) = 0 so ist x(t) = xp eine Losung. Sei g(x) # 0 und G eine Stammfunktion von 1/g.
Ist x eine Losung der Differentialgleichung (13.2) so gilt

26 (x(1)) = G (x(0)¥(1) = g (x(H)F (1) = (1)

und daher ist dann
Gox

eine Stammfunktion von f. Umgekehrt: Ist F eine Stammfunktion von f, und H eine Umkehr-

funktion von G, so ist
(13.3) x(t) = H(F(t))

eine Losung der Differentialgleichung. Wir berechnen

£ = H(FO)F (1) = g /O = SEOIF0).

Die Stammfunktionen sind nicht eindeutig. Durch die Wahl der Stammfunktionen kénnen wir
das Anfangswertproblem losen: Die Wahl F(fy) = 0 und G(xg) = 0 stellt x(ty) = x¢ sicher.
Offensichtlich hat jede Losung diese Gestalt - falls ¢(x) nicht Null ist.
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Differentialgleichungen mit getrennten Variablen

Satz 13.1. Es seinen I und | offene Intervalle, f eine stetige Funktion auf I und g eine stetige
Funktion auf | ohne Nullstelle. Zu ty € I und xg € | ¢ibt es ein offenes Intervall Iy C I mit
to € I so dass das Anfangswertproblem

1= f(t)g(x),x(to) = xo

genau eine Losung x(t) besitzt, die durch (13.3) gegeben ist.

Beispiele:
(13.4) X=—t/x
Hier ist g(x) = 1/x, G(x) = 3(x? — x3) ist eine Stammfunktion von 1/g. F(t) = —1#? ist eine

Stammfunktion von f und
H(y) = x5+ 2y

x(t) = £4/x3 — 12

eine Losung auf |t| < |xg|. Der Graph der Losung ist die obere oder die untere Hélfte der Kreises

Also ist

mit Radius |x|.

(13.5) X =1/|x]

Hier ist x = 0 eine Lésung. Wir erhalten F(t) = t+ C, G(x) = 2+ /x und H(y) = }y> Wir
erhalten die Losungen

1
x(t) = Z(t+c)2 fir  t> —C

und

xG%:—%U+CY fir t<—C

Fiir a < b ist

—(t—a)?/4 t<a
(13.6) x(t) = 0 a<t<b
(t—b)2/4 t>b

eine Losung. Insbesondere ist die Losung des Anfangswertproblems nicht eindeutig. Wir werden
vor allem Differentialgleichungen betrachten, fiir die das Anfangswertproblem genau eine Lésung
zuléft.

Im Unterschied zur Situation hier wird f stetig differenzierbar sein. Auch der Satz liefert keine

Eindeutigkeit da ¢(0) = 0 dort ausgeschlossen ist.
(13.7) X =e “sint
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Der Satz von Picard-Lindelsf

Hier ist F(t) = cos(t) — 1, G(x) =e ™ —e " und H(y) = —In(e ™ —y) fiir y < e .
x(t) = —In(cost +e ) —1).

Existenzintervall und Struktur der Losung hingen stark von dem Anfangswert xg ab. Ist xg <

—In2 so existiert die Losung auf ganz R und ist 27t periodisch.

(13.8) x=xt+t,  x(t) = xo
Hier ist g(x) = x2 41, f(t) = t, F(t) = 3(#* — ¢?), G(x) = arctan(x), H(y) = tan(y) und
(1) = tan(3 (P~ )

wobei
> — | < 7

sein muf} und ¢ so gewdhlt werden mufl dass
(L2 2
Xo = tan(z(to c))

bzw

c= \/t% — 2arctan xg + k7t

fiir ein geeignetes k.

14 Der Satz von Picard-Lindelof

Wir betrachten zunéchst lineare Systeme.

Satz 14.1. Es sei I = (a,b) ein offenes Intervall wobei a = —co und b = oo erlaubt sind. Es
set T >t — A(t) eine stetige Abbildung des Intervalls in die n X n Matrizen, xog € R" und
to € (a,b). Dann existiert genau eine stetig differenzierbare Abbildung x : (a,b) — R" mit

x(t) = A(t)x(t), x(to) = xo
Daraus folgt dass der Raum der Losungen die Dimension 7 hat.

Beweis. Wir suchen die Losung als Fixpunkt der Integralgleichung
t
x(t) =x0+ [ A(s)x(s)ds.

fo

die komponentenweise zu verstehen ist und definieren

) =2 [ 146) lopds
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Der Satz von Picard-Lindelsf

Statt x(t) suchen wir y(t) = e ") x(t). Diese Funktion geniigt

¢
y(t) = e’h(t)x(to) + e’h(tHh(s)A(s)y(s)ds

fo

Wir definieren ,

J)(6) = e Ox(to) + [ MO A(s)y(s)ds

to
und zeigen dass | eine Kontraktion auf C(I,IR”) mit der Supremumsnorm ist. Der Fixpunkt
definiert dann eine Losung der Integralgleichung fiir x, die dann nach dem Hauptsatz der Diffe-
rentialgleichung geniigt.

Da | linear in y ist geniigt es, die Abschétzung

t t
J e O AG s < | e AG) lopds | 9]l
to o
t
Se—h(t) /gh(s)lh/(S)dS ||stuP
to 2
1
<y llsup

zu zeigen. Die erste Ungleichung folgt wie beim Satz {iber Inverse Abbildungen: Wir betrachten

das Skalarprodukt beider Seiten mit einem geeigneten Vektor der Lange 1. O

Satz 14.2. Es sei D C R x R" offen,
f:D—R"

sei stetig differenzierbar, tg € R und xo € R™ mit (tp,x0) € D. Dann existiert ein Intervall
(a,b) > to und genau eine Abbildung x : (a,b) — R" mit graph (x) C D,

x(t) = f(tx(t))
und X(to) = X0

Beweis. Nach Verkleinerung von D und Translation in Ort und Zeit diirfen wir annehmen, dass
D die Gestalt
(—ZT,ZT) X BQR(O)

hat. Die Abbildungen
(t,x) = [[Dxf(t,x)llop

und f sind stetig und [—T, T] x Br(0) ist kompakt. Daher existiert eine Konstante C mit

f(tx)<C IDef(tx)]op < C.
Wir diirfen annehmen dass D = (=T, T) x Br(0), xo =0, tp =0,

f(tx)| <C, |IDuf(tx)]op <C
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Der Satz von Picard-Lindelsf

in D. Ohne Einschrinkung sei T < % - sonst verkleinern wir T.

Aus
IDxf(t,x)lop
folgt
(14.1) [f(t,x) = f(t,y)| < Clx -y

fur || < T, x,y € Bgr(0). Wir suchen die Losung als Fixpunkt der Abbildung | : Blgb(O) —
BISZ’ (0) wobei Blg”(O) den Ball mit Radius R und Mittelpunkt 0 im Banachraum der stetigen

Abbildungen von (—T,T) nach R" mit der Supremumsnorm bezeichnet. Der abgeschlossene

Ball ist ein vollstéindiger metrischer Raum. J(y) ist durch

IO} = [ fily(s)ds

definiert. Es gilt
1T llsup < R/2

und 1
”](yz) - ](yl)Hsup < iHyz - y1||sup‘
Nach dem Banachschen Fixpunktsatz existiert genau ein Fixpunkt x. Er geniigt

t

xj(t) = | fj(x(s))ds

0
und damit
xj(t) = fi(x(t)),  x(0) =0
O
Beispiele:
x] = —Bix1, Xy = —BaXa + Y1x1, X5 = Y22
-1 0 O
X=|m —B 0
0,72 O
X = x?
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Differentialgleichungen héherer Ordnung mit konstanten Koeffizienten

11. Vorlesungswoche

15 Differentialgleichungen héherer Ordnung mit konstanten
Koeffizienten
Wir betrachten die Differentialgleichung der Ordnung m
(15.1) xM = f(t,x, 2, a1
mit den Anfangswerten
x(to) = yo,¥'(to) = y1... X" (ko) = yua

wobei f, to und y; fiir 0 < j < m — 1 gegeben sind.
Wir schreiben

und erhalten das dquivalente System

X1
X Yo
¥ = %(to) =
Xim—1 Ym—

f(t, x0,x1, .. Xp—1)

Genauso konnen wir die lineare Differentialgleichung

(15.2) X fay,  (H)xD 4 ag(f) = b(t)

mit gegebenen Funktionen a; und b als als System erster Ordnung schreiben:

x=x x=x0  firl<j<m
Es folgt for j <m —1
Xj = Xj41
und
S = — O X1 — m-2Xm—2 -+ — AoXo + b
als
0 1 0 0
0 0 1 0 0
¥= : X+
0 0 0 1 b
—ap —a —Am—2 -1

Wir erhalten wieder:
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Differentialgleichungen héherer Ordnung mit konstanten Koeffizienten

1) Die Losungen der homogenen Gleichung bilden einen Vektorraum der Dimension 7.

2) Die Differenz zweier Losungen geniigt der homogenen Gleichung. Die Summe einer Lo-
sung der inhomogenen Gleichung und einer Losung der homogenen Gleichung geniigt der

inhomogenen Gleichung.

Wir betrachten nun den Fall, dass alle Koeffizienten a; konstant sind. Dann ist die allgemeine
Losung iiber die Matrixexponentialfunktion gegeben. Wir kommen aber einfacher ans Ziel. Wir

definieren das charakteristische Polynom
p()\) = A" + an,l/\”_l +... al/\ + ag

Ist p(A) = 0 so erfiillt e* die Differentialgleichung - unabhingig davon ob A reell oder komplex

ist. Mehrfache Nullstellen miissen getrennt betrachtet werden:
p(A) = (A = Ao)?

entspricht
x@ —220% + A3x =0

Aot Aot

Losungen sind e** und teo*. Bei Nullstellen héherer Ordnung bekommen wir weitere Potenzen

von t.

Satz 15.1. Der Ldsungsraum der homogenen Differentialgleichung
xM g, x4 ggx =0
hat die Dimension n. Das Polynom
At ay A 4 4
habe die Nullstellen Ay ... Ay mit Vielfachheit d;. Dann ist eine Basis des Losungsraums durch
{1 <j<m0<1<d}
gegeben.

Bemerkung: Hier erlauben wir komplexwertige Losungen. Ist A; eine nicht reale Nullstelle des
charakteristischen Polynoms, so gilt das auch fiir die komplex konjugierte komplexe Zahl Xj, da

die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms reell sind. In diesem Fall sind
. 1 . - .
real(t'e™) = E(tZ (e + i) = He! ™Y cos(tim A;)

und der Imaginérteil reelle Losungen.

Beispiele:

(Radioaktiver Zerfall, eine Substanz)
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Differentialgleichungen héherer Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Das ideale Pendel

Das geddampfte Pendel
X" +2x +2x=0

Das charakteristische Polynom A% 4+ 2A + 2 hat die Nullstellen
Mp=—-1%£1

Die Funktionen

—(+i)t —(1—i)t

e ,e

sind eine Basis des Losungsraumes auf.
Wir schreiben

X1 =x%x =x +x,

X1=—x1+x
Yo=x"4+x"=-2x—-2x4+x—x1 = —xp — x1
also
) -1 1
X =
-1 -1
x/// — 0

-1 1
Die Matrix ist die Summe von —1R> und ( 1) also

, -1 1
L\ 1 :et<cos(t) sin(t))

—sin(t) cos(t)

Das reale Pendel - hier ist &« der Winkel der Auslenkung - wird durch
a? = —sin(«)

modelliert.
Dann ist

1.,
—|&|* — cos(w
24 — cos(a)
konstant. Wir schreiben x; = a und x, = & und erhalten das System
5C1 = X2 5C2 = — sin(xl)

Losungen bewegen sich auf den Niveaumengen von

1
f(x1,x2) = Ex% — cos(x1)

da

d . ) . .
af(xl,xz) = xpXp + sin(x)xX1 = xp(%2 + sin(xy)) =0
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Das Eulersche Polygonzugverfahren

16 Das Eulersche Polygonzugverfahren

Wir betrachten ein System von Differentialgleichungen
x=f(tx) x(0)=xp
Fiir § > 0 approximieren wir die Lésungen an den Zeitpunkten #; = jé durch x;:
Xjy1 = X + f(jo, xj)(S
Wir definieren
X(t) =x;+ 6 (t—j6) (xj01 — x7)
fir jo <t < (j+1)6.

Satz 16.1. Es sei f beschrdankt und stetig differenzierbar mit beschrdinkter Ableitung und T > 0.

Dann existiert eine Konstante ¢ mit

sup |x°(t) — x(t)| < cd.
0<t<T

Beweisskizze. Wir setzen x° in die Differentialgleichung ein:

T f02) = (jo,37) — £(6,%°)

und mit y = x°

— X

%y = £(j6, %) — f(£,x°) + f(£,x°) — f(t, %)

und es existiert eine Konstante ¢; > 0 mit

d
Sl <aillyl +9)

Diese Ungleichung ist jeweils in den Intervallen der Zerlegung erfiillt. Zur Zeit 0 ist y = 0. Es
folgt (falls y(t) # 0)

d

E(e_clt|y| —10t) <0

und die Funktion in der Klammer f&llt monoton. Es folgt

ly(t)] < eteyot.
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Das Eulersche Polygonzugverfahren

16.1 Die Verhulstgleichung (Pierre Francois Verhulst 1844, Populationsdynamik)

Die zeitdiskrete Populationsdynamik
xjy1 = rxj(1 —xj)

geht auf Verhulst zuriick. Hier ist » > 1. Die Population wéchst fast exponentiell solange sie
klein ist. Die Ressourcen reichen nicht aus wenn die Population grof ist: Ist x; = 1 fiir ein j so
werden alle Ressourcen verbraucht und die Population stirbt im néchsten Jahr aus.

Die zeitkontinuierliche Variante L
L'=cL(1-=
(a--)

ist etwas anders. Sie wurde z.B. zur Beschreibung der Population von Faltern verwendet.

Octave code

clear all;

Xend=40;

h=0.1;

a=100;

c=2.2;

y (1)=20;

x=0:h:Xend;

for i=1:(Xend/h)
y(i+1)=y(i)+hxc*xy (1) *(1-y(i)/a);

end

figure(1)

clf();

plot(x,y);

%exakte Losung

L=axy(1)./(y(1)+(a-y (1)) *exp(-c*x));

hold on

plot(x,L,’g’)

max (abs (y-L))
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Die Simulation fiir verschiedene Anfangswerte und Parameter sieht so aus:

200
150 | |
00—
,"/
50/ |
O | | ‘ | I | |

16.2 Blow-up fiir x = x?
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Octave code

clear all;
Xend=0.5;
h=0.01;

y(1)=2;
x=0:h:Xend;

for i=1:(Xend/h)
y(i+1)=y (1) +h*y (i) "2;
end

figure(1)

clfQ);
plot(x,y);
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4 O T T T T

77



Das Eulersche Polygonzugverfahren

16.3 Michaelis-Menten-Kinetik

Michaelis-Menten-Kinetik

Mittels getrennter Verdnderlicher kann die allgemeine Lésung bestimmt werden.

Fine Lésung ist

16.4 Rauber-Beute-Modell von Lotka-Volterra

Rauber-Beute-Modell von Lotka-Volterra

S

B=(a—e—bR)B

R=(c—e+dB)R

a und b sind Repoduktionsraten (¢ < 0, da Riduber ohne Beute abnehmen) ¢ beschreibt die

Intensitéit einer beide Populationen gleichzeitig und gleichméfig betreffenden Dezimierung, b die

Dezimierung der Beute durch Réuber, d der Zuwachs der Rauber durch Beute.

Octave code

clear all
a=0.5;
b=0.000003;
c=-0.5;
d=0.000002;
eps=0.1
h=0.01;

Xend=100;

B(1)=500000;
R(1)=5000;
t=0:h:Xend;

for k=1:(Xend/h)
%t (k+1)=t (k) +h;

B(k+1)=B(k)+h*(a-eps-b*R (k) )*B (k) ;
R(k+1)=R(k)+h*(c-eps+d*B(k))*R(k);

end
figure(67)
clf()
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plot(t,B)
hold on
plot(t,R,’r’)
hold off
figure(33)
clf()
plot(B,R)

Wir erhalten foleende T.osuneskurve in der B — R Ebhene.

1.2e+06

le+06 i
800000 - |
600000
400000 - || Il I Il I |

200000 - || | in i i

0 20 40 60 80 100
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Die Populationen der Beute (blau) und des Réubers finden sich in der folgenden Graphik.

500000

400000

300000

200000

100000

B —

__

200000

400000 600000 800000

1e+06

Die folgende Variante beriicksichtigt die Beschréinktheit der Ressourcen fiir die Beute wie bei

Verhulst.

. B
B—(a—s—E—bR)B

R=(c—e+dB)R

80



Das Eulersche Polygonzugverfahren

Der Code ist

clear all
a=0.5;
b=0.000003;
c=-0.5;
d=0.000002;
%heps=0.1
eps=0
h=0.01;

Xend=100;
K=1000000;
B(1)=500000;
R(1)=5000;
x=0:h:Xend;

for k=1:(Xend/h)

B(k+1)=B (k) +h* ((a-eps) *B (k) * (1-B(k) /K) -b*R (k) *B (k) ) ;

R(k+1)=R(k)+h* (c-eps+d*B(k))*R (k) ;

end
figure(67)
clf O
plot(x,B)
hold on

plot(x,R,’r’)

hold off

mean(R./(B+R))

figure(33)
clf ()
plot(B,R)
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Wir betrachten die Kurve in der B — R Ebene
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und die Entwicklung der Populationen.
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16.5 Die Uedagleichung

Der Uedagleichung
x® 4+0.05% + x° = 7.5cos t

hat Losungen mit chaotischen Ziigen: Minimale Anderungen der Anfangswerte ziehen grofie

Anderungen der Losung zu spéteren Zeitpunkten nach sich.

clear all
T=500;
N=100000;
h=T/N;
x(1)=0;
y(1)=0;
t=0:h:T;
for k=1:N
x (k+1)=x (k) +h*y (k) ;
y (k+1) =y (k) +h* (cos (t (k) ) -x (k) *x (k) *x (k) -0.05%y (k) ) ;
end
figure(1)
clf ()
plot(x,y);
print -dpdf phasen.pdf
figure(2)
clf ()
plot(t,x);
print -dpdf dynamik.pdf
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Es folgt das Verhalten bis T = 100 in der (x,x) Ebene
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und die Dynamik von x als Funktion der Zeit

20

40

60

80

100

86



Das Eulersche Polygonzugverfahren

und das selbe bis zu einer wesentlich grofleren Zeit
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0 100 200 300 400 500

16.6 Das Lorentzsystem

Das Lorentzsystem wurde zur Modellierung des Wetters verwendet. Berithmt wurde es, als eine

Simulation mit 'falschen’ Parametern iiberraschenderweise chaotische Ziige gezeigt hat.

¥ =10(—x+v)
Yy=28x—y—xz
7L——§z+x
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12. Vorlesungswoche

17 Eigenschaften von Mal3 und Volumen

In diesem Abschnitt werden wir Eigenschaften von Mafi und Integral formulieren, dies es er-
lauben, mehrdimensionale Flicheninhalte und Volumina zu definieren und zu bestimmen. Wir
werden sehen dafl ein naiver Umgang mit diesen Begriffen problematisch ist, und skizzieren
wie die damit zusammenhéingenden Probleme mathematisch gelést werden kénnen. Hier sind
das Lebesguemafl und das Lebesgueintegral zu nennen. Diese Bedeutung dieser Konstruktionen
auf die Mathematik und die Inhalte auf Wahrscheinlichkeitstheorie, mathematische Physik und
Differentialgleichungen kénnen kaum iiberschétzt werden.

Im Folgenden betrachten wir Mengen im IR". Jeder Volumenbegriff wird folgende Eigenschaften
haben:

1) n dimensionale Volumina sind nicht negativ (und moglicherweise oo).
2) Eine Teilmenge hat maximal das Volumen der ganzen Menge.

3) Sind A und B disjunkte Teilmengen des R" mit n dimensionalem Volumen |A| und |B| so
folgt
|AUB| = [A] +|B|

4) Bewegungen #ndern das Volumen nicht.
5) Das Volumen des Einheitswiirfels [0,1)" = 1.

6) Das Volumen eines Quaders [a1,b1) X [az,by) ... [an, by) ist das Produkt der Kantenléingen
(bl — al)(bz — le) ce (bn — Lln).

Bemerkungen und Konsequenzen:

1) Die Eigenschaft (3) ist auf die naheliegende Art und Weise zuverstehen, falls eines oder
mehrere der Volumina unendlich ist. Die zweite Eigenschafte ist eine Konsequenz der drit-

ten.

2) Die letzte Eigenschaft (6) folgt aus den anderen Eigenschaften: Wir nehmen an, das Volu-

men erfiille alle anderen Eigenschaften. Dann ist
[0,1)=[0,1/2)U[1/2,1).

Das zweite Intervall der rechten Seite entsteht durch eine Translation des ersten Intervalls,
also sind die Léngen gleich. Als Teilmengen von [0,1) ist ihre Linge (Volumen) endlich.
Nach (3) folgt

|[0,1/2)| =1/2.
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Genauso sehen wir .
0,1/2) % [0,1)" | = 3

und rekursiv

|[0,1/2)" =27".
Ahnlich folgen
|[012)n| =27,
[0,2/)"] = 2"

fiir j € Z.
Liegt 0 < a zwischen 2/ und (I +1)2/ so folgt

[0,12]) C [0,a) C [0, (I +1)2)

und
12/ = |[0,121)] < |[0,a)] < [[0, (1 + 1)2))| = (I +1)2/,

Die Differenz der beiden Seiten ist 2/. Fiir gegebenes a withlen wir nun eine Folge j — —o0

und erhalten eine Intervallschachtelung und
[0,a)] = a
Genauso erhalten wir
[[0,b1) X [0,b2) X ...[0,by)| = b1by ... by.
Mit der Translationsinvarianz folgt (6).

3) In (6) diirfen wir die halboffenen Intervalle durch beliebige offene, abgeschlossene, oder
halboffene Intervalle ohne weitere Anderung ersetzen. Das ergibt sich aus dem obigen

Argument.

Es gilt das Prinzip von Cavalieri. Wir definieren zunéchst einen Schnitt:

Definition 17.1. Sei A C R". Fiir jedes t € R sei
Ar={y e R"1: (y,t) € A}

Das Prinzip von Cavalieri besagt Es seien A und B Teilmengen des R". Gilt (als Teilmengen
des R"1)
| A¢| = |By|

fiir jedes t, so folgt |A| = |B|.
Wir erhalten sofort interessante Konsequenzen. Die erste geht auf Archimedes zuriick und wird
in der Schule behandelt.
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Lemma 17.2. Das Volumen der Finheitskugel ist zweimal das Volumen des Zylinders
Z={yeR*: |yl <1} x[0,1)
minus dem Volumen des Kegels
C={xeR¥:0<x3<1:x]+x3 <3},
[B1(0)]3 = 2(|Z]5 — [Cl3).

Lemma 17.3. Das Volumen eines Zylinders ist Grundfliiche mal Héhe. Das Volumen eines

Kegels ist % mal Grundfiiche mal Héhe. Das Volumen einer Kugel vom Radius r ist

4 3
577.'7’
Definition 17.4 (Parallelepiped). Die n Vektoren f; € R", 1 < j < n spannen das zugehdrige
Parallelepiped
n
P={x=) _tifj:0<t; <1}
j=1
auf.
Lemma 17.5.

|P| = |det(f1, f2--- fu)l

Beweis. Sind die Vektoren orthogonal, so folgt die Aussage aus Eigenschaft 6. Wir betrachten
Parallelepipede, die durch (f;) und (f1, f2..., fu + Af1) definiert sind. Nach einer Drehung diirfen
wir annehmen, dass die ersten n — 1 Vektoren fj, j < n —1 in dem Teilraum {x : x, = 0}
liegen. Die Schnitte gehen durch Bewegungen auseinander hervor, haben also gleiches n — 1
dimensionalen Volumen. Genauso kénnen wir in jeder Koordinatenrichtung argumentieren. Auch
die Determinante &#ndert sich bei dieser Operation nicht. Wir kénnen die gesuchte Formel also
auf den Fall reduzieren, dass die Vektoren f;, j < n orthogonal zu f, sind. Iterativ erreichen wir

eine Reduktion auf den Fall orthogonaler Vektoren, fiir den wir die Aussage kennen. O

17.1 Hintergrund zu Existenz und Eindeutigkeit von Volumenbegriffen

Das Paradoxon von Banach-Tarski geht weiter. Es besagt, dass man die Einheitskugel in R3 in

5 Teile zerlegen kann, die zu zwei Kugeln vom Radius 1 zusammensetzen kann:

Satz 17.6 (Banach-Tarski 1924). FEs gibt disjunkte Teilmengen Ay, Ay, As, B1, By des Einheits-
balls B1(0) in R3 und Bewegungen (Isometrien) hy, ha, h3, g1 und g2 so dass

Bl(O) = hl(Al) U hz(Az) U h3(A3) = g1(31) ng(Bz) =A1UA,UA3UB;UBs.

Einen Beweis des Satzes von R. Winkler mit dem Anspruch auf der Basis von Schulmathematik

lesbar zu sein finden Sie unter
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http://dmg.tuwien.ac.at/winkler/pub/bantar.pdf

Dieses Paradoxon zeigt dass ein naiver Volumenbegriff in der Regel zu Paradoxien fiihrt. So-
wohl der Beweis des Satzes wie auch die Entwicklung eines addquaten Volumenbegriffes sind
anspruchsvoll. Eine ebenso befriedigende wie auch weitreichende Behandlung des Volumenpro-
blems mit der Mafitheorie und der Konstruktion des sogenannten Lebesguemafes gehen auf
Lebesgue zuriick.

In der Vorlesung Elemente der Mathematik hatten wir einen derartigen Flachenbegriff fiir Fi-
guren kennengelernt: Bis auf einen Faktor gibt es nur einen Flicheninhalt, der bei derartigen
Zerlegungen additiv und invariant unter Drehungen und Translationen ist. Fiir jeden derartigen
Flécheninhalt gibt es eine Konstante C, so dass der Flicheninhalt eines Dreiecks % mal Hohe
mal Lénge der Grundlinie ist. Kern dieser Eindeutigkeitsaussage ist:

Zwei ebene Figuren mit gleichem endlichem Inhalt lassen sich in kongruente Dreiecke zerlegen.
Eines von Hilberts beriihmten Problemen stellt die Frage, ob es bis auf eine multiplikative Kon-
stante jeder derartige Volumenbegriff auf Figuren im Raum eindeutig bestimmt ist. Uberraschen-
derweise ist die Antwort Nein. Dehn konnte zeigen, dass es Figuren A und B in R® mit gleichem

endlichen Volumen gibt, die jedoch nicht in kongruente Tetraeder unterteilt werden kénnen.

17.2 Integral als Volumenbilanz

Wir werden zunéchst axiomatisch mit den oben formulierten und weiteren Eigenschaften arbei-
ten.
Es gilt das verallgemeinerte Prinzip von Cavalieri:

Sind A und B Teilmengen des R" = R x R™, und ist das d dimensionale Volumen von
{x eR?: (x,y) € A}

gleich dem von
{x e R?: (x,y) € B}

identisch fiir jedes y € R™, so stimmen die n dimensionalen Volumen iiberein.
Wir werden dieses Prinzip Prinzip von Cavalieri nennen.

Die Vorstellung von Ableitung als Anderungsrate fiihrt zu der niitzlichen Formel:

(17.1) A| = / | Atluadt,

die wir auch als Prinzip von Cavalieri bezeichnen werden.
Wir bezeichen mit
Al={x€A:x, <t}

und das Mafl bzw Volumen
ft) = A",
Die Anderungsrate beziiglich t ist dann
|Atln-1
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- falls diese Ableitung existiert. Die obige Formel ist die analoge Aussage fiir das Integral. Das
Integral ist ein uneigentlichen Integral. Da der Integrand nichtnegativ ist, ist das Integral ein-
deutig definiert, wenn wir den Wert co zulassen - und die Frage der (Riemann-)Integrierbarkeit
ausklammern.

Mit dieser Formel konnen wir eine Reihe von Volumina bestimmen.

Lemma 17.7. Sei A CIR", A > 0 und
B={x:(x1,...,x,/A) € A}

Dann folgt
|B| = A|A|.
Inbesondere gilt fiir den Ball mit Radius R,
|Br(x)[n = R"[B1(0)].

Beweis. . -
]B|n:/_ \Bt\n_ldt:/ | Antlurdt = A|A]L

Die zweite Aussage folgt mit n facher Anwendung nach Vertauschen von Variablen. O

Wir ignorieren wieder die Frage, ob das Volumen fiir die Mengen A und B definiert werden kann.
Sei
A, = {x € IRH-H 10 < Xpi1 < e—x%—x%—...x%}

und I, das n + 1 dimensionale Volumen

In = |An|n+1-

Il = / e_tzdt.

Lemma 17.8. Es gelten die folgenden Formeln

Insbesondere ist

I, = /2

In:’{yEJRn‘y’<1}’/ tge—tdt
0
Beweis. Wir erhalten zunéchst
1 o0
|An| = ’Bl(0)|n/ (—ln(t))n/Zdt — |Bl(0)|n/ Sn/ze—sds
0 0

wobei die erste Identitéit eine Anwendung von Cavalieri ist, und die zweite die Substitution
s = —1In(#).

Genausogut kénnen wir zunédchst die Variablen vertauschen und iiber die x,, Variable integrieren.
Der Schnitt mit x, =t ist

B = {y ER":0< Yn < eitzefy%*y%*“'*y%}
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Er hat das n dimensionale Volumen
_ 42
‘Bt| = e £ In—l

und damit .
Iy = / eitzln—ldlL = hly,

—o0

daraus folgen die zweite Formel und

o
I

If.
Aus der zweiten Formel erhalten wir fiir
I, = 71/ te~tdt = 7t
0
und damit
R

und

I, = m"/?

Wir erhalten

f:/ e*fzdtzz/ /271 gt
—00 0

Lemma 17.9. Die Gammafunktion wird fiir s > 0 durch ein uneigentliches Integral

I'(s) :/ £l dt
0

definiert. Firs > 1 gilt
[(s+1) =sI(s)

und
k! =T(k+1)

sowte

[(1/2) =
N

r6/2) = Z\/%.

Beweis. Der Integrand ist nicht negativ, und es geniigt fiir die Existenz des uneigentlichen Inte-

b
/ et dt
a

anzugeben, die nicht von 4 und b abhiéingt. Es geniigt, dies getrennt fiir | al . (@< 1) und flb

T(3/2) =

W N =

grals, eine Schranke fiir

b > 1 zu tun. Im ersten Fall gilt

1 1 _ 45
/ tsfle*fdtg/ polg = 17 1
a a S S
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Im zweiten Fall nutzen wir, dass C > 0 existiert mit
1 < Cet/?

und

b b
/ Fle gt < C / 24t = 2C(1 — e t/?) < 2C.
1 1

Eine elementare Rechnung ergibt

b b b . s—b
/ tse*fdt—s/ et dt :/ (ff —st e tdt = — | _
a a a

und die rechte Seite geht gegen 0 fiir b — oo und a — 0. 0
Der Satz liefert )
72 = B O)T (")
und das Volumen des n dimensionalen Balles ist
7.L.n/2
(17.2) [B1(0)|n =
T

Wir erhalten

|BR(0)]; = 2R

|BR(0)|2 = mR?

4
|Br(0)]3 = gnR3

1
|BR(0)]4 = EnZR‘*

Eine alternative rekursive Berechnung des Mafles der Einheitskugel geht so:
Offensichtlich ist

n 1 1 n—=1 n—1
B0 = [ 1Ba@luadt = [ (1= )" at|BF ()]

Mit t = cos u ergibt sich
1 n T
/ (1- ) dt = / sin” (u) .
-1 0

Dieser Ausdruck kann mit Hilfe von partieller Integration ausgewertet werden.
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13. Vorlesungswoche

17.3 Axiome des Lebesguemales

Definition 17.10. Es sei X eine Menge. Eine o Algebra A(X) auf X ist eine Menge von

Teilmengen mit den FEigenschaften
1) {}eA
2) Ac A= X\Aec A
5) Aje A jeN= U;Aj € A

Das Symbol L£(IR") bezeichnet eine spezielle o Algebra auf R”, die auch alle offenen Mengen
enthélt. Thre Elemente werden Lebesguemengen genannt.
Das Lebesguemafl m" ordnet jeder Lebesguemenge eine Zahl in [0, 00] zu, wobei co erlaubt ist.

Es hat folgende Eigenschaften und ist durch diese eindeutig bestimmt:
1) m"([0,1)") =1
2) Fiir disjunkte Lebesguemengen A; € L, j € N, gilt
m"((JAj) =) m"(4A))
)
3) Geht eine Lebesguemenge A aus der Lebesguemenge B durch eine Translation hervor, so
gilt m"(A) = m"(B).

Die Konstruktion der Lebesguemengen ist aufwandig, genauso wie die Konstruktion des Lebes-
guemafles. Aus diesen Eigenschaften folgen alle Eigenschaften eines Volumens. Wie das Parado-
xon von Banach und Tarski zeigt ist es nicht méglich, die Lebesguemengen durch alle Teilmengen

zu ersetzen.
18 Das Integral im R”
Sei ACR", f:A—R",

By ={(x,t) e AxR:0<t<f(x)}

und

B_={(x,t) e AxR:0<t<—f(x)}.
Wir wollen das Integral von f iiber A durch
[ fam" = |Beluia = [B- s

definieren. Es gibt verschiedene Komplikationen: Zunéchst miissen fiir diese Definition B_ und

B4 Lebesguemengen sein, und die Volumina miissen endlich sein, damit wir das Integral als
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reelle Zahl definieren kénnen. Die erste Komplikation ignorieren wir: Es ist schwierig, Mengen
zu konstruieren, die keine Lebesguemengen sind. Die zweite Komplikation miissen wir immer im

Blick haben. Dem Integral
/ xdx

kann man keinen Wert zuordnen.

Es gelten Rechenregeln:

1) Das Integral ist linear:

dm" = [ fam"+ [ gam"
/Af+gm famt | gdm

/A/\fdm” - A/Afdm”

2) Das Integral ist additiv im Integrationsgebiet. Sind A und B disjunkte Teilmengen so gilt

/A = /A fdm" + /B Fdm"

3) (Monotone Konvergenz) Ist f; : A — R eine nichtnegative Folge von Funktion mit
fi+1(x) > fi(x) fiir alle x und j, sowie f;(x) — f(x) fiir jedes x, so folgt

und

| fiam* [ fam"
wobei die Integrale auch unendlich sein diirfen.

4) Es gilt der Satz von Fubini - falls das Volumen von By oder B_ endlich ist

X, dm™MTn2 :/ / x,y)dm'" dm™ (x
[ ) [ [ £y (x)
5) Die Transformationsformel ersetzt die Substitutionsregel. Sei ¢ : A — R" differenzierbar

und injektiv. Dann folgt
o¢|detD<p]dm” ——/ dm"
/A f ¢(A) f

Der Satz von Fubini ist eine leichte Verallgemeinerung des Prinzips von Cavalieri. Beide Aus-
sagen sind nicht leicht zu beweisen. Wir kénnten den Satz von Fubini aus dem Prinzip von
Cavalieri ableiten, was aber wenig sinnvoll erscheint, da die Argumentation ohne Betrachtung
des Lebesguemaifles sowieso unvollstandig ist. Die Transformationformel verallgemeinert den Fall
linearer Koordinatentransformationen. Der Beweis verwendet den lineare Fall: Man zerlegt A in
kleine Mengen, auf denen ¢ fast linear ist. Im Beweis mufl man dann die Fehler kontrollieren.
Diese Rechenregeln erfordern dass alle betrachteten Mengen Lebesguemengen sind (was wir
wieder in diesem Kapitel ignorieren) und das das Mafl der Mengen endlich ist, wobei manchmal
(z.B. in 3) die Volumina auch unendliche sein diirfen.

Wir betrachten eine Reihe von Beispielen.
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18.1 Beispiele

1. Es gilt (fiir jede Lebesguemenge A)

Das folgt aus

1
/1dm”:]{(x,t)ElR”le]xeA,0<t<1}|:/ |Alndt = | Al
A 0

2. Fiir (Lebesguemengen) A C R™, B C R” gilt immer

|A X Blmtp = |Alm|Bp|
Diese Formel verallgemeinert 1., auf das sich die Aussage fiir p = 1 und B ein Intervall reduziert.
3. Sei s > 0 und R > 0. Wir betrachten mit

A={(x,t) eR"xR:|x| <R,0<t< |x]°}
RS
[ Jxlam? <Al = [ |Adde
Br(0) 0

RS
:/0 IB1(0)] (R" — £1/)dt
S

=|B+(0 Rn+s_ RH+S
BIO) (R~ R)
n
— B RVH—S
L BO)l,

4. Fiir s = 0 erhalten wir

/ \x|0dm”:/ 1dm" = |By(0)|R"
Br(0) Bg(0)

5. Sei —n < s < 0 und R > 0. Wir betrachten mit
A={(xt) eR"xR: |x| <Rt < |x|°}

[ el =|Al
Bg(0)

:/ | Ayl dt
0

:/ |B1(0) | #"/5dt + | By (0)|R™**
RS

=|B1(0)[x(1
on
n+s

_ 5
n—+s
|B1(0)],R"*

)Ri’l+s
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6. Seis < —n, R > 0 und
A={(x,t) eR"XR:|x| >R,0<t < |x]°}

Es folgt

/ |x[*dm" =
]R”\BR(
R® R® /
|Als1 = /O |Aydt / 1By (0) ("% — R™)dt

=IB1(0)ln (=

S |Bl< >| R

R?’l+5)

7. Mit der Formel von Fubini folgt fiir p > —1

1 1 1 1 1
/(0,1)2(x1x2)pdm2:/0 /0 (xfxg)dxzdxl :/0 x’fdxl/o xgdxzz W

8. Wir wollen die Funktion

Xy 2 falls x1 < X2

f:(0,1)? =R, f(x) = { ")

—X] falls x1 > xo

integrieren. Wir berechnen

X2 1
/f(xl,xz)dxlz/ xz_zdxl—/ x;zdx1:x2_1+1—x2_1:1
0 X2

und

X1 1
/f(xl,xz)dxzz/ —xfzdx2+/ x;zdxzz——xl’l—l—i—xl’l:—l.
0 X2

Daraus folgt
1 1 1 1
//f(x)dxldxzzl;é—lz/ / f(x)dxodxq
0o Jo 0o Jo

In diesem Fall gilt die Aussage von Fubini offensichtlich nicht. Das Problem kommt daher dass

|B[n41 = [B-|nt1 = oo.

9. Im folgenden Beispiel kénnen wir ein iteriertes Integral durch eine Anwendung der Formel von
Fubini berechnen. Der Integrand und das Integrationsgebiet sind beschrankt, und daher diirfen

wir die Formel von Fubini anwenden.

//sm Ydxodx = // sin( dxldxz
:7/ deXQ
7T Jo
1
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10. Die Menge der rationalen Zahlen hat eindimensionales Maf O:
Das Maf} eine Punktes ist Null. Die Menge der rationalen Zahlen ist abzéhlbar. Sei x; eine
Abzihlung und f](x) die Funktion, die 1 ist falls x = x; fiir ein / < j, und Null sonst. Sei A; die

Menge der ersten j rationalen Zahlen der Folge. Dann gilt

/f]dml = |A]|1 =0

da A; eine endliche Menge ist. Mit der monotonen Konvergenz erhalten wir

Q|; = 1im/]‘jdm1 —0
]*}OO

11. Die folgende Rechnung wird uns eine bemerkenswerte Auswertung der Eulerreihe Z}?iljlz

erlauben: Wir erhalten den Wert %nz fiir sie.

Satz 18.1. Es gilt

N agk:
ol
Il
N

Beweis. Wir werten das Integral
/ (1 — x1x2) tdm?(x)
[0,1]2
auf zwei Weisen aus. Es sei
A={xeR%:0<x,x<1,0< (1—-xx)x3 <1}

Wir entwickeln den Integranden in eine Reihe mit nichtnegativen Summanden:

[ee]
2 x1x7)!

1 — X1X2

fiir |x1x2| < 1. Wir vertauschen Summation und Integration (siehe monotone Konvergenz):

/ (1 — x1x0) Ldm?(x 2/ (x1x2) ]dm / t]dt 1 —|—])
[0,1]? 0,12

Alternativ werten wir das Integral direkt mit Hilfe der Formel von Fubini aus. Eine Drehung um

45 Grad in der x1, x»
2—1/2 2—1/2 0

y=|—-2712 27172 0|«
0 0 1

Ebene bildet A ab auf

B={yeR®:0 <y <V21y Synlyzlﬁﬁ—y1,0<(1—*y1 zyz) y3 <1}
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Da das Volumen unter Bewegungen gleich bleibt haben A und B das gleiche Volumen. Wir

berechen das Volumen von B mit Hilfe des Satzes von Fubini:

21/2 21/2 \/7y1 1
B:/ / o dyd / / . dpd
|B| 1—fy1+2y Yody1 + 212y, 21—7%+%y2 Y24dy1

=4 A Farctar\ \/7 )dy1
/21/2 Faretan \/7

Wir berechnen mit arctan’(s) = ; J}SZ

) = <
sV = hop
und mit /3
2—t
h(t) = arctan(m)
1

und

Dies ergibt

r-1/2 1/2 _n-1/2
|B| =2arctan?(=——) — 0 4 4 arctan®(——=——
3 3
Vi :
=6arctan(371/2) = 6(71/6)?
L,
=g
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14. Vorlesungswoche

12. Ein Satz fiir radiale Funktionen.

Satz 18.2. Es sei f : (a,b) — R eine nichinegative stetige Funktion, 0 < a < b < co. Dann gilt

b
Sy D" = nlBO) [ oy

Beweis. Sei wieder
A={(xt)a<|x| <b0<t<f(|x])}

und
B={(r,t):a<r<b0<t<n|B(0)|,s" L f(r)}.

Die Aussage des Satzes ist
‘B‘Z = ’A|n+1

Wir definieren
C={(rttw):a<r<b0<t<f(r),0<w<|B(0)] "1}
Nach dem Prinzip von Cavalieri ist |C|3 = |B|2. Wir definieren

C— {} fallst<0
Tl {(hw)ia<r<b f(r)>t0<w < [By(0)],r" 1}

Die gewiinschte Aussage folgt aus

(18.1) |Atln = [Ct]2

Sei (4,D) ein maximales Interval in {r:a < r < b, f(r) > t}. Dann ist
[{x]a < [x| < B} = [B1(0)]u(b" —a")

und

- b -
H(r,w)la<r<b0<w< n|B1(O)|nr”_1}| = / n|B1(0)|nr"_1dr = |B1(0)|(b" — ")
a

Die Summation iiber die den maximalen Intervallen entsprechenden Mengen ergibt (18.1) und

damit die gewiinschte Aussage. O

Diese Aussage wird iiblicherweise mit der Transformationsformel bewiesen. Der Beweis hier ist
elementarer und fundamentaler, aber er weicht von der uns noch nicht wirklich zugénglichen

Argumentationslinie der Literatur ab.
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19 Das Lebesguemal

19.1 Einschub: Die Cantormenge

Wir definieren Cy = [0, 1],

und nehmen jeweils das mittlere Drittel aus jedem Intervall heraus
C,=1[0,1/9]U[2/9,1/3]U[2/3,7/9]U[8/9,1].

Genauso definieren wir rekursiv C; als eine Vereinigung von 2/ Intervallen der Linge 37/.

Die Mengen sind ineinander enthalten:
C]'CC]']"'CC1CCO:

Die Cantormenge ist der Schnitt

Als Schnitt abgeschlossener Mengen ist C abgeschlossen. C ist beschrankt und damit kompakt.
Die Menge C ist total unzusammenhéngend in dem Sinn, dass fiir x,y € C, x # y die Strecke C
Punkte aus dem Komplement enthélt. Die Menge C enthélt kein Intervall positiver Lange. Da
die Randpunkte der Intervalle von C; alle in C; liegen, und zwar fiir jedes j und /, und damit in
C, existiert zu jedem Punkt x in C eine Folge von Randpunkten der C; in C, deren Folgenglieder
verschieden von x sind, und die gegen x konvergieren. C enthélt keinen isolierten Punkt.

Die Menge C ist nicht abzihlbar. Genauer existiert eine injektive Abbildung von [0,1) nach C:
Wir ordnen der Binérdarstellung von s € [0,1)

(0,5152 ce )2

von s folgenden Punkt zu: Rekursiv wéhlen wir ein Intervall in C; aus. Haben wir das in C; getan,
so wihlen wir das untere bzw obere Drittel in Cjy1, je nachdem ob s;;1 = 0 oder s;;1 = 1. Wir
erhalten eine Intervallschachtelung von Intervallen, deren Lénge gegen Null geht. Sie enthélt also
einen Punkt x, der in allen Intervallen, und damit in C liegt.

Die Summe der Intervalllingen in C; ist (2/ 3)/, was mit j — oo gegen Null geht.

Das eindimensionale Mafl der Menge C wird Null sein, obwohl die Menge die Méchtigkeit des
Intervalles [0, 1] hat.

Die Cantor-Lebesguefunktion auf [0, 1] ist folgendermassen definiert: Wir schreiben s € [0,1] als

s =1(0,5152...)3.

Ist eine der Ziffern 1, so ersetzen alle Ziffern nach dieser 1 durch Null. Im néchsten Schritt
ersetzen wir jede Ziffer 2 durch 1 und interpretieren das Ergebnis als Binérzahl. Diese Prozedur
definiert eine stetige Abbildung von [0, 1] nach [0, 1], die in den Liicken konstant ist. Der Graph
wird Teufelstreppe genannt.

Die folgenden Graphiken zur Cantor-Lebesguefunktion sind aus Wikipedia.
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19.2 Das Lebesguemal

In diesem Abschnitt werden wir Lebesguemengen und das Lebesguemafl definieren. In einem

ersten Schritt betrachten wir offene Mengen und dyadische Wiirfel fiir j € Z" und I € Z:
(19.1) Qu={x:2j1 <xm <2 (1412 <x2<2(j2+1);...}

mit dem Maf (das hier als Definition zu verstehen ist)

Q) = 2"
Lemma 19.1. Aus
Qi NQy # {}
folgt
Qi € Qg
oder
Qi C Qji-
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Wir kénnen jede Menge als disjunkte Vereinigung dieser Wiirfel schreiben.
Lemma 19.2. Es seien U; offene Mengen,
u=_u.

Zu jedem x € U existiert genau ein dyadischer Wiirfel mit Kantenlinge < 1 in U, der in einem
der U; liegt, und entweder mazimal ist mit dieser Eigenschaft, oder dessen Kantenlinge 1 ist,

und der x enthdlt.

Beweis. Fiir x € U sei L C Z die Menge aller nichtpositiven ganzen Zahlen so dass fiir [ € L
der dyadische Wiirfel Qj;, der x enthélt, in U liegt. Die Menge L ist nach oben beschrinkt, da
U nicht der ganze Raum ist. Nach den Peanoaxiomen enthilt L eine grofite Zahl [. Der Wiirfel

Qji hat die gewlinschten Eigenschaften. O

Wir erhalten die offensichtliche Konsequenzen aus Lemma 19.1 and Lemma 19.2.

Lemma 19.3. Die offene Menge U ist disjunkte abzdihlbare Vereinigung der dyadischen Wiirfel
aus Lemma 19.2 mit U; = U.

Definition 19.4. FEs seien U C R" offen. Wir definieren
m"(U) € [0, o]
als die Summe tber die Mafe der dyadischen Wiirfel von Lemma 19.2 mit U; = U.

Der Wert der Summe éndert sich nicht, wenn wir diese dyadischen Wiirfel in kleinere dyadische
Wiirfel unterteilen.

Wir kénnten an dieser Stelle zeigen dass

" (Br(x)) = m" (B (0))R" = s

n

Offensichtlich gilt
(2R/+/n)" < m"(Bg(0)) < 2"R"

was wir im Folgenden verwenden werden.

Sind Uj; offene Mengen so gilt
(19.2) m”(U uy) <) m"(Uj).

Das folgt mit der Zerlegung von Lemma 19.2, da dann jeder dieser Wiirfel in mindestens einer

Menge Uj; liegt. Sind die U; disjunkt erhalten wir
(19.3) m”(U uy) = y_ m"(Uj).

da dann jeder dieser Wiirfel in genau einer Menge U; liegt.

Wir definieren nun fiir beliebige Teilmengen ein sogenanntes dufleres Mafl

106



Das Lebesguemaf}

Definition 19.5. Fir A C R" definieren wir
mi(A) =inf{m"(U): A C U, U offen }
Eigenschaften:

1) Fiir jede offene Mengen gilt

2) Fiir jeden Quader gilt

m”((al,bl) X (az,bz) N (an,bn)) = mf([al,bl] X [az,bz] cen [an,bn])
= (b1 — al)(bz — 612) e (bn — an)

3) Eine Menge mit einem Element hat das duflere Mafl Null,
mi({xj}) =0
4) Fiir je zwei Mengen A, B C R" gilt
m(AUB) < mi(A)+mi(B)
5) Es gilt die abzéhlbare Subadditivitét des duBeren Mafles fiir A; € R”

m: (U4) < L (4)

6) (Monotonie) Aus A C B folgt

7) Haben die Mengen A und B einen positiven Abstand, d.h. existiert § > 0 mit
|lx —y| >4 firx€ Aundy € B

so gilt sogar

mi(AUB) =m!(A)+ml(B).

Der Beweis der abziahlbaren Subadditivitét ist wie folgt: Sei € > 0. Nach Definition des dufleren
Mafles existieren offene Mengen Aj C U; mit

m™(Uj) < mi(A;j) +2 7 e.

Die Menge U = |J U ist offen (als Vereinigung offener Mengen) und enthélt A. Mit der Definition
und mit (19.2) folgt

e

Il
—

e

Il
—

mi(A) <ml(U) < m”(llj) < mZ(Aj) +27Ue = ZmZ(A]) + e
j=1

] ]

Diese Abschiitzung gilt fiir jedes € > 0. Die abzéhlbare Subadditivitét folgt im Limes ¢ — 0.

Die iibrigen Aussagen folgen aus der Definition und analogen Uberlegungen in Kapitel 17.
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Lemma 19.6.
m}(Q") =0.

Beweis. Die Menge Q" ist abzdhlbar. Sei x; eine Folge, in der jedes Element von Q" genau

einmal vorkommt und € > 0. Wir definieren

u= U Bzfj(x]').
j=1

Diese Menge ist offen und enthélt Q". Also folgt

1 )
m%o fur€—>0.

m"(Q") < Y (2e)"271" = (2¢)"
j
Definition 19.7. Wir nennen A C R" Nullmenge falls m" (A) = 0.

Ein Beispiel: Die Cantormenge fiir n = 1.

Ahnlich wie oben sieht man: Jede abzihlbare Vereinigung von Nullmengen hat das Maf 0.

Definition 19.8. Wir nennen A C R" Lebesgue messbar (oder Lebesquemenge oder messbar)
falls fiir jedes € > 0 eine offene Menge U existiert mit A C U und

mi(U\A) < e.
Fiir messbare Mengen A definieren wir das Lebesquemafl m"(A) = m" (A).
Es gilt:
1) Jede offene Menge ist messbar.
2) Jede Nullmenge ist messbar.
3) Jede abzihlbare Vereinigung messbarer Mengen ist messbar.
4) Abgeschlossene Mengen sind messbar.

5) Das Komplement messbarer Mengen ist messbar.

6) Abzéhlbare Schnitte messbarer Mengen sind messbar.

Wir benétigen eine topologische Aussage: Es seien N und M disjunkt kompakte Mengen. Dann
ist der Abstand der Mengen positiv. Das folgt aus dem Satz vom Maximum: Die Abbildung

x — inf{|x —y||ly € N}

ist stetig und nimmt das Infimum auf der kompakten Menge M an. Ist dieses Infimum 0 dann
ist der Schnitt N N M nicht leer, da M kompakt ist.
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Beweis. Die erste Aussage ist offensichtlich: Ist A offen und € > 0, dann wéhlen wir U = A.

Fiir die zweite Aussage sei A eine Nullmenge und & > 0. Nach Definition der Nullmenge existiert
eine offene Menge U mit A C U und m"(U) < &. Dann ist aber auch

mi(U\A) <m"(U) < e
und daher ist A messbar.

Zur dritten Aussage betrachten wir messbare Mengen A; und € > 0. Dann existieren offene
Mengen Uj mit A; C Uj und m’ (U;\A;) < 27/e. Sei

Dann ist U offen, A C U und
U\A C U Ui\ A;).
j=1

Daraus folgt

[oe]

mi(U\A) < Z (U\Aj) <

und ist A messbar.

Fiir die vierte Aussage geniigt es nachzuweisen, dass kompakte Mengen messbar sind, da je-
de abgeschlossene Menge abzihlbare Vereinigung der Schnitte mit abgeschlossenen Béllen vom
Radius N ist. Sei ¢ > 0 und A kompakt. Dann existiert eine offene Menge U, die A enthélt, mit

m"(U) <m"(A)+¢e < oo

Da U\ A offen ist ist es eine abzihlbare Vereinigung von disjunkten dyadischen Wiirfeln. Durch
Zerlegungen konnen U\ A als disjunkte abzihlbare Vereinigung dyadischer Wiirfel Qg mit posi-
tivem Abstand zu A schreiben.
Fiir festes N ist N
K=J
k=1
kompakt. Da K und A disjunkt und kompakt sind haben sie einen positive Abstand. Also gilt

" (U) = m(A) + m? (K)

und
m}(K) < e
Nun folgt
m"(U\A) = Zm (Qx) _hmm UQk

k=
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Damit sind abgeschlossene Mengen messbar.

Zum Beweis der fiinften Aussage betrachten wir eine messbare Menge A messbar und B = R"\ A.

Wir behaupten: B ist messbar. Nach Definition der Mefibarkeit existieren offene Mengen U; mit

1
Das Komplement B; = R™\U; ist abgeschlossen und daher messbar. Dann ist auch S = U}’il B;

messbar. Es gilt S C B und
B\S C U,\A

Dabher ist
m’j(B\S) =0

Damit ist B als Vereinigung der messbaren Mengen S und B\S messbar.

Durch Komplementbildung folgt die letzte Aussage aus der dritten Aussage:

[ee]

ﬁ Aj=R"\([JR"\A4)).

=1 j=1
m

Satz 19.9 (Sigmaadditivitét). Sind A; € R" disjunkte messbare Mengen so ist A = |JA;

messbar und es gilt

Beweis. Das Komplement von A ist der abzéhlbare Schnitt der Komplemente der A; und damit
nach den vorherigen Beobachtungen messbar.
Wir nehmen zunéchst an daff alle Mengen A; beschridnkt sind. Da A; messbar ist, ist auch das

Komplement messbar. Es gibt also eine offene Menge V; mit (R"\A;) C V; und
W (VA(RM\A) < 277

Daraus folgt E; = ]R”\Vj C Aj, Ej ist abgeschlossen und beschréinkt, also kompakt, und
m'(Aj\Ej) < e27/. Die Mengen E; sind disjunkt und kompakt, haben also einen positiven Ab-

stand voneinander. Sei

N
EN = |JE
j=1
Dann ist "
! (EN) = Y m(E;)
j=1
und
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Es folgt
fiir jedes € > 0, also auch

Die umgekehrte Ungleichung folgt aus der Subadditivitéat des dufleren Mafes.
Sind die A; unbeschriinkt so schneiden wir sie mit Béllen vom Radius R. In diesen gilt die gesucht

Formel, und wir erhalten die Aussage mit dem Limes R — oo. O
Die Argumente implizieren den folgenden Satz:

Satz 19.10. Es sei E eine messbare Menge und € > 0. Dann existieren eine offene Menge U
und eine abgeschlossene Menge A mit A C E C U und

m"(U\A) < ¢
Ist m"(E) < oo so konnen wir A sogar kompakt wihlen.

Beweis. Zunéchst existieren offene Mengen U und V mit E C U und R"\E C V. Sei A = R"\V.
Es gilt
m"(U\E) +m"(E\A) < .

Daraus folgt die erste Aussage. Da immer (siehe n#chstes Lemma )
m"(E N Bg(0)) — m"(E) mit R — oo

kénnen wir uns auf beschrinkte Mengen zuriickziehen wenn m"(E) < oo. Beschriinkte abge-

schlossene Mengen sind aber kompakt, und daher auch A. ]

Lemma 19.11. Es seien A; messbare Mengen, A;j C Aj.1 fir jedes j, d.h. die Mengen seien
aufsteigend. Dann folgt

o]

m'" A) = lim m" (Al
(U A = Jimm(4)

Beweis. Die Mengen By = Ay, B; = A]-\A]-,1 fiir j > 2 sind messbar und disjunkt. Deshalb gilt

[ee]

w (U A7) = m"(J B) = Yom"(B) = lim Y- w"(B) = lim m"(Ay)
i =1 j=1

O]

Aus der Konstruktion ergibt sich sofort, dass das Lebesguemafl sich bei Translationen nicht
andert. Die Uberlegungen aus Kapitel 17 implizieren dann auch, daff das Lebesguemaf invariant

unter Bewegungen bzw Isometrien ist.
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Satz 19.12. Lebesguemengen und Lebesquemaf$ sind durch folgende Eigenschaften charakteri-

siert.

1) Jede offene Menge ist messbar. Mit einer Menge sind auch jede verschobene Menge messbar

und das Komplement messbar. Abzihlbare Vereinigungen messbarer Mengen sind messbar.
2) Das Maf$ des Finheitswiirfels ist 1.
3) Das Maf dndert sich unter Translationen nicht.
4) Das Maj$ ist abzihlbar o additiv.
5) Jede Nullmenge des dufSeren MafSes ist messbar.

Dieser Satz folgt direkt aus der Konstruktion. Wir erhalten ein einfache aber wichtige Konse-

quenz.

Satz 19.13. Es seien A C R" und B C R™ messbar. Dann ist A x B C R"™™ messbar und
(mit 0co =0)
m" ™™ (A x B) = m"(A)m™(B)

Beweis. Es geniigt A und B mit endlichem und von Null verschiedenem Mafl zu betrachten.
Zunéchst definiert
A — m"TM(A x (0,1)™)

ein translationsinvariantes Maf§ auf IR”. Nach dem vorherigen Satz ist es das Lebesguemaf,d.h.
m" M (A x (0,1)™) = m"(A).
Genauso sieht man daf} fiir festes A mit endlichem, von Null verschiedenem Maf
B — m"™™(A x B)/m"(A)

ein Mafl auf R™ definiert, das wieder mit dem Lebesguemafl iibereinstimmt. Daraus folgt die

Aussage. O
19.3 Die Brunn-Minkowskiungleichung
Definition 19.14 (Summe von Mengen). Es seien A, B € R". Wir definieren
A+B={x+y|lx € Aye B}
Satz 19.15. Es seien A und B messbare Mengen in R". Dann folgt
(2 (A + B)Y" > (m"(A)V" 4 (" (B))/"

Sind A und B abgschlossen, so gilt das auch fiir A 4+ B. In diesem Fall sind die Voraussetzungen
erfiillt.
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Beweis. Wir betrachten zunichst die Situation, wenn A und B achsenparallele Rechtecke der
Kantenlédngen a; bzw b; sind. Dann ist A + B ein Rechteck der Kantenldngen a; + b;. Die zu
zeigende Ungleichung ist dann

n n

n
[+ > [T + [Tl
j=1 j=1 j=1
Ersetzen von x; durch x;/(aj + bj) reduziert die Aussage auf a; +b; = 1. Die arithmetisch-

geometrische Ungleichung zeigt

1
194 =Y a;>([]a 1n,
(19.4) " >a; = ([Ta)
Die arithmetisch-geometrische Ungleichung ist eine Konsequenz der Konvexitét der Exponential-

funktion: Da die Exponentialfunktion konvex ist, ist der Logarithmus konkav. Die arithmetisch-

geometrische Ungleichung ist nun &quivalent (fiir a; > 0) zu

was aus der Konkavitét folgt.
Wir addieren die Ungleichung (19.4) fiir a; und b; und erhalten die Aussage fiir achsenparallele
Rechtecke.

Als néchstes betrachten wir die Situation wenn A und B die endliche Vereinigung von Recht-
ecken mit disjunktem Inneren sind, und beweisen die Aussage durch Induktion nach der Zahl
der Rechtecke. Die Aussage ist invariant unter Translation von A und B. Wir wihlen zwei der-
artige Rechtecke Ry und Rp in A. Sie kénnen durch eine Koordinatenebene getrennt werden.
Ohne Einschrinkung sei dies x; = 0. Wir verschieben B und bezeichnen den Teil iiber der

Koordinatenebene mit {}* und den darunter mit {} . Durch die Verschiebung erreichen wir

m"(BF) _ m(A¥)

m"(B)  m(A)

Es folgt
(AT+BYYU(A"+B)CA

wobei die linke Seite im Wesentlichen (bis auf die Nullmenge x; = 0) eine disjunkte Vereinigung

ist. Es folgt mit der Induktionsannahme
m"(A+B) >m"(A" +B")+m(A” +B")
>[(m" (AT (™ (B)) ) 4 [(m" (A7) V" + (m" (BT =)V

- <mn(B)>1/n n - (Z:((i))>l/n]”

m" (A~
' (A) AT
Daraus folgt die Aussage erst fiir offene Mengen, und dann fiir kompakte Mengen. Wir schliessen

=" (AY)

n
_ (m(A)l/n —i—m(B)l/n) )
den Beweis durch eine aufsteigende Approximation von A und B durch kompakte Mengen. [
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Interessant ist der Fall B = B,(0). Die Fliche des Randes der Menge A kénnte man als

lim m"(A+ B,(0)) —m"(A)

r—0 r

definieren falls dieser Limes existiert. Nach der Brunn-Minkowskiungleichung ist
(" (A + By(0)))"" = (m" (A)"" + m" (B1(0))"/"r
Insbesondere folgt mit w, = (m™(By(0)))"/"
wn(R+1) = (m"(BR(0) + B(0)))"/" = (m"(Br(0)))"" + (m" (B:(0)))"/".

Wir erhalten die isoperimetrische Ungleichung in der Form: Sei m"(A) = m"(Bg(0)). Dann folgt

(19.5) lim A+ B (0) =m"(A) o m"(BR(0)) +m" (B (0))

r—0 r r—0 r

und wir interpretieren die linke Seite als den n — 1 dimensionalen Flidcheninhalt des Randes
von B, und die rechte Seite als den # — 1 dimensionalen Flicheninhalt von A. Das ist dann die

isoperimetrische Ungleichung.
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15. Vorlesungswoche

20 Das Lebesgueintegral

Definition 20.1. FEine Funktion f : R" — R U {oo} U {—o0} heifit mefbar, wenn fir jedes
A € R die Menge
{x eR": f(x) > A}

mefSbar ist.

Die Wahl von >, < und < ist dquivalent.

20.1 Die Definition fiir nichtnegative Funktionen

Sei f : R" — R eine nichtnegative meBbare Funktion. Die erste Moglichkeit der Definition ist
iiber das Maf} der Menge unter dem Graphen. Sei

A={(x,t) eR"xR:0<t< f(x)}
Wir kénnen das Integral als
‘A|n+1
definieren. Dazu miissen wir nachweisen, dass A meflbar ist.

Die zweite Moglichkeit orientiert sich an dem Prinzip von Cavalieri. Wir definieren das Integral

iiber das Riemannintegral iiber die Mafle der Schnitte:

/ m"({x e R": f(x) > t})dt

0

Die Mengen sind aufgrund der Definition der Mefibarkeit von f mefibar. Die Funktion
g(t) =m"({x e R": f(x) > t})

fallt monoton. Monotone Funktionen sind Riemannintegrierbar auf kompakten Intervallen. Da-
mit kénnen wir dieses Integral ohne Schwierigkeiten definieren, wir miissen lediglich den Wert

oo an verschiedenen Stellen zulassen.

Die dritte Moglichkeit der Definition verwendet einfache Funktionen analog zu den Treppen-
funktionen beim Riemannintegral.

Wir bezeichnen die charakteristische Funktion der Menge B C R"” mit xp und definieren

/t)(Bdm” = tm"(B)

wenn B mefibar ist. Eine einfache Funktion ist eine Linearkombination charakteristischer Funk-
tionen von meBbaren Mengen. Sind die Koeffizienten f; nichtnegativ so definieren wir nahelie-

genderweise

N N
/Zt]‘)cgjdmn = Zt]m”(B])
j=1 j=1
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Sei jetzt f eine nichtnegative mefbare Funktion, und f; eine Folge von einfachen Funktionen mit

0 < fi(x) < fa(x)fi(x) < fis(x)
und
fi(x) = f(x)

fiir alle x. Dann wollen wir

| fam* = tim [ fiam"

J—00
definieren. Hier miissen wir die Unabhéngigkeit von der Wahl der einfachen Funktionen nach-

weisen.

Satz 20.2. Alle drei Mdglichkeiten sind wohldefiniert und ergeben die gleiche Zahl (wobei o)

erlaubt ist.

Beweisskizze.
Die Wohldefiniertheit und Aquivalenz der drei Definitionen fiir charakteristische Funktionen, und
fiir nichtnegative einfache Funktionen folgt durch Induktion nach der Anzahl der Summanden.

Sei f; eine monotone Funktionenfolge wie in der dritten Definition und

Aj={(x1t):0<t < fi(x)}
bzw
A={(x1t):0<t < f(x).

Diesen Mengen geniigen den Annahmen von Lemma 19.11. Also ist A also monotoner Limes

meBbarer Mengen mefibar, und
[ fm® = w1 (4) = w1 (A),

Dieser Limes ist unabhéngig von der Wahl der einfachen Funktionen.
Umgekehrt sei hy(t) = j/N mit j € NU{0} falls t < N und j/N < t < j/(N+1), und
hn(f) = N fiir t > 0. Dann nimmt fiir jede meBbare nichtnegative Funktion f fy(x) = hyo f(x)
nur endlich viele Werte an, und ist daher eine einfache Funktion. Auilerdem konvergiert fy(x) —
f(x) monoton fiir alle x. Daher ist A mefibar wenn f eine mefbare Funktion ist.
Die Mengen By; = {x : fn(x) > t} steigen monoton gegen By = {x : f(x) > t} auf. Nach
Lemma 19.11 folgt

g(t) 1= " (By) = m"(By) = g(&)
fiir jedes t, monoton fiir N — oo. Die Aquivalenz der zweiten Definition folgt aus
Lemma 20.3. Seien gj monoton fallende Funktion auf (0,00) mit Werten in [0, 00], mit

gi(t) — g(t) monoton in j, fir j — oo, und alle x.

Dann folgt
R
/ g0t = lim [~ gi(t)dt - / o (t)dt

R—o0 JR-
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Beweis. Ist gj(t) = oo fiir ein t > 0, so setzen wir [~ gj(t)dt = co. Im anderen Fall verstehen
wir [ 15,1 gj(t)dt als Riemannintegral, und [, gj(t)dt als uneigentlichen Riemannintegral, wobei
wir den Wert oo erlauben. Es geniigt zu zeigen: Seien g; und ¢ wie oben, und g beschréinkt auf
[a,b]. Dann ist

b b
lim [ gi(t)dt = / 2(t)dt.
a

]— Ja

A;}ls der monotonen Konvergenz der g; folgt [ : gj(t)dt ist monoton wachsend, und | ub gj(t)dt <
f . ¢(t)dt. Die Funktion g ist Riemannintegrierbar. Fiir jedes € > 0 existiert also eine Zerlegung
des Intervalls, so dal die zugehorige Untersumme grofler als das Integral minus € ist. Aus der

Konvergenz der g; folgt die Konvergenz der entsprechenden Untersummen fiir g;. Also folgt

b b
lim/ g]-dtZ/ g(t)dt —e,

j—oo
und damit die Behauptung. O

Jede der drei Definitionen hat andere niitzliche Eigenschaften. Die erste gibt dem Integral eine
sehr geometrische Bedeutung, und sie erlaubt das Studium von Limiten. Am Anfang des Beweis

haben wir den Satz von Beppo Levi bewiesen, den wir hier auch formulieren.

Satz 20.4 (Monotone Konvergenz, Satz von Beppo-Levi). . Es sei (f;) ein Folge nichtnegativer
mefSbarer Funktionen, f sei eine mefbare Funktione und N eine Nullmenge. Fiir alle x € R"\N

konvergiere f; monoton gegen f. Dann folgt

[ fiam® — [ fam"

Die zweite Definition erlaubt die direkte Auswertung von Integralen. Wir hatten die Rechnung
bei den Gauflschen Funktionen durchgefiihrt. Die dritte Definition impliziert die Linearitét des

Integrals, zunéchst in der Form
[+ agim' = [ fam A [ gin
fiir nichtnegative mefibare Funktionen und A > 0. Wir definieren
f = max{f,0}

und
f- = max{~f,0}

fiir beliebige Funktionen f.

Lemma 20.5. Es seien fj, 1 < j < N meflbare Funktionen und ¢ : R" — R stetig. Dann ist
auch ¢(f1, f2, fn) mepbar. Jede stetige Funktion ist mefbar.
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Definition 20.6. Es sei f eine mefbare Funktion, und entweder

/ Fodm < oo

oder

/ Fodm < co.

/fdm” - /f+dm”—/f_dm”.

Wir nennen f integrierbar, falls f mefbar ist und

Dann definieren wir

/\f\dm” < oo,

Satz 20.7. Es seien f und g integrierbare Funktionen und A € R. Dann ist auch f + Ag

integrierbar und

/f+)tgdm" — /fdm”+/\/gdm”.

Beweis. Die Aussage ist klar falls f4 und g+ einfache Funktionen sind. Sie bleibt beim Ubergang

zum Limes erhalten. O
Lemma 20.8. Sind f und § mefbar, f oder g integrierbar und f < g, dann folgt
/fdm” < /gdm".
Es gelten Sdtze zum Vertauschen von Limiten und Integration.
Satz 20.9 (Lemma von Fatou). Es seien f; nichtnegative monotone Funktionen. Dann folgt
/liminffjdm” < lim inf/f]-dm”.
Beweis. Wir definieren

gj(x) = inf fi(x).

1>]

Dann wichst gj(x) monoton gegen g := liminf f;. Mit dem Satz von Beppo Levi folgt

/fjdm” > /gjdm” — /gdm”.
Darau folgt die Aussage. O

Satz 20.10 (Konvergenz von Lebesgue). Seien f; und g mefbare Funktionen, g integrierbar,
|fil < g, N eine Nullmenge, fi(x) — f(x) fir x € R"™\N. Dann ist f integrierbar und

[ fidm® — [ ram.
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Beweis. Wir wenden das Lemma von Fatou auf
fi=g+1

an. Daraus folgt

/g+fdm” < liminf/g—l—fjdm”
und genauso

/ g— fdm" < liminfg — fdm",
woraus

limsup/fjdm” < /fdm" < 1iminf/f]-dm”

und damit die Aussage folgen. O
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