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Aufgabe 9 (10 Punkte)

a) Sei X ein metrischer Raum. Zeigen Sie: A C X offen <= X \. A abgeschlossen.
b) Bestimmen Sie das Innere, den Abschluss und den Rand der folgenden Mengen.
i) {x € Q" | |x|] <1} als Teilmenge von Q".
(||) {x € Q" | |x| < 1} als Teilmenge von R".
(i) {x € Q"] |x| = 1} als Teilmenge von Q".
(iv) {x € Q" | |x| =1} als Teilmenge von R".
(v) {x € Gp([0,1]) | [|x]lsup < 1} als Teilmenge von Cy([0,1]).

Aufgabe 10 (10 Punkte)

Seien (X,dx) und (Y, dy) metrische Rdume.

a) Zeigen Sie: Ist f : X — Y stetig, so ist der Graph graph(f) := {(x, f(x)) | x € X} eine
abgeschlossene Teilmenge von X x Y.

b) Gilt die Umkehrung dieser Aussage? Betrachten Sie zunachst Funktionen auf IR.

Aufgabe 11 (10 Punkte)

Welche geometrischen Objekte im R? sind durch die Bahnen der folgenden Wege gegeben?
Zeichnen Sie die Bahnen zum Beispiel mit Octave und berechnen Sie die Bogenlange.

a) [0,47] 3t — (4 cos(t), 5sin(t))T.
b) [-3,3] >t — (2cosh(t),sinh(t))T.

c) [0,71] >t~ (cos®(t),sin’(t))T.

(cos(t),sin(t) +1)T furalle t € [0, ),
(cos(t— %) —1Lsin(t—5))T  furallet € [m,2n),
A [0,47) 5 £ (cos(t — 2) sin(t —7r) — 1)7 fur alle t € [27t,37),
(cos(t—3F) + 1,sin(t — 32))T  furalle t € [37,4m).
£)"

Bitte wenden!



Aufgabe 12 (10 Punkte)

Auf einem endlich-dimensionalen normierten Raum E sind alle Normen dquivalent.

Setzen Sie einen vollstdndigen Beweis dieses Satzes aus den folgenden Beweispuzzleteilen

Zzusammen.
a) Seien zwei beliebige Normen || - || und ||| - ||| auf E gegeben.
n
b) Wir definieren | x|y g5 := ¥ |a;(x)| abhé&ngig von der gewéhlten Basis.
j=1
c) Offensichtlich gilt || x|z < f |a;(x)]llej|| £ fur alle x € E.
j=1
d) Offensichtlich ist M beschrankt.
e) Dannista(x) € M und wir wissen deshalb, dass ¢ < || iﬁj(x)ejHE = [la(x) I |e-
j=1
f) Mit C:= max [le; | folgt, dass [|x||z < C|lx]1zz gilt
j=1,..., n
g) Esisteinfach zu zeigen, dass || - ||1 £,z eine Norm auf E ist.
n
h) Seinun f: (R",||-[1) — (R,|-|) gegeben durch a — || }_aje;||E.
j=1
i) Da {1} abgeschlossenin (R, |- |) ist, folgt aus der Stetigkeit von || - ||;, dass M abgeschlossen ist.
j) Sei | -||£ eine Norm auf E. Wir wahlen eine Basis B := {ej,...,e,}. Jedes x € E kann als x = iaj(x)ej geschrieben
j=1
werden, wobei a;(x) € R die Koordinaten von x beziglich ¢; sind.
k) Die Kompaktheit von M folgt.
I) Dannistklar, dass |f(a)| < Clla||; gilt.
m) Beachte nun, dass ||a(x)|l1 = ||x|/1,g,5 gilt. Es folgt also c||x||1,£5 < ||x||E.
n) Wir haben schon gezeigt, dass jede Norm &quivalent ist zu || - |1 g 5. Die Konstanten nennen wir hier ¢1, C; bzw ¢, C,.
o) Somit gilt auch |f(a) — f(b)| < C|la — bl};.
n n
p) Der Satz vom Maximum/Minimum impliziert also, dass eine Konstante ¢ := min | X aje;| £ existiert so dass ¢ < || _ ajejl|e
= =1
fur alle a mit ||a||; = 1 gilt.
n
@) Sei nun ein beliebiger Punkt x = Y. a;(x)e; € E gegeben. Wir betrachten die Koordinaten a;(x) := |la(x)||; a;(x), j =
j=1
1,...,n.
r) Damit gilt fir jedes x € E auch ||| < Cilx[lyes < S|x/l| und |[x]| = erllxles = & lxl-
s) Dies zeigt die Stetigkeit von f.
t) Wir definieren M := {a € R" | |ja|; = 1}.
u) Damit haben wir die Aquivalenz von || - ||1,g5 mit || - ||z gezeigt.



