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Aufgabe 1: 10 Punkte
Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Zeigen Sie, dass fiir alle A C X gilt

A={zeX: d(z,A) =0}
Hierbei notiert fiir € X wie in der Vorlesung d(z, A) := inf{d(x,y): y € A} den Abstand von x
zu A.

Aufgabe 2: 10 Punkte

Wir nennen eine Funktion f: R™ — R™ partiell stetig in einem Punkt (z1,...,z,) € R™ genau
dann, wenn fiir jedes k € {1,...,n} die Abbildung ¢*): R > 2+ f(21, ..., Zk_1,2, Tpy1, ..., L) in
T, stetig ist. Zeigen Sie, dass eine in einem Punkt stetige Funktion in diesem Punkt partiell stetig
ist, aber die Umkehrung im Allgemeinen nicht gilt.

Bonusaufgabe: Angenommen, man nennt eine Funktion f: R™ — R™ partiell stetig, wenn sie in
jedem Punkt partiell stetig ist. Zeigen oder widerlegen Sie, ob dann f notwendigerweise stetig ist.

Aufgabe 3: 4 4+ (24242) + (24241) + 1 + 4 = 20 Punkte
Es notiere fiir 1 < p < oo

= {(an)neN ay € R fiir alle n € N und ||(an)nenll, == (Z |an|p) }
[ = {(an)neN: an € R fiir alle n € N und ||(an)nen||oo := sup |an| < oo},
neN
Cop 1= {(an)neN: a, € R fiir alle n € N und es existiert N € Nmitn > N = a, = 0}.

(a) Wir definieren fiir (ay)nen, (bn)nen € £2

<(an)neN7 n nEN Zan n-

Zeigen Sie, dass ((ay,)nen, (bn)nen) dann wohldefiniert ist und ein Skalarprodukt auf £2 defi-
niert. Begriinden Sie, dass die Norm auf 2 von diesem Skalarprodukt induziert wird.

(b) Zeigen Sie, dass (€7, ]| - ||p) fiir p € {1,2, 00} jeweils ein Banachraum ist.
(c) Bestimmen Sie mit Beweis jeweils den Abschluss von cgo in (€7, - ||,p) fiir p € {1,2, 00}.

(d) Bestimmen Sie fiir jedes p € [1,00) mit Beweis den Abschluss von (P in ¢*° beziiglich der
Norm || - |-

(e) Sei 1 < p < 0. Zeigen Sie, dass die Identitét id: (an)nen — (an)nen stetig ist als Abbildung
id: ¢P — £,



Aufgabe 4: 10 Punkte

Es sei (X,] - ||x) ein reeller Banachraum und A: X — X eine lineare Abbildung mit [|A| < 1,
wobei ||A]| die Operatornorm von A ist.

(a) Zeigen Sie, dass fiir jedes f € X die Gleichung x — Az = f eine eindeutige Losung x € X
besitzt.

(b) Sei g € Cy([0, £]). Zeigen Sie weiters, dass die Integralgleichung

1+/0If(t)dt=f—g

eine eindeutige Losung f € Cy([0, 1]) besitzt.



