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Aufgabe 1 (Isolierte Polstelle). Sei f : DR(0) \ {z0} → C eine holomorphe Funktion, wobei R > 0 und
z0 ∈ DR(0) eine Polstelle der Ordnung k > 0 ist, das heißt dass f(z)(z−z0)k sich zu einer holomorphen Funktion
auf DR(0) fortsetzen lässt, nicht aber f(z)(z − z0)k−1. Sei f(z) =

∑
n anz

n die Potenzreihenentwicklung von f
im Punkt 0. Zeigen Sie dass limn→∞ an/an+1 = z0.
Hinweis: benutzen Sie die Cauchy-Integralformel mit der folgenden (“Schlüsselloch-”) Kurve:

z0
0 R

Aufgabe 2 (“Universelle” ganze Funktion). Eine Folge von Funktionen fn : Ω→ C konvergiert kompakt gegen
eine Funktion f falls für jede kompakte Teilmenge K ⊂ Ω die Folge fn|K gleichmäßig gegen f |K konvergiert.

(a) Sei f eine ganze Funktion. Zeigen Sie dass die Folge der Partialsummen der Taylorreihe von f um den
Punkt 0 kompakt gegen f konvergiert.

(b) Konstruieren Sie eine Funktion F der Form

∞∑
n=0

pn(z −Mn)e−εn(z−Mn)
2

sodass für jede ganze Funktion f eine Teilfolge der Folge der Funktionen F (· + Mn) kompakt gegen f
konvergiert.

Aufgabe 3 (Satz von Hadamard über drei Geraden). Sei f eine beschränkte stetige Funktion auf dem Streifen
{0 ≤ Rez ≤ 1} die in seinem Inneren {0 < Rez < 1} holomorph ist und sei F (θ) := supRez=θ |f(z)|. Zeigen Sie
dass

F (θ) ≤ F (0)1−θF (1)θ, 0 ≤ θ ≤ 1.

Hinweis: führen Sie dies auf den Fall F (0) = F (1) = 1 zurück. Betrachten Sie dann die Funktion f(z)eεz(z−1).

Aufgabe 4 (Automorphismen eines Kreisrings). Ein Kreisring mit den Radien 0 < r < R ist die Menge
Ar,R = {r < |z| < R}. Sei f : A1,e → A1,e eine stetige Abbildung die auf A1,e holomorph ist und für die
|f(z)| = |z|, z ∈ ∂A1,e, gilt. Zeigen Sie dass dann notwendig f(z) = az mit |a| = 1 gilt.
Hinweis: wenden Sie den Satz über drei Geraden auf die Funktionen f(ez) und e/f(ez) an.


