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Aufgabe 1

Es sei Ω ⊂ Rn ein C1 Polyeder mit Normaleneinheitsvektorfeld ν und u ∈ C2(Ω) mit

∆u = 0 in Ω,
ν · ∇u = 0 auf ∂Ω.

Zeigen Sie, dass u konstant ist.

Aufgabe 2

Es sei F ∈ C2([0,∞) × Rn) mit ‖F (t, ·)‖L2(Rn) ≤ 1
1+t2 . Ferner seien f, g ∈ C2(Rn) ∩ L2(Rn) und

∇f ∈ L2(Rn). Es sei nun u ∈ C2([0,∞× Rn) eine Lösung des Problems

∂ttu−∆u = F,

u(0, ·) = f, ∂tu(0, ·) = g,

Ferner definieren wir

E2(t) =
ˆ
Rn

|∂tu|2(t, x) + |∇u|2(t, x)dx

a) Zeigen Sie, dass

d

dt
E2 = 2

ˆ
Rn

F (t, x)∂tu(t, x)dx

b) Folgern Sie, dass für eine geeignete Konstante C > 0

E(t) ≤ E(0) + C

für alle t ≥ 0.

Aufgabe 3

Finden Sie eine Lösung u ∈ C2
1 ((0,∞)× (0, π)) ∩ C1([0,∞)× [0, π]) des Problems

∂tu− ∂xxu = (x2 − 2πx)e−t in (0,∞)× (0, π),
∂xu(t, 0) = 2πe−t, ∂xu(t, π) = 0 für t > 0,

u(0, x) = 2πx− x2 für x ∈ [0, π].

Hinweis: Betrachten Sie den Ansatz u(t, x) = (2πx− x2)e−t + v(t, x).



Aufgabe 4

Es seien g, h ∈ C2(R) mit kompaktem Träger und u ∈ C2([0,∞) × R) sei eine Lösung der Wellenglei-
chung

∂ttu− ∂xxu = 0 in (0,∞)× R,
u = g, ∂tu = h auf {0} × R.

Ferner definieren wir die kinetische Energie

k(t) = 1
2

ˆ
|∂tu(t, x)|2dx,

sowie die potentielle Energie

p(t) = 1
2

ˆ
|∂xu(t, x)|2dx.

a) Zeigen Sie, dass E = p(t) + k(t) konstant ist.

b) Zeigen Sie, dass eine Zeit T > 0 existiert, so dass k(t) = p(t) für t > T .

Hinweis: Stellen Sie u(t, x) und p(t)− k(t) in Termen von F (x+ t) und G(x− t) dar.

Stellen Sie Ihre Überlegungen vollständig und nachvollziehbar dar.


