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12.04.16

1 Einleitung

1.1 Partielle Differentialgleichungen

Partielle Differentialgleichungen (abgekiirzt 'PDG’ oder nach dem englischen
'partial differential equations’ als 'PDE’ bezeichnet) sind Gleichungen, die
eine Funktion mehrerer Variablen, sowie deren partielle Ableitungen ent-
halten. Die Ordnung der Differentialgleichung ist die Ordnung der hichsten
Ableitung, die in der Gleichung auftaucht.

Es sei nun Q C R™ offen und u : © — R eine reellwertige glatte (d.h.
fiir uns, dass alle Ableitungen, die wir bendtigen, existieren und stetig sind)
Funktion auf 2. Wir benutzen die folgenden Notationen fiir partielle Ablei-
tungen. Die i-te partielle Ableitung von u ist gegeben durch

u(z + he;) — u(z)

=1 ; 1,... . 1.1
o = i h , i€{l,....,n} (1.1)
und wird auch mit
8riu7 aiu7 Diu7 Uy, Uq

abgekiirzt. Ebenso schreiben wir partielle Ableitungen zweiter Ordnung als

0? 9 9 .
Jidz, u, 0w, Oju, Upa;, uij, i, j € {1,...,n}. (1.2)
Allgemein definiert man fiir einen Multiindex o = (v, ..., ), o € N, mit

Ordnung |o| = > o
D%u(x) = 0%u(x) = 03} ...0p" u (1.3)

Fiir spétere Zwecke fithren wir hier noch die Notation o! = []}"; a;! , sowie
z® =T[%, z7" ein. Mit

DFu(z) = D(z); o] = k (1.4)

bezeichnen wir die Menge aller partiellen Ableitungen der Ordnung k. Wich-
tige Spezialfiille sind die (totale) erste Ableitung

Du = (Ogyu, . ..,0u),

und der Gradient,

Vu = : , (1.5)
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sowie die Hesse matrix

8§1x1u 6§nxlu
8:%1%“ 8§nwnu

Der Satz von Schwarz impliziert dass die Hessematrix symmetrisch ist falls
u zweimal stetig differenzierbar ist.
Eine partielle Differentialgleichung k-ter Ordnung 148t sich nun schreiben
als
F(D*u, D*tu,... ,u,z) = 0. (1.7)

Als wichtigste Beispiele werden wir im néchsten Abschnitt die Warmelei-
tungsgleichung, sowie die Poisson-Gleichung, etwas ausfiihrlicher motivieren.
Weitere bekannte Beispiele sind

(i) Die Helmholtz-Gleichung Q@ C R™, u: Q@ — R
—Au+ pu =0, weR,

wobei

Au = Z@gﬂlu (1.8)
i=1

(ii) Die Minimalflichengleichung Q C R™, v : Q — R
Vu

—div ————== =0

V1+|[Vul?
wobei dive = Y1 | ;.
(iii) Die Wellengleichung @ C R x R”, v : Q@ — R
Ut — Au = f
(iv) Die (viskose) Burgers-Gleichung @ C R x R, w: Q@ — R mit v > 0
Ut + Uy = Vlgy, wobei v > 0.
(v) Die Korteweg-de-Vries Gleichung Q CR xR, u: Q2 — R

U — Uy + Uger = 0.
(vi) Die stationdre Schrodingergleichung in R™. Gegeben V' € C(R") und

AeC,
—Au+Vu=u
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1.2 Ein wichtiges Beispiel: die Warmeleitungsgleichung

Die Warmeleitungsgleichung ist die einfachste Gleichung, welche die Aus-
breitung von Stoffen durch Diffusion beschreibt. Sei 2 C R? offen und be-
schréinkt. Sei u : (0,7) x © — R die Massendichte eines Stoffes (d.h. u(t, z)
ist die Dichte im Raumpunkt z € Q zur Zeit t). Sei

7:(0,T)xQ—R3 (1.9)

die FluBidichte des Stoffes, d.h. der Gesamtflu} des Stoffes durch eine Hy-
perfliche A mit Normale v ist durch [ 4J - vdS gegeben. Sei schlielich
f:(0,T) x 2 — R die Produktionsrate des Stoffes. Dann gilt fiir jedem
Ball B,(z) C © und jedes ¢

4 udy = —/ j-vdS +/ fdy (1.10)
dt JB,(z) 8B, () B, ()

wobei das linke Integral die Gesamtmasse in B, (x), das linke Integral auf der
rechten Seite den MassenabfluBl und das zweite Integral die Massenproduk-
tion in B,(z) beschreibt. Mit dem Satz von Gauss (und der Vertauschung
von Integration und Differentiation) folgt

/ udy = / (—divj+ f)dy. (1.11)
B, (z) B, (z)

Da dies fiir alle Bille mit B,.(x) C Q gilt, folgt (firu e C*,j€Ct, feC
)

du+divi—f=0  €(0,T)x0 (1.12)

Diese Gleichung heifit Bilanzgleichung oder Erhaltungssatz, weil sie die Er-
haltung der Masse bzw. die Massebilanz beschreibt. Diese Bilanzgleichung
gilt unabhéngig von dem konkreten Stoff, den wir betrachten. Um eine Glei-
chung fiir u zu gewinnen, fehlt noch eine Beziehung zwischen j und u (diese
hingt von dem konkreten Stoff ab). Im einfachsten Fall ist j zu Vu propor-
tional,

j=—-DVu. (1.13)

Die Konstante D heifit Diffusionskoeffizient. Es gilt D > 0, da der Flufl von
Gebieten hoher Massedichte zu solchen niedriger Massedichte erfolgt. Setzt
man der Einfachheit halber D = 1 so ergibt sich die Gleichung

Ou—Au = f (1.14)

Losungen der Gleichung —Awv = f entsprechen gerade stationidren Massever-
teilungen, d.h u(t,z) = v(x) ist eine Losung von Statt der Diffusion
von Stoffen kann man auch die zeitliche Entwicklung der Temperatur in ei-
nem Stoff betrachten. In diesem Fall ist u die Temperatur, j der Warmeflufl
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und f die Warmezufuhr. Die in der Kugel B,(z) gespeicherte Energie ist
/ By (z) CU dy, wobei die Konstante ¢ die spezifische Warmekapazitit (Ener-
gie/ Temperatur x Volumen) des Stoffes ist. Die zugehérige Bilanzgleichung
ist

O(cu) =—divj+ f (1.15)
und mit j = —DVu und ¢ = 1, D = 1 ergibt sich wieder (1.14). Im

den folgenden Kapiteln werden wir uns zunédchst mit gewohnlichen Diffe-
rentialgleichungen, dann mit der Gleichung —Au = f , der sogenannten
Poisson-Gleichung, beschiftigen und insbesondere zunéchst mit dem Spezi-
alfall f = 0.

2 Gewohnliche Differentialgleichungen

2.1 Definition, die Sidtze von Peano und Picard-Lindel6f

Sei @ C R"™ offen, I = (a,b), F € C((a,b) x Q;R"). Eine gewohnliche
Differentialgleichung
&= F(t,z(t))

beschreibt die Ableitung der Funktion z : (¢,d) — Q mit (¢,d) C (a,b) als
Funktion von ¢t und x(t).

Eine Funktion z € C!((e,d); Q) heiBt Losung, wenn sie der Differential-
gleichung geniigt. Ist tq € (a,b), 2o € Q so ist € C'((c,d); Q) eine Losung
des Anfangswertproblems

&= F(t,x) x(to) = xo
falls « der Differentialgleichung gentigt, to € (¢,d) C (a,b) und z(tg) = xo.

Satz 2.1 (Peano). Zu F wie oben existiert eine Losung des Anfangswert-
problems.

Wir nennen F' lokal Lipschitzstetig in x, wenn fiir alle K C (a,b) x Q
kompakt ein L > 0 existiert, so dass

‘F<t7x) _F(t7y)‘ < LK’IE—y’
fir (t,z), (t,y) € K.

Satz 2.2. [Picard Lindeldf, Analysis II] Ist F' lokal Lipschitz stetig in x, so
ist die Losung eindeutig.

15.04.2016
Beispiele.
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(i)

(iii)

i =z, 2(0) = C. Losung: Ce'. Eindeutigkeit: Sei x(t) eine Losung, so
ist unter Verwendung der Differentialgleichung

d

@e*tx(t) =—ez(t) +eta(t) =0

und damit e~fz(t) = e Y2(0) = C.
Sei a : R — R stetig. Wir betrachten
& = a(t)z, z(0) =C.

Dann ist z(t) = Celo ()5 die eindeutige Losung des Anfangswertpro-
blems.

Der freie Fall. Ein Korper der Masse m wird durch die Schwerkraft
beschleunigt. Nach Newton ist die Beschleunigungskraft gleich der Ab-
leitung des Impulses mw, also

wobei g die Erdbeschleunigung ist. Die Geschwindigkeit ist die Ablei-
tung der Position z(t). We erhalten

d2
dt?
und die allgemeine Lésung ist

m——sT = —ges

1
x(t) = xo + tvg — §eggt2

wobei xg die Anfangsposition und vy die Anfangsgeschwindigkeit ist.
Die Bahn ist eine Parabel.

Betrachte
i = |z|2
Die Wurzelfunktion ist nicht Lipschitzstetig. Eine Losung ist
v = Ll
2

aber auch fur tg < t1

—1(t—t9)? fiirt <t
0 firtg<t<t (2.1)
Tt—t)? firt>t

8
I

Insbesondere definiert (2.1]) eine Losung des Anfangswertproblems
1
T =l|z|2 z(0) =0

fir t0§0§t1.
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(v) Wir betrachten
w(t) =2%(t),  2(0)=1

Die eindeutige Losung des Anfangswertproblems ist durch
z(t) = (1—t)~ L
In diesem Fall ist d = 1 maximal.

Die letzten beiden Gleichungen sind mit einem Separationsverfahren
l6sbar. Eine einprigsame Form, die aber mathematisch begriindet werden
muf, ist folgendermassen. Wir betrachten Q2 C R,

&= f()F(x)
das wir als i
 — JOF@)
schreiben. Wir multiplizieren mit dt/F(z) (Was bedeutet das?), erhalten
F(z) Yde = f(t)dt
integrieren beide Seiten und erhalten
() ¢
Gle(t) = | Py = [ feds =iy
und 16sen nach z = z(t) auf.

Satz 2.3. Ist F' € C((a,b),(0,00)) und f € C(a,b) so definiert dieser Se-

parationsansatz die eindeutige Losung.

Bemerkung: Diese Eindeutigkeitsaussage folgt nicht aus dem Satz von
Picard-Lindelof.

Beweis. Es gilt
G'(z) = F(z) ' (z) > 0.

Nach dem Satz von der inversen Funktion ist x — G(z) in einer Umgebung
invertierbar. Wir nennen die Umkehrfunktion H. Wir definieren fiir ¢ in
einer Umgebung von tg

und verifizieren

und
& = H(h(t))h(t) = F(H(h(t)) f(t) = f(t)F(a(t)).

Dieser Ansatz liefert also eine Losung der Differentialgleichung.
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Sei nun umgekehrt Z(t) eine Losung des Anfangswertproblems fiir ¢ in
der Néhe von tg. Wir definieren h(t) = G(Z(t)) und berechnen

h(t) = F(#(6)73() = £(0)
AuBerdem gilt (tg) = G(zo) = 0 und daher h = h and & = z. O

Nachtrag zu dem Satz von Picard-Lindel6f: Das maximale Existenzin-
tervall.

Satz 2.4. Unter den Voraussetzungen und mit der Notation von Satz[2.9
kénnen wir d so wéihlen dass der Abschlufi des Graphen G = {(t,z(t)) : to <
t < d} nicht kompakt ist in (a,b) x Q.

Beweis. Ist d = b so ist nichts zu zeigen. Sind (¢, dp) und (c1, d;) die Defini-
tionsbereiche der Losungen xg und x1 des Anfangswertproblems so stimmen
die Losungen nach der Eindeutigkeitsaussage auf dem Schnitt der Definiti-
onsbereiche iiberein. Damit ist die Vereinigung aller Definitionsbereiche ein
maximaler Definitionsbereich (¢, d) einer Losung. Sei nun ¢ty < d < b. Wir
fiihren die Annahme, G sei kompakt zu einem Widerspruch. Ist G kompakt
in (a,b) x Q so ist F|g beschrinkt und der Limes

x1 = limz(t) € Q
t—d

existiert. Nach dem Satz existert d < d; < b und eine Losung des
Anfangswertproblems mit dem Anfangswert z(d) = 1, mit der wir den De-
finitionsbereich erweitern kénnen, da die Limiten der Ableitung auf beiden
Seiten existieren und iibereinstimmen mit F'(zg). Das ist aber ein Wider-
spruch zur Maximalitat. ]

2.2 Lineare Systeme

Es sei A eine stetige Abbildung von (a, b) in die n x n Matrizen und xy € R™.
Der Einfachheit halber betrachten wir(a,b) = R. Das Anfangswertproblem

T = A(t)x, z(0) = xo

hat eine eindeutige lokale Losung nach dem Satz von Picard-Lindelof. Es
gilt

L (0)P = 20 (1) ADa(1)
Mit
er= swp |4
_T<t<T
ist
d —2crt 2
—e “THx(t)]* <0
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und daher auf (¢,d) N[0, 7]
|2 (t)] < e [ao

Nach Satz existiert die Losung auf [0, T fiir jedes T'. Fiir negative Zeiten
argumentieren wir genauso.

Lemma 2.5. Die Raum der Lisungen der homogenen Gleichung
i = Ax

ist ein linearer Vektorraum der Dimension n. Ist f € C((a,b); R™) so ist die
Differenz zweier Lésungen der inhomogenen Gleichung

T—Ax=f

eine Losung der homogenen Gleichung. Ist T eine Lisung der inhomogenen
Gleichung so lifit sich jede andere Losung der inhomogenen Gleichung als
Summe von T und einer Losung der homogenen Gleichung schreiben.

Wir versuchen die Losung fiir konstantes A mit einem Iterationsverfahren
zu konstruieren, beginnend mit x(t) = x¢ und

@It = A, 27(0) = .

Diese Gleichung kénnen wir rekursiv integrieren.

t
2 (t) =z +/ A7 (s)ds
0
t

t1 to t]'
=$0+/A<:L"o+/ A<$0+/ ...onr/ A:L‘o)...)
0 0 0 0

1 1 . .
=x0 + tAxg + 5tQAQxO 44 ,f't]A]:co
4!

J

= Z l*(tA)ll‘o

=0

Satz 2.6. Die Folge x;(t) konvergiert gleichmdssig mit allen Ableitungen
auf kompakten Intervallen gegen die eindeutige Lisung x(t) des Anfangs-
wertproblems. Die Abbildung xo — x(t) ist linear. Wir bezeichnen diese
linear Abbildung mit e'* und die Lésung des Anfangswertproblems mit

z(t) = etay.
Beweis. Die gleichméssige Konvergenz der Folge

Y (tAy

4!

J=0
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zusammen mit allen Ableitungen auf kompakten Intervallen sieht man ge-
nauso wie bei der Exponentialfunktion da

[A7[] < | AJP.
Damit diirfen wir termweise ableiten und erhalten

%etA — A@tA

und e ist eine matrixwertige Losung des Anfangswertproblems mit

4 =1
Ist
z(t) = ey
so folgt
d
%x(t) = Ax(t)
und

konvergiert gleichméssig mit allen Ableitungen auf kompakten Intervallen.
O

19.04.16
Wir betrachten wieder die homogene Gleichung

z = A(t)z.

Insbesondere erhalten wir genau eine Losung x;(t) zu den Anfangswerten
xo = e, wobei e; der j-te Einheitsbasisvektor ist. Wir definieren die ma-
trixwertige Abbildung U (¢), die x;(¢) als j-ten Spaltenvektor besitzt.
Die Familie U(t) heifit Fundamentallosung. Sie geniigt der Matrixdiffe-
rentialgleichung
U=AU,  U(0) = lgn.

Definition 2.7. Ist V € C(a, b; R™™™) eine matrizwertige Funktion so heifit
w(t) =detU(t)

Wronskideterminante.

Lemma 2.8. Die Wronskideterminante w = det U (t) geniigt der Gleichung
w = tr A(t)w(t).

Insbesondere ist w nie Null und damit U invertierbar.
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Beweis. Die Abbildung R"*"™ — R, A — det A ist analytisch, genauer ein
Polynom in den Eintrigen, das affin in jedem Eintrag ist. Die Ableitung in
der Identitét in Richtung B ist tr B da

det(lps + B) — [ [(1 +b;) = O(IBI?)
d.h. es existierten € > 0 and C' > 0 so dass
det(1gn + B) — [ (1 + bjj)( < C|B|?
fiir || B|| < e. Dann folgt aber auch
det(1+ B) — (1 + tr B) = O(|| B||*)

und damit
Ddet A|1Rn (B) =trB.

In einer Umgebung der invertierbaren Matrix Ay gilt

det A = det(AAy") det Ag

und damit
Ddet A|4,(B) = tr(BAy ') det Ag
Es folgt
d .
7 det U(t) = tr(U()U L (t)) det U(t) = tr(A(t)) det U(t)
und damit die Aussage. O

Dann geniigt die matrixwertige Funktion
V(t):=U@)U(s)"!
dem Anfangswertproblem
V=AV,  V(s)=lgn.
Lemma 2.9. Die Lisung des Anfangswertproblems

= Ax + f,

x(to) = wo,

ist durch die Variation der Konstanten

z(t) = U(t)xo —i—/ U)U(s) 1 f(s)ds

to

gegeben, wobei das Integral komponentenweise definiert ist.
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Beweis. Wir miissen lediglich die Ableitung nachrechnen.

&= AU(t)zo + f(t) + A tU(t)U(s)_lf(s)ds = Az + f.

to
]

Bemerkung: Wir kénnen mit komplexen Gleichungen und Lésungen ar-
beiten.

2.2.1 Die Matrixexponentialfunktion

Aus AB = BA folgt

GAHB _ AB _ BA

Sei S eine invertierbare n x n Matrix, und A eine beliebige n x n Matrix.
Da A ‘
(SAS™1) = 547571

folgt
SetAS—l — etSAS*1 ]

Die Jordansche Normalform kontruiert eine ’gute’ Basis mit Hilfe des Basis-
wechsels S,
A=S8JS7!

Ist A diagonalisierbar so besteht S aus den Eigenvektoren. Fiir allgemei-
ne Matrizen sind die Eintrige verallgemeinerte Eigenvektoren, d.h. (A —
AMd)*v = 0 fiir ein k& € N. Die Matrix J = S™'AS besteht aus Jordan-
blocken. Da trivialerweise

A 0
A0 B) _ et 0
“\0 P
geniigt es fiir die Exponentialfunktion einer deratigen Blockdiagonalmatrix

die Exponentialfunktion der Bloécke zu bestimmen.
Eine einfache Rechnung zeigt:

010 ...0
00 1 0
. 1.2 1 —1
tooé 1 1 st2 ... W75”2
: 0 ¢ 1_m-
000 .. 0 _ _ (n=2)
€ N
00 0 ¢
00 0 1

14 [19. JuLI 2016]



Da dartiber hinaus die Einheitsmatrix mit allen Matrizen kommutiert
konnen wir die Matrixexponentialfunktion fiir alle (komplexen) Jordanblécke
leicht bestimmen. Damit ergibt sich folgender Algorithmus fiir die Exponen-
tialfunktion e

(i) Bestimme eine Jordanzerlegung A = SJS™1
(ii) Berechne die Exponentialfunktion der Jordanblocke.

(iii) Bestimme S~1e’S.

21.04.2016

2.3 Gleichungen héherer Ordnung

Gleichungen und Systeme hohere Ordnung kénnen auf Systeme erster Ord-
nung reduziert werden. Genauer: Wir betrachten die Differentialgleichung

a9 = ft 2, U7,
Wir definieren
x =z
fiir 0 <1 < j. Dann ist die Gleichung equivalent zu
x1

T = T2
f(t, o, Ty ... xj_l)
und die Anfangswerte
.T}(l) (t(]) = aco’l

werden zu
x(to) = xo.

Damit kénnen wir die Sétze von Peano und Picard-Lindel6f anwenden.
Genauso konnen wir lineare Gleichungen transformieren:

j—1
20 — a;(t)z + f
1=0
ist dquivalent zu
0 1 0 0 0
0 1 0 0
T = : z +
0 0 0 1 0
ap ar az ... aj_1 f
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Insbesondere hat der Vektorraum der Losungen der homogenen Glei-
chung die Dimension n.
Im Fall konstanter Koeffizienten gibt es eine Besonderheit. Die Gleichung

j—1
2 4 Zalx(l) =0
1=0

hat genau dann eine Losung der Form e*Mzy wenn ) ein Eigenwert der Matrix

A des Systems ist, was genau dann der Fall ist, wenn

7—1

N+ Z CL[)\Z =0.
=0

Der Exponent A heisst dann charakteristischer Exponent mit Vielfach-
heit m wobei m die Vielfachheit der Nullstelle ist. Eine Basis des Raum der
Losungen ist dann

e>\1t’ te)\lt, o tml_le)\lt, o e}\nt7 tmn—leknt,

. i1 .
4l dt d mn
(mf aidxi)u_H<dx_)\"> “
i=1 n
d o
e tz )\t) =0
<da: > ( ¢
Die zugehorigen Jordanblécke haben die Dimension m;. Dies sieht man
fiir festes ¢ in durch t/e** definierten Basis:

und fiir i <m

1 0
Ai 1

Beispiele:

2.3.1 Der harmonische Oszillator
T+x=0

A\ = +i. Eine Basis ist durch e und e~# gegeben und eine reelle Basis durch

cost = Ree’,sint = Ime™.
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Das zugehorige 2 x 2 System ist

. (0 1

Die Eigenwerte sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms

P A
det(1 >\>—)\ + 1.

3 () 0)

Sie definieren die Matrix S

Eigenvektoren sind

mit inverser Matrix

(o) =20 26 26 7)

2.3.2 Der anharmonische Oszillator
¥ =F(x)

wobei F(z) = —V/(z) und V ist zweimal stetig differenzierbar, strikt kon-
vex und koerziv, d.h. V(z) — oo wenn & — oo. Das Anfangswertproblem
hat nach dem Satz von Picard-Lindel6f eine lokale Losung zu gegebenen
Anfangswerten

{L‘(to) = Xo, i‘(to) = 1.

Wir definieren die Energie (als Summe der kinetischen und der potenti-
ellen Energie)

Bz, &) = 33+ V(x)

und berechnen p
%E(az(t),ﬂc(t)) =(E+F(x)z=0

und die Bahn (z(t),4(t)) bewegt sich auf Niveaumengen der Energie E.
Diese Niveaumengen sind kompakt. F' hat genau eine Nullstelle, zu der eine
stationdre Losung gehort. Die Niveaumengen sind geschlossene Kurven.
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2.4 Abhingigkeit von Parametern, Beweis des Satzes von
Picard-Lindel6f

Definition 2.10. Sei X ein metrischer Raum. Wir bezeichnen den Raum
der beschrinkten stetigen Funktionen auf X mit Cy(X) mit der Supremums-
norm

[ lsup = sup [ f(2)]-
rzeX
Daber erlauben wir Werte in einem Banachraum.

Der Raum Cy(X) ist ein vollsténdiger normierter Vektorraum. Beweisskiz-
ze
Zum Beweis des Satzes von Picard-Lindelof formulieren wir das Anfangs-
wertproblem
&= F(t,x) x(to) = xo

als Integralgleichung

o) = [ Plsszo-+y(s))s

to

mit z(t) = y(t) + zp. Jede Losung der Integralgleichung fiithrt zu einem
Fixpunkt der Abbildung

t
J:y— | F(s,zo+y(s))ds
to
und umgekehrt.
Dann existiert R > 0so dass Br(0) C . Auf Br(x)x[to—0d, to+¢] nimmt
\F \ das Maximum M an. Notfalls durch Wahl einer kleineren Konstanten

diirfen wir
oM < R
annehmen. Ist
Hy”cb([tofts,to+(ﬂ) S R

so ist auch

t
I'] Fls:zo+y)loyo-storay < B
0

und J bildet X = Br(0) in Cy([to — d,to + J]) auf sich selbst ab.
Sei L die Lipschitzkonstante auf der kompakten Menge

[to — d,to + 6] x Bgr(0)

Dann ist
t t
f(s,m0 +y1(s))ds — [ f(s,20+y2(s))ds| < dL[lya — y1llc,(to—s,t0+0))
to to
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und wir diirfen (nach Wahl eines kleineren § > 0 falls notwendig) annehmen,
dass §L < 1. Dann folgt

t t

f(sa yl(s))ds - f(sa 3/2(3))(13

to to

< 6L{ly2—v1lloy((to—s.t0+o))
Cy([to—0d,t0+3])

und die Abbildung .J ist eine Kontraktion. Nach dem Banachschen Fixpunkt-
satz existiert ein eindeutiger Fixpunkt. Dieser Fixpunkt ist eine Funktion
der Integralgleichung, und daher stetig differenzierbar. Mit einer Anwendung
des Hauptsatzes sehen wir, dass wir eine Losung der Differentialgleichung
erhalten.

Wir betrachten nun eine Familie von Differentialgleichungen. Seien
ACR™ QcCR"Y (a,b)
offen, Ao € A, tg € (a,b) und zp € Q
F e C(A x (a,b) x Q;R™)

lokal Lipschitz stetig in x, d.h. fiir kompakte Mengen K C A X (a,b) x Q
existiert ein L so dass

Mit der obigen Konstruktion existieren a < b < tp < d < cund r > 0 so
dass das Anfangswertproblem

T = F(/\,t,.%'), .%'(t()) = i’o
mit [\ — No| <7, |Zo — zo| < r genau eine Losung mit
l2* = Zollcy(ea) < T

besitzt.
Seinen nun A, A\? € B, (o), 2§,28 € B,(wo) und 2 die Losung mit
Anfangswerten zj. Die Differenz y = ™2 — 2™ geniigt der Gleichung

t
y(t) :azg — a:[l) + F(A1, s, 22 (s)) — F(A1, s, x)‘l(s))ds
to

+ /t(F()\g, s,x/\Q(s)) — F(M\ (), 5,1‘)‘2(5))(18

to

(2.2)

26.04.16
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Lemma 2.11. Die Abbildung
Br(Xo) % [a,b] x Br(w) 3 (A, t,&0) — ™M™ (t)

auf die Lésung mit Anfangswert To ist stetig und Lipschitz stetig in t und
o, d.h.

|2 (1) — 20 (s))| |G (1) — a0 (1))
3 I + sup 5
lzg — zg| + |t — s 5

sup < 00.

| — g

Ist F zusdtzlich lokal Lipschitzstetig in A so ist die obige Abbildung Lip-
schitzstetig in allen Ableitungen.

Beweis. Nach der lokalen Lipschitzstetigkeit existiert ein L > 0 sodass
|F(A1, 8,272 (5)) = F(A1, 8,2 (s))] < Lly]
und damit

. 2 .1 b A2 . A2
ly()] < Llt=to| { |zg —xol + [ |(F(A2,5,27(s)) = F(A (A1, 8,272 (s))ds

(2.3)
Da F' stetig ist, ist es auf kompakten Mengen gleichméssig stetig. Daher
existiert fiir e > 0 ein § > 0 so dass

|F(Ag,s,2) — F(AM1(A1,8,2(8))| < e

fiir |A2 — A1| < 0. Nach Konstruktion diirfen wir annehmen dass L(d—c) < 3
und damit

llley(ea) < 12§ — 2ol + €

19 — F (X2, 8,20) |y (jea < Clag — x| +€

woraus Stetigkeit und Lipschitzstetigkeit in g folgen. Die Lipschitzstetigkeit
in ¢ folgt aus der Beschranktheit von F' auf kompakten Mengen. O

Wir betrachten nun héhere Regularitét.

Satz 2.12. Die Funktion
F:AXx(ab)xQ—R"

sei stetig und fiir festes t k mal stetig differenzierbar nach A und x mit
stetigen Ableitungen in A x (a,b) x Q. Sei A\g € A und

z e C((a,b);Q)
sei eine Losung der Differentialgleichung

T = F()\o,t,x).
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Seia < ¢ <ty <d<b. Dann existiert r > 0 so dass das Anfangswertpro-
blem
:tA = F()‘vtaCE)\)? l’)\(to) = :ii()

mit |Zo—x| <71, |A—Xo| <7 eine eindeutige Losung auf [c,d] hat. Fir festes
t ist die Abbildung

By (Xo) X Br(x(to)) 3 (A, 3°) — (a70(t), #7(1))
k mal stetig differenzierbar. Die Ableitungen sind stetig in
B, (Xo) % [e,d] x By (o).

Beweis. Wir bemerken dass wir zunéchst die Aussage in Lemma [2.11] mit
dem im wesentlichen gleichen Beweis in dem groeren Intervall (c,d) des
Satzes bekommen. Da die Menge

{(Ao,t,x(t)) : c <t <d}

kompakt ist, existiert eine Umgebung auf der die Lipschitzkonstante be-
schriankt ist und damit ein 7 fiir das fiir |y| < r und |A — Xo| < r

{(ta(t)+y):e<t<d}

in dieser Menge ist. Wir verwenden nun die Abschétzung (2.3) rekursiv auf
kleinen Intervallen und bekommen die gleiche Aussage mit einer schlechteren
Konstanten.

Wir zeigen die Aussage zunéchst fiir K = 1, m = 1 und fiir einen festen
Anfangswert.
Formal kénnen wir die Gleichung nach A differenzieren falls die Aussage
des Satzes wahr ist.
Sei y = %\b\o- Dann gilt
0

Y= 5F()\0, t,22) + Dy F(Ao, t,270)y, y(to) = 0. (2.4)

Sei y" = +(z*0th —220) mit h # 0 klein. Es geniigt der Differentialgleichung

1 1
9" = 2 (FQoth, t, 27 = Fo+h, t,27)) 4+ (F(Ao+h, 1, 20) = F (o, 1, 20)).

(2.5)
Es gilt
1 0
fh(t) = E(F()‘O + hvt7x)\0) - F()‘Oatv'r)\o)) - aF()\o,t,.’E}\O) = f(t)
und

1
E(F()‘O +h,t, x>‘0+h) - F()‘O + h,t, '%)\O)) = Ahyh
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mit
1
Ah@)::t/‘ILJXA04—hJ,xN)+;Ax””ﬁ——xA»du—engFKAmt,xA)
0

Wir schreiben (2.5 bzw (2.4)) als
=AY S = Ayt f

mit dem Anfangswert 0. Damit konvergiert die Differentialgleichung
gegen und mit Lemma konvergieren die Losungen y" — y und
y" — 9. Fiir die Differenzierbarkeit nach dem Anfangswert argumentieren
wir genauso.

Die Gleichung héngt stetig von A\ ab. Damit erhalten wir die Stetig-
keit der Richtungsableitungen in Richtungen im Parameterraum, und Dif-
ferenzierbarkeit. Im allgemeinen Fall m > 1 erhalten wir die stetige Diffe-
renzierbarkeit der partiellen Ableitungen. Nun gehen wir rekursiv vor und
wenden im Fall k£ > 1 die selben Argumente auf an.

O

Insbesondere sind Losungen auf dem maximalen Existenzintervall ein-
deutig.

Bemerkung: Wie beim Satz iiber implizite Funktionen und dem Satz von
der Umkehrfunktion ist die Anwendung suggestiv: Wenn die Vorausstzungen
vorliegen differenziert man die Gleichung und betrachtet das Ergebnis.

Beispiel:

2.5 Differentialungleichungen, die Gronwallungleichung

Lemma 2.13. Die Funktion F sei stetig, Lipschitzstetig in x auf kompakten
Mengen und monoton wachsend in x. Es gelte

v < [ Pls.po)is
und .

x@:AF@am@
auf (a,b). Dann ist y(t) < z(t).

Beweis. Sei x° die Losung auf einem moglicherweise kleineren Zeitintervall
von
i = F(t,x%), z(0) =¢
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Sei [0,t1) ein Intervall, in dem y(t) < x°(¢t). Es folgt

y(t) —a(t) < /0 F(s,y(s)) — F(s,z(s))ds —e < e.

Damit folgt y(¢1) < x(t1) — e und ¢; ist nicht maximal. Also ist y(t) < x°(¢)
und damit y(¢t) < z(t). Nach Lemma (siehe Diskussion im Beweis von
Satz [2.12) ) existiert for jedes T < b ein £ > 0 so dass 2° auf [0, 7] definiert
ist und z® — x. O

Lemma 2.14. Sei F € C*(R";R") and
(Fz) <1+ |z)?
Dann ist das maximale Existenzintervall jeder Lisung von
&= F(x)
ganz R.

Beweis. Auf dem Existenzintervall gilt mit y(t) = |2(t)|? — |2(to)|? wobei tg
ein fester Punkt des Existenzintervalls ist:

y=2(x, &) =2(x, F(x)) <2(1+y)

und damit .
y(t) <2 / 1+ y(s) + a(to)Pds

to

Das Anfangswertproblem
s=21+lalto)]? +2), 2(0)=0

hat die Losung (fiir ¢ > tg, mit Variation der Konstanten)

2(t) = 2(1 + |z(to)?) /t e2t=5) (s,

to

Damit folgt mit Lemma (mit einer Verschiebung in t)
2 (t)]* < 2(8) + |2 (to)[*.

Damit ist |z(¢)| auf jedem Intervall beschrénkt, was nach Satz globale
Existenz impliziert. O

29.04.2016
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2.6 Das Randwertproblem, Sturm-Liouvilleprobleme

Beispiel:

—i = Az, z(0)=2(1)=0

Seien f,V € C([0,1];R) und A € C. Wir betrachten das inhomogene
Randwertproblem

— &+ V(t)r — Az = f, z(0)=2(1)=0 (2.6)

Ist f = 0 so ist der Raum der Loésungen ein eindimensionaler Vektor-
raum: Sind z und y nichttriviale Losungen des Randwertproblems so ist
auch z = ax + by eine Losung mit

2(0) = 0, 2(0) = a@(0) + by(0).

Dann existieren aber a, b nicht beide Null, so dass 2(0) = 0. Da die Losung
des Anfangswertproblems eindeutig ist folgt az+by = 0 in [0, 1]. Damit sind
die beiden Losungen linear abhéngig.

Die Liouvilleidentité&t

B+ V) — (< V(@))y = oy — ) (27)

folgt mit einer einfachen Rechnung. Sei = eine Losung der homogenen Glei-
chung und y = z. Dann folgt

1
Im)\/ |z|2dt = 0
0

und X ist entweder reell, oder es gibt nur die triviale Losung.

Satz 2.15. Das Problem (2.6) hat genau dann eine Lisung wenn

/fydt:()

fiir jede Lésung y der homogenen Gleichung. Die Lésung ist eindeutig wenn
die homogene Gleichung nur die triviale Losung besitzt.

Beweis. Wir betrachten zunéchst den Fall, dass die homogene Gleichung nur
die triviale Losung besitzt. Ohne Beriicksichtigung der Randwerte hat der
Raum der Losungen der homogenen Gleichung die Dimension 2. Wir wihlen
eine Basis u, v, was auch Fundamentalsystem genannt wird. Die Wronskide-
terminante

J(t) = det <u z> = ub — uv

u

ist nach der Liouvilleidentitét konstant. Da das homogene Randwertproblem
keine nichttriviale Losung besitzt diirfen wir «(0) = 0,%4(0) =1 und v(1) =
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0, (1) = 1 wahlen. Dann ist aber J(t) # 0, da sonst v(0) = 0 folgen wiirde,
und die Losungen linear abhéingig wéren. Dann ist aber auch u(1) # 0.

Sei y die Losung mit den Anfangswerten y(0) = ¢(0) = 0. Die allgemeine
Losung hat die Form

x(t) = 2 + au(t) + bu(t).

Wir wihlen a = —2(1)/u(1) und b = —%(0)/v(0). Da die Differenz zweier
Losungen die homogene Gleichung 168t, diese aber nur die triviale Losung
besitzt folgt die Eindeutigkeit.

Sei jetzt y eine nichttriviale Losung des homogenen Randwertproblems,
und x eine Losung des inhomogenen Problems. Dann ist A = 0 und wir
konnen reelle Losungen betrachten. Mit der Liouvilleidentitdt und Integra-

tion folgt
1
/ fydt = 0.
0

Sei jetzt fol fydt =0 und x die Lésung des Anfangswertproblems mit

Wieder mit der Liouvilleidentitét und Integration folgt
z(1)y(1) =0

und z ist eine Losung des inhomogenen Randwertproblems.
O

Definition 2.16. Der Wert A heif$t Eigenwert von —% +V falls ein nicht
identisch verschwindendes x € C%([0,1];R) mit z(0) = x(1) = 0 existiert,
dass das Randwertproblem lost. x heifst dann Figenfunktion.

Satz 2.17. FEigenfunktionen x,y zu verschiedenen Figenwerten A,y € R
sind orthogonal in dem Sinn dass

/:L"ydt =0

Beweis. Wieder mit der Liouvilleidentitét

1
()\—,u)/ zydt =0
0

O]

Eigenfunktionen haben héchstens einfache Nullstellen, und sie é&ndern
daher das Vorzeichen in jeder Nullstelle.
Das Verhalten der Nullstellen der Eigenfunktionen ist interessant.
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Satz 2.18. Seien z,y € C%([a, b)), y(a) = y(b) =0, y > 0 und
-+ Ver—Ax=0 -+ Vy—IAy<O0
Dann hat x eine Nullstelle in (a,b).

Beweis. Wir nehmen an x habe keine Nullstelle in (a,b) und ohne Ein-
schrinkung sei > 0 auf [a,b]. Nach de 'Hopital ist z = y/z € C([a, b))
und

_i(g_yf)
dt'z xx

. .2 .o
_U_puE oY@ yd
x 22 3 Tx

Yy y tdy
YR 7o LN W VoL B St |
>( V)x ( V):E xdtx
=27

z

auf (a,b). Dann hat z kein inneres Maximum und nimmt das Maximum
entweder in a oder b an. Wir nehmen an dass z(a) das Maximum ist. Dann
ist z(a) = 0 da sonst z(a) = 0 ist, was nicht das Maximum sein kann.

Da #(a) = 0 nach der Gleichung und #(a) > 0 ist folgt nach d’Hopital

Z(a) >0
Das ist ein Widerspruch. O
Korollar 2.19. Sei A\ > pu und
-+ V=X -4+ Vy=py.

Dann liegt zwischen je zwei Nullstellen von y eine von x. Ist h > 0 und

2

T
A>supV + 72 (2.8)
so enthdlt jedes Intervall der Linge h eine Nullstelle von x. ist
. L
A<infV + 2 (2.9)

so ist der Abstand der Nullstellen von x mindestens h

Beweis. Die erste Aussage ist eine unmittelbare Konsequenz von Satz
Sei (a,b) ein Intervall der Liange h. Dann geniigt

Tr—a

)

y = sin(w
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7T2

= 55y =0
und damit )
—gj+Vy—/\y:(%+V—)\)y<0
und die Aussage folgt unmittelbar. Im dritten Fall vertauschen wir die Rollen
von x und y. O
03.05.2016

Satz 2.20. Alle Eigenwerte sind reell und diskret, d.h. sie haben keinen
Hiufungspunkt. Sie lassen sich zu einer monoton gegen unendlichen ge-
henden Folge \j — oo anordnen. Die Eigenfunktionen zu X\; haben j — 1
Nullstellen in (0,1).

Beweis. Wir haben gesehen, dass alle Eigenwerte reell sind.
Nach Korollar (iii) ist jeder Eigenwert > inf V + 2. Wir definieren
z* als Losung des Anfangswertproblems

=V —dxz=0  2MN0)=0, iMN0)=1.

Sei A < pund 0 <1 <t2--- <t; <1 die Nullstellen von 2 und 0 < §1 <
«++ < 857 < 1 die Nullstellen von xz*. Nach Korollar (i) ist 0 < s1 < t7.
Induktiv sehen wir: s; < ¢; fiir 1 < i < j. Sei N()) die Anzahl der Nullstellen
in (0,1]. Damit ist N(x) > N(A) und N(p) > N(A) falls A ein Eigenwert
ist.

Wir nehmen nun an, V' sei als beschrankte Funktion auf R definiert.
Dann sind die Funktionen z* auf [0, 00) definiert. Sei jetzt A ein Eigenwert,
also 2*(1) = 0 und tj42 > 1 die nichste Nullstelle. th,o ist eine stetige
monoton fallende Funktion des Eigenwerts p. p ist kein Eigenwert solange
t;‘ 5 > 1 ist. Damit existiert ein Intervall (A, A + ¢) so dass x#(1) # 0 fiir
€ (A, A+ ¢€). Damit ist fiir diese u N(u) = N(A) + 1. Genauso sehen wir:
Ist A kein Eigenwert, also 2*(1) # 0, so existiert ein Intervall (A — &, A + ¢)
auf dem N () konstant ist. Damit sind die Eigenwerte diskret.

Nach dem dritten Teil von Korollar gilt N(A) — oo fir A — oc.
Insbesondere hat die erste Eigenfunktion keine Nullstelle, und die j-te Ei-
genfunktion j — 1 Nullstellen. O

3 Harmonische Funktionen und die Poisson Glei-
chung

3.1 Maf, Integration und der Satz von Gauf3

In diesem Abschnitt betrachten wir Grundlagen aus der Analysis I-III.
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(i)

(iv)

(vii)

Ein Mafiraum (X, A4, ) ist eine Menge X mit einer Sigmaalgebra .4
von Mengen von X und einem Maf p: A — [0, o0].

Eine mefibare Funktion ist eine Abbildung X — [—o00, 00| fiir die {z :
f(z) >t} € Afiir alle t € R.

Fiir nichtnegative mefibare Funktionen ¢ ist das Integral durch

[ tan= [ T s > e

definiert. Eine meBbare Funktion heifit integrierbar, wenn [ |f|dp <
0o. In diesem Fall definieren wir

/deuz/Xmax{f,()}du—/Xmax{—f,o}du.

Das Integral ist linear, additiv in der Integrationsmenge und es gelten
eine Reihe von Konvergenzsatz: Satz Beppo Levi, Lemma von Fatou
und der Konvergenzsatz von Lebesgue.

Das Lebesguemafl £ ist das eindeutig bestimmte vollstindige Maf}
auf R™, das translationsinvariant ist, das auf jeder offenen Menge (und
daher auf jeder Borelmenge) definiert ist, mit p([0,1)") = 1.

Es gilt
L™(Bgr(0)) = R"u(B1(0))

Ist f integrierbar auf R™ "2 so ist w9 — f(x1,x2) fiir fast jedes x4
integrierbar, 1 — [ f(z1,x2)dLns ist integrierbar, und es gilt

/ f(:cl,xg)d£"2 (xg)dﬁnl ($1) = f(a:l,xg)dﬁn(xl,xg)
R"1 JR™2 Rn

Mit diesen Eigenschaften 148t sich das Maf3 der Einheitskugel bestim-
men:

/ el acn(z) = / el [ el grne 2y (a)
n R™1 R"2

:/ e_$12d£”1(1;1)/ e—|$2|2d£n2($2)
R™1

R"2
o'} 1
/ne|"”2d£”(w) :/0 Lr({z e P > 1) :/0 LB, 3 (0)dt
—c”(Bl(O))/l(—mt)’%dt

0

£ (B1(0)) /0 " sEevds
n + 2)

—L" (B (0))I(
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(viii)

(ix)

Es folgt

2 2 2 n
/emda::ﬂ, /eﬂdazzﬁ, e 1P dy =73,
R2 R

Rn
T(1/2) = %r(:s/z) _ J/x.

Die Transformationsformel. Ist ¢ € C*(U, R") injektiv so gilt

F ()L™ () = / fodw)det Do(x)ldz  (3.1)
o(U) U

Hausdorffmafl und Integration iiber Untermannigfaltigkeiten. Das s
dimensionale Hausdorffmafl 7 ist ein translationsinvariantes Maf} auf
den Borelmengen. Im Fall s = n stimmt es mit dem Lebesguemaf
iiberein. Auf m dimensionalen Untermannigfaltigkeiten M™ ist die
Einschriankung ein Mafl auf der Untermannigfaltigkeit, das ein Integral

fdcm
Mm

definiert.

Die Areaformel. Ist ¢ € C'(U;R"™) injektiv so gilt
/ fopdH™ = / f o ¢(det DT D)z dL™ (3.2)
#(U) U

Damit kann man das Maf3 des Einheitsballes mit Hilfe von Polarkoor-
dinaten bestimmen.

Die Coareaformel. Ist ¢ € C*(U,R") mit m > n so gilt
/ f(det DpDT)2dL™ = / / F(z)dH™"dLM(t)  (3.3)
U nJe=L(t)

Genauer: Ist f(det D(Z)Dd)T)% integrierbar, so ist fiir fast alle ¢ f auf
¢~ 1(t) integrierbar.

Beispiel: m =n — 1, ¢(x) = |z|, D®D®T =1 und

LB (0)) = /O 1 (0B,(0) = ML (5™ /O “olar (3.4

und daher
HHS™Y) = nL™(B1(0)).

Insbesondere ist die Léinge des Einheitskreises 2. Hier kann man al-
ternativ Polarkoordinaten verwenden und erhélt diese identitidt mit
der Transformationsformel und dem Satz von Fubini.
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(xii) Der Satz von GauB. Sei U C R™ eine offene beschréinkte Menge, de-
ren Rand OU eine C' Untermannigfaltigkeit M"”~! enthilt. Q liege
lokal immer auf einer Seite von M. Es gelte H" 1(OU) < oo und
HHOU\M™ 1) = 0. Sei v die #uBere Einheitsnormale. Ist F €
CHU,R") N C(U,R™) mit div F integrierbar, so gilt

/ div FdL™ = / F-vdH" L (3.5)
Mnfl

06.05.2016

Definition 3.1. Sei (X, S, 1) ein Mafiraum, E € S mit 0 < u(E) < oo, u
integrierbar. Dann definieren wir:

]éuduzlu(lE)/Eudu. (3.6)

3.2 Eigenschaften harmonischer Funktionen
3.2.1 Definition

Definition 3.2. Sei Q C R™ offen, u € C?(2). Die Funktion u heifit har-
n 2
monisch wenn Au =0 auf Q. Dabei Au = ;Qu
T~
i=1 Vi
Beispiele:

(i) Sei A € R™". Die Funktion = — x - Ax ist genau dann in R" harmo-
nisch, wenn Tr A = 0. Insbesondere sind x +— 27 — 23 und z — 2122
in R™ harmonisch.

(ii) # — In|z| ist in R?\ {0} harmonisch, fiir n > 3 ist x + |z|>™™ in
R™\ {0} harmonisch.

3.2.2 Mittelwerteigenschaft
Satz 3.3 (Mittelwerteigenschaft). Sei Q) C R™ offen, u € C%(Q2), B,(z) C .
(i) Falls Au=0 in Q, dann gilt

u(z) :][ wdH" ! 2][ udl™. (3.7)
9By (z) By (z)
(ii) Falls —Au <0 in Q, dann gilt

u(zr) < ][ udH" ! (3.8)
0B, ()

und

u(z) < ]{Br(x) udl". (3.9)
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(11i) Falls —Au < 0 in Q, dann gilt
u(z) < ][ wdHr! (3.10)
9B, (z)

und

u(z) < ][ udl". (3.11)
B, (z)
Beweis. Wir beweisen zuerst (3.8)). Sei ¢ : [0,r] — R durch
o(p) = ][ u(x + pz) dH"1(2) (3.12)
9B1(0)

definiert. Die Funktion ¢ ist stetig (Konvergenzsatz von Lebesgue), ¢(0) =
u(z) und fir p > 0 gilt

o) =1 uly)an ). (3.13)
9B, (2)

Die Funktion ¢ ist in allen p € (0, ) differenzierbar (Differenzenquotient,
Konvergenzsatz von Lebesgue), und

i = u(x 2) - zdH (2

dp(p(p) B ]éBl(o)D (o p2) i) (3.14)
S S— w(z + pz) - vdH" (=
= TG i PP T (019
N Wz + p2) dL" . _
- ’Hn—l(aBl(O)) /Bl(O)(A )( +p )dﬁ >0 (3 16)

Hier wurde den Satz von Gaufl benutzt, und

0
zj: %Diu(x + pz) = PZ DiDiu(z + pz) = pAu(z + pz) (3.17)

)

gerechnet. Aus —Awu < 0 folgt, dass ¢ monoton wachsend ist. Da ¢ stetig
ist, folgt u(x) = ¢(0) < p(r) und (3.8) ist bewiesen.
(13.9) folgt mit der Coareaformel ([3.4)

/ udl" = / / udH™ !
By () 0 JOBs(x)

Der Beweis impliziert (iii) indem wir jeweils < durch < ersetzen. Fiir (i)
wenden wir (ii) auf v und —u an. O

Satz 3.4. Sei Q C R™ offen, u € C?(QQ). Die drei Eigenschaften
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(i) w ist harmonisch, d.h.,
Au =10 1in Q,

(ii) w erfillt die sphirische Mittelwerteigenschaft, d.h.,

u(z) = ][ wdH™ !
9B, ()

fiir alle (x,7) mit B.(x) C Q,

(i1i) w erfillt die Kugelmittelwerteigenschaft, d.h.,

u(z) = ][ udl"
By (x)

fiir alle Kugel B,(z) C €,
sind dquivalent.

Beweis. (i)=(ii) folgt aus Satz
(ii)=-(iii) folgt aus

/ udﬁ”:/ (/ ucm"—1> dct(p)
Br(x) [0.r] \J0B,(x)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

= /[0 ]H”’l(aBp(x))u(x)dm(p):u(x)cn(Br(x)). (3.22)

(vel. (3.4)) .

(iii)=(i) wird durch Widerspruch bewiesen. Sei z € €, so dass Au(x) #
0. Wir kénnen oBdA annehmen, dass Au(x) > 0 (sonst betrachten wir —u).
Dann gibt es ein 7 > 0, so dass B,(z) C Q und Au > 0 in B,(z). Dann folgt

aus Satz [3.3(iii)} dass

u(z) < ][ udl",
B, (x)

entgegen der Annahme.

3.2.3 Regularitit
Die Funktion f auf R

1
_J ez fallsz >0
f(x)_{o falls 2 < 0

ist beliebig oft differenzierbar. Damit ist auch

g(z) = f(1 —4|z]*)
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beiliebg oft differenzierbar mit Tréger B1(0). Die Funktion g ist positiv im
2
Inneren. Wir definieren

gz
n(z) = T gdl™

Diese Funktion ist beliebig oft differenzierbar, mit Triager in Bi(0), radial,
radial fallend, mit Integral 1. Wir definieren die Funktion

[N

e =1 "n(x/r) (3.24)
deren Integral wieder 1 ist.

Lemma 3.5. Die Funktion u sei integrierbar und erfille die Mittelwertei-
genschaft, d.h.,

u(z) = ][ udL" (3.25)
r(z)
fiir alle x € Q und alle r > 0 mit B.(x) C Q. Dann folgt
u(@) = (wsn,)(@) (3.26)
fir alle By(xz) C Q.

Beweis.

(wx ) (z) = /Q w(y)n (@ — y) dL"(y)

nr(x*y)
- / uly) / dtdc"(y)
— / a(y)dL™ (. 1)
t,2):0<t<n,(z—y)}

:/ /{ } WLyt (3.27)
e (x—y)>t

—ul@) [yl ) > e
:u(:v)/nrdy
— u(x)

wobei wir mehrfach Fubini und in der fiinften Gleichung die Mittelwertei-
genschaft verwendet haben. O

Satz 3.6. Sei Q C R™ offen, u: Q — R integrierbar . Falls

u(z) = ][T( )udﬁ" (3.28)
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fir alle Kugeln By (x) C Q, dann gilt u € C*(Q) und
Au=01in . (3.29)
Insbesondere ist jede harmonische Funktion beliebig oft differenzierbar.

Beweis von Satz[3.0. Sei z € Q, r > 0, so dass Ba,(z) C . Dann gilt
uw) = [ um -y (3.30)
Bay(z)

fiir alle y € By(x). Aus 1, € C2° folgt (mit Differenzenquotienten und dem
Satz von Lebesgue iiber majorisierte Konvergenz) , dass u differenzierbar ist
und

Osu(z)| = r! <! / 0ldL () oy, o)

(3.31)
Wir kénnen das Argument iterieren und sehen, dass u beliebig oft differen-
zierbar ist. Insbesondere ist u zweimal stetig differenzierbar und erfiillt die
Mittelwerteigenschaft. Nach Satz ist 4 harmonisch.
Da jede harmonische Funktion auf einer kleineren Menge integrierbar ist
konnen wir die erste Aussage auf harmonische Funktionen anwenden.

[ wtwr@m Yy
Br(x) r

O]

Satz 3.7 (Liouville). Sei u € C%(R™) harmonisch und beschrinkt. Dann ist
u konstant.

Beweis. Sei M = sup |u|(R™). Nach (3.31)) gilt

o0(a)| <7 [ fownldL e
Da r beliebig ist, folgt Du(x) = 0. O

3.2.4 Maximumprinzip

Definition 3.8. FEine offene Menge U C R™ heifit zusammenhdngend, wenn
fiir alle offene Mengen A,B C U mit ANB =0 und AUB =U gilt: A=10
oder B = ().

Bemerkung. Fine offene Menge U C R" ist genau dann zusammenhéngend,
wenn zu jedem Paar z,y € U eine Kurve ¢ € C°([0,1],U) existiert, so dass
©(0) = z und (1) = y. Die Kurve darf auch in C*° gewihlt werden. Jeder
Punkt einer offenen Mengen liegt in einer maximalen zusammenhéngenden
offen Teilmenge. Derartige Teilmengen heiflen Zusammenhangskomponen-
ten.
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Satz 3.9 (Schwaches Maximumprinzip). Sei @ C R™ offen, beschrdnkt. Sei

u e C(Q), so dass
u(z) < ][ udL" fir alle By(x) C Q. (3.32)
By ()

Dann qilt
u(z) < maxu(0f) fir alle x € Q

Insbesondere nehmen harmonische Funktionen das Maximum auf dem Rand
an.

Beweis. Das ist eine Konsequenz der Mittelwerteigenschaft. Sei zg im In-
neren an dem ein Maximum angenommen wird. Nach der Mittelwerteigen-
schaft gilt

we < f e =aeo)+ [ ) )it
und damit
| tulw) ~ u@lacr =0
By (x)

Insbesondere gilt das auch fiir den maximalen Ball in €2, der den Rand
beriihrt. Aufgrund der Stetigkeit folgt die Behauptung. O

10.05.2016

Bemerkung. Falls u harmonisch ist, dann gilt auch

min u(€2) = min u(09) . (3.33)

Satz 3.10 (Eindeutigkeit). Sei Q2 C R™ offen und beschrinkt, u,v € C*(Q)N
CY(Q), so dass

Au = Av in Q (3.34)
u=1v auf 0. (3.35)
Dann gilt uw = v.

Beweis. Die Funktion w = u — v ist harmonisch, und gleich null auf 0.
Deshalb gilt w = 0 in 2. O

Satz 3.11 (Starkes Maximumprinzip). Sei @ C R"™ offen, beschrinkt, zu-
sammenhdingend. Sei u € C°(Q), so dass

u(@) < ][ wdC™ fiir alle By(z) C Q. (3.36)
By ()
Dann gilt entweder
(i) u(x) < maxu(0N) fir alle x € Q

oder

(ii) Die Funktion u ist konstant auf Q.
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Bemerkung. Falls u € C?(Q), dann kann die Annahme (3.36) durch
—Au <0 in Q ersetzt werden (Satz [3.3(ii)).

Beweis. Sei M = maxu(Q), V =QnNu (M) ={r € Q:ulx)=M}.

Sei x € V, By(z) C Q. Aus der Mittelwerteigenschaft folgt, B,.(x) C V.
Deshalb ist V' offen.

Da u stetig ist, ist auch die Menge Q\ V = {x € Q : u(z) # M}) offen.
Da 2 zusammenhéngend ist, gilt V' = @ (Option (i)) oder V = © (Option
(ii)). O

Satz 3.12 (Harnack-Ungleichung). Sei Q C R™ offen, V' offen, beschrinkt,
zusammenhdngend, mit V. C Q. Dann gibt es eine Konstante ¢ = c¢(Q, V),
so dass

supu(V) < cinfu(V) (3.37)

fiir alle u € C%(Q) die Au =0 und u > 0 auf  erfiillen.

Beweis. Die Menge V ist kompakt, deshalb gilt:
1
r= Zdist (V,002) > 0. (3.38)

Da V kompakt ist konnen wir es mit endlichen vielen Béllen By (xj), 1 <
j < N iiberdecken. Wir betrachten zuerst zwei Punkte z,y € B,(x;), mit
|x —y| < r. Aus der Mittelwerteigenschaft, B,.(z) C Bo,(y) C Q und u > 0
folgt

1
u(z) = ][ u= — / u (3.39)
Br(x) WnT By ()

1
< — / u (3.40)
Wl Bar(y)

= 2”][ u=2"u(y). (3.41)
Bar(y)

Aus der Stetigkeit von u folgt die gleiche Aussage fiir
u(z) < 2"u(w) fiir z,w € B,(z;) N V.

Seien x,y € V. Dann gibt es eine Kurve ¢ € C°([0,1];V), die z und y
verbindet. Die Menge ¢([0,1]) auch diese N Biille iiberdeckt. Es folgt

u(z) < 2Mu(y). (3.42)
O

Satz 3.13. Sei Q C R"™ offen, u : N — C%(Q) eine Folge harmonischer
Funktionen, die in L*(Q) eine Cauchy-Folge ist. Dann gibt es u, € L'(Q),
so dass:
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(i) uj — us in L'(Q);
(ii) u, € C®°(Q) und Au, =0;

(111) D*u; konvergiert punktweise gegen D®u fiir alle o € N™, insbesondere
ist die Funktion us, harmonisch.

(i) Falls K C ) kompakt ist und o € N", dann konvergiert D*u; — D%u,
gleichmdfig in K.

Beweis. Sei x € Q, By(z) C Q. Aus

1 1
g ol < o [ gy < e (349

n
folgt, dass j — u;j(z) eine Cauchy-Folge ist (wir schreiben w,, = £"(B1(0))).
Wir definieren u,(z) = limu;(x). Da u; eine Cauchy-Folge in L'(Q) ist, gilt
auch u; — u, in L1(Q).
Aus

us(r) = lim uj(z) = lim ujdL" = ][ up dL” (3.44)
J—0o0 J—00 Br(m) Br(z)
folgt, dass w, die Mittelwerteigenschaft erfiillt. Deshalb (Satz ist uy
harmonisch.
Sei K C Q kompakt, r = dist (K, 09). Fiir alle x € K gilt B.(z) C
und deshalb

Cy,
laa(u] — ’U,*)’(x> < Tn—|i||||z‘|‘| HU‘] _ u*HLl(Q) . (345)
Es folgt, dass
lim max [0%(u; — ux)| =0. (3.46)
j—oo K
Das beendet den Beweis. O

Satz 3.14 (Weyl’s Lemma). Sei Q C R™ offen, u integrierbar. Falls

/uAgo =0 (3.47)
fir alle o € C(2), dann gibt es & € C*°() mit & = u fast iberall und
Ad=0inQ. (3.48)

Beweis. Sei n, wie in Lemma B = Bpg(zy) eine Ball mit Bog(x,) C Q.
Wir definieren, fiir r € (0, R), u, = u*n, € C*°(B). Dann

B (o) = Aws ) = ws () = [ u(@)n (o )" =0 (3.49
Deshalb Au, = 0. Da u, — v in L', folgt die Aussage aus Satz O
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Wir zeigen jetzt, dass harmonische Funktionen analytisch sind. Dafiir
brauchen wir eine bessere Abschétzung der Konstanten C, .

Definition 3.15. Sei Q@ C R™ offen, f : Q@ — R. Die Funktion f heifit
analytisch, falls fir alle x € Q ein r > 0 existiert, so dass f gleich ihrer
Taylorreihe in By (x) ist, d.h.,

flo) = 3 L")y~ a)° (3.50)
aeNn
fir alle y € B.(z) C Q gilt.
Satz 3.16. Sei Q C R” offen, u € C?(Q) harmonisch. Dann ist u analytisch.
Wir wollen die hoheren Ableitungen abschéitzen.

Satz 3.17. Sei Q@ C R" offen, u : @ — R harmonisch, B,(z) C Q. Dann
gilt fir jeden Multiindex o € N} der Ordnung k

o nFEk
|0%ul(z) < TTHUHC[,(BT(:E))‘ (3.51)

Bemerkung. Fiir kK = 0 folgt aus der Mittelwerteigenschaft

wnT

1
lu|(2) < n/ | dCm. (3.52)
Br(x)

und wir kénnen die Supremumsnorm auf der rechten Seite durch das Integral
des Betrages iiber den doppelten Ball ersetzen.

Beweis. Teil 1: k = 1. Sei i € {1,...,n}. Die Funktion = — 0,u(z) ist
ebenfalls harmonisch (weil u € C*°, und A0y, u = 0, Au). Aus der Mittel-
wertformel und dem Satz von Gauf} folgt

1 1
Do) = / Dy L — / widH™, (3.53)
By (x) 0B, (z)

wpr™ wpr™

wobei v die &ulere Normale ist. Die Aussage fiir £ = 1 folgt mit

/ uv; den— !
OBr(x)

Teil 2: Der Induktionsschritt Sei o ein Multiindex mit |af| = £+ 1 > 1.
Dann gibt es i € {1,...,n} und ein Multiindex § mit ||S|| = k, so dass

< nL™(By(0)r L,

9%u = 9;0%u . (3.54)
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Die Funktion 0%u ist ebenfalls harmonisch. Analog zu Teil 1 folgt fiir alle
€(0,r)
|0%ul(z) < ;Sup{lDﬁ u(z)| : z € (0By(x))} - (3.55)

Aus der Induktionsannahme, angewendet auf die Kugel B,_,(y) C Br(z) C
Q, folgt
3 nkkk
107u|(y) < WHU”CE,(BT(I)) (3.56)

fir alle y € 0B, (z). Man wéhlt p =r/(k+ 1), so dass r — p = kiﬂr.

O

Beweis von Satz[316. Es reicht, die Restgliedabschéitzung der Taylorreihe
in (3.50) mit Satz zu kontrollieren. Fiir jedes N gilt

up)= Y ol

of<h-1 lo|=N

(:zdﬂ-zf(;y—:L")alt(y;!QU)(l

und wir kénnen das Restglied durch

1 nNNN
Z JTM/ — x\NHu”Cz}(Br(I))

abschétzen. Nach der binomischen Formel ist

N!
=(1+1+---+1)N = Z o

und daher
1 )1
> L <nin
= ol
Nun ist
N!'> (N/3)N
und daher ist das Restglied kleiner als

(Uss)

und die Taylorreihe konvergiert in B, /(3p2)(2). O
13.05.16

3.3 Explizite Losung der Poissongleichung

Definition 3.18. Fir k > 1 bezeichnet C*(Q) die Menge der stetigen Funk-
tionen u € CK(Q)NC*1(Q), so dassv € CO(R™,R" x...xR") mit v = D*u
in Q existiert. Analoges gilt fiir C*(Q; R™).
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Bemerkung. Die Fortsetzung von Du auf dem Abschluss Q ist eindeutig.

3.3.1 Fundamentallésung, Laplacegleichung im Ganzraum

Definition 3.19 (Fundamentallosung). Man definiert ® : R™ — R durch

1
~5- In |z| falls n =2
0
O(z) = 1 1 (3.57)
llsm>3
n(n — 2)wy, |z|"—2 falls n =

und ®(0) = 0, wobei w, = L™(B).

Bemerkung. Im Beispiel in Abschnitt haben wir gesehen, dass
AP =0 auf R"\{0}. (3.58)

Ist 2 eine Menge mit ! Rand und #uflerer Einheitnormalen und u € C*(Q)
dann definieren wir d,u als die Richtungsableitung in Richtung v.

Lemma 3.20. Fir alle r > 0 gilt
/ Oy dH L = —1. (3.59)
0B:(0)

Beweis. Man rechnet Vx| = z/|x|,

1 =z

S(r)=—— - .
Vo(z) o T2l (3.60)
und
/ 8, @ dH" ! = —/ iy iiﬂ = 1. (3.61)
9B, (0) 2B, (0) |Z|  nwn |z|
O

Satz 3.21. Sein >2, f € C>(R?), u= f*®, d.h.,
u(w) = [ @)Wy (362)

Dann gilt u € C%(R?) und
“Au=f. (3.63)

Definition 3.22. Sei Q) C R" offen. Man bezeichnet mit L}, (Q) die Menge
der messbaren Funktionen [ : Q — R, die auf jeder kompakten Menge K C
integrierbar sind.

Gegeben sei eine Funktionenfolge f : N — LI (Q) und eine Funktion

loc

fe € LL _(); man sagt dass f; — f. in L} (Q) wenn fir jede kompakte

loc loc
Menge K C Q) gilt:
lim / s — foldC" = 0. (3.64)
K

Jj—0o0
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Bemerkung. f € L} (R") genau dann, wenn XBro) € L' (R™) fiir alle

R > 0; fj = f«in L}OC(R") genau dann, wenn fjxp,0) — f<XBg(0) 0
LY (R™) fiir alle R > 0.

Beispiele. L'(Q) c L} () und C°(Q) C L} (). Insbesondere ist fiir
jedes j € N die Funktion f; : R = R, f;(z) = |z|*/4, in L},.(R"); diese
Folge konvergiert gegen 0 in L}, (R™) (aber nicht in L).

Bemerkung. Die Fundamentallésung ®, in Def. eingefiihrt, erfiillt
®cLl (RY).

loc

Lemma 3.23. Sei 2 C R" offen.
(i) C°(Q) C Ly,.(Q);

loc

(ii) Fir f € COR™) und g € L} (R") existiert fir jedes x € R" die
Faltung

(fxg)(x) = - flz—y)g(y)dy, (3.65)
und f* g € Cp(R™).

(iii) Falls zusdtzlich f € CHR™), dann f x g € CL(R™) und D(f x g) =
(Df)*g.

Beweis. (i): Jede stetige Funktion ist auf einer beliebigen kompakte Menge
integrierbar.

(ii): Sei R > 0, so dass supp f € Bgr(0). Sei z € R™. Dann gilt f(z —
y)g(y) = 0 fir alle y € Bgr(x), deshalb existiert das Integral.

Sei x; — x. Dann ist Br(zj) C Bpryi(z) fiir alle j grofl genug. Mit
dominierter Konvergenz folgt

lim J(x; —y)g(y)dy = / lim f(xz; —y)g(y)dy  (3.66)
I BRii(x) Bry1(z) I
- / f(@ — w)g()dy, (3.67)
Bry1(z)

deshalb ist f * g stetig.
(iii): Man rechnet, fiir i € {1,...,n} und h € (—1,1) \ {0},

(f xg)(x + hei) — (f = g)(x) /B ()g(y)f(erhei—y)—f(m—y)dy.

h h
(3.68)
Da f € CLR"), gilt
. flethei—y) —flz—y) .
tim y — Dif(z —y) (3.69)
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gleichméBig in y. Mit g € Llloc, und der Stetigkeit von D f folgt, dass f*g €
C! mit

D(f+g)=(Df)*g. (3.70)

O

Beweis von Satz[3.21. Aus Lemma folgt, dass das Integral existiert,
u € C! und
Du=®xDf. (3.71)

Eine weitere Anwendung von Lemma zeigt dass Du € C! und
D?u=®x D*f. (3.72)

Deshalb gilt u € C?(R"), mit Au = ® x Af.
Sei R > |x|, so dass supp f € Br(0). Wir rechnen

Bu(w) = [ @(y)af(a - y)dy (373)
= / D(y)Af(z—y)dy (3.74)

Br(z)
= lim O(y)Af(z —y)dy. (3.75)

€70 JBr(2)\B:(0)

Die letzte Gleichung gilt, weil y — ®(y)Af(z —y) in L (Bg(z)) liegt, und
XB.(0) — 0 punktweise fast iiberall. Wir wenden jetzt den Satz von Gaufl
zweimal an; dabei nehmen wir an, dass B.(0) C Bgr(z) (wenn nicht, kénnen
wir R durch R+ |z| + 1 ersetzen).

/ B(y)Af(x — y)dy = / ()0, f(x — y)dH () (3.76)
Br(x)\B:(0) 0B:(0)

-/ DO(y) - Df(x — y)dy.
Br(z)\B:(0)
(3.77)

Die Integrale auf 0 Br(z) konnen weggelassen werden, weil f(z —y) = 0 und
Df(x —y) = 0 fiir alle y € 0Bg(x). Hier und im Folgendem ist schreiben
wir 0, f(x — y) fiir (O,f)(x —y) = (Df)(x — y)v(y) — d.h., das Differential
der Funktion f wird im Punkt x — y entlang der Normale v(y) im Punkt y
ausgewertet. Dabei ist v(y) = y/|y| die duflere Normale auf dem Rand von
B.(0) (diese ist zeitgleich die innere Normale auf dem Rand von Bpr(z) \
B.(0), daher das Minuszeichen).
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Die zweite Anwendung von Gauf} liefert

/ S(y)Af(x — y)dy = — / ®(y) 0y f(x — y)dH" " (y)
B—R(x)\B.(0) 8B-(0)

(3.78)
t [ apwfe-paeio)+ [ A(y) - Df(z — y)dy
dB:(0) Br(2)\B:(0)
(3.79)
Da A® = 0 auf Br(z) \ B:(0), folgt:
/ Q(y)Af(z —y)dy (3.80)
Br(z)\B:(0)
[ pwase-y)-0ewie -, (8
8B (0)
Man iiberpriift, dass
| [ @)0.f( - )i )| =0 (3.82)
e—0 dB.(0)

(die Funktion 0, f(x — y) ist beschrénkt, der Rest wird explizit integriert).
Deshalb gilt:

Au(z) = lim D@ (y) f(x —y)dH" (y). (3.83)
Mit dem Variabelwechsel y = ez folgt

Au(z) = lim D,®(2)f(x — ez)dH"1(2). (3.84)
e—0 631(0)

Da f(x — €z) beschrénkt ist und punktweise gegen f(x) konvergiert, folgt
mit dominierter Konvergenz und Lemma dass

Au(z) = f(x) /a o PO ) = =] @). (3.85)

Damit ist der Beweis beendet. O
24.05.2016

3.3.2 Greensche Funktion

Der Satz von Gau$ gilt fiir C'-Polyeder, d.h. fiir beschriinkte offene Mengen
Q C R™, deren Rand 99 von endlichem H"~! Ma$ ist, und fiir die eine C*
Mannigfaltigkeit M in 0f2, so dass 2 immer auf einer Seite von M liegt, und
HLH(OQ\M) = 0.
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Definition 3.24. FEine beschrinkte offene Menge, die den Bedingungen des
Satzes von Gauf gentigt, nennen wir C* Polyeder.

Definition 3.25. Sei (2 C R” eine offene Menge. Fine Funktion G : ) X
Q — R heifit Greensche Funktion fir das Gebiet § falls fir jedes x € € eine
Funktion ¢, € C*(Q) N CY(Q) ewistiert, so dass

Ap, =0 in Q (3.86)
vz(y) = ®(y — x) fiir alle y € 09, (3.87)

und G(z,y) = ®(y — x) — vz (y).

Bemerkung. Das bedeutet, dass G(x,y) = 0 fiir alle (z,y) € Q x 0Q und
dass A(G(z,) —@(-—x)) = 0.
Sei f € D:=C§°, mit supp f € Q und g € L} (). Wir schreiben

loc

Ag = /Qg(y)f(y)dﬁn(y)-
Dann gilt fiir alle z €

ADG,) () = Bho—a)(f) + Al (f) = A5, (f) = f(2) . (3.88)
Man schreibt auch suggestiv, fiir uns aber im Moment nicht rigoros definiert

AyG(z,y) =6, in D', fiir alle x € Q fest (3.89)
G(z,") = 0 auf 9Q (3.90)

Bemerkung. Fiir beschrinkte Mengen () ist die Funktion ¢, falls exis-
tent, eindeutig. Deshalb ist auch G in diesem Fall eindeutig.

Bemerkung. G : X Q — R, fiir alle z € Q ist G(x,-) € C*(Q\ {z}) N
CHOQ\ {}).
Satz 3.26. Sei Q) C R" ein beschrinktes C'-Polyeder mit H"~1(0Q) < oo,

G eine Green’sche Funktion fiir Q, f € C2(R"), g € C°%(09) und u € C*(Q)N
CL(Q) eine Losung von

{—Au —f inQ (391)
u=g auf 0€).
Dann gilt fiir alle x € Q
uw) =~ [ g Gapd W)+ [ Genfod. (392
o0 Q
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Beweisidee: Aus Gauf} folgt
/ (uAG — GAu) dL™ = / (ud, G — GOyu)dH" !, (3.93)
Q o0

wobei AG distributionell (d.h. wie in (3.88))) interpretiert werden sollte. Mit
AG(z —-) = §, und G = 0 auf dem Rand folgt die Aussage.

Beweis. Sei x € Q, ¢ > 0 so dass B:(x) C Q, V. = Q\ B:(x). Dann gilt
G(z,-) € C*(V.) N CY(V¢), deshalb

‘/W@Aaam—aawmw»wz (3.94)

€

| 1)0.Gla) = Glamdat)] ). (3.5
Mit AG =0 in V; und G(z,-) = 0 auf 99 reduziert sich diese Gleichung auf

W%@AMMMZ/QMwaﬂ%wWﬂA@) (3.96)

Ve o

—/‘ ()9, G, y) — Gla, y)duly)] dH (1)
9B (x)
(3.97)

Da  beschrinkt ist, ® € L1 jo.(R") und ¢, € C%(Q) gilt G(z,-) € L1(Q)
und deshalb

lim — [ G(z,y)Au(y) /G:J;yAu dy—/Ga:y
e—0 V
(3 98)
Wir werden unten zeigen, dass
lim — [u(y)0,G(x,y) — Gz, y)du(y)] dH" " (y) = u(z).  (3.99)

e—0 9B (z)

Mit (3.96)), (3.98) und (3.99) ist der Beweis beendet.

Es bleibt, (3.99) zu beweisen. Sei G(z,y) = ®(y — x) — ¢(y). Aus dem
Beweis von Satz folgt

lim [u(y)0,®(y — ) — ®(y — 2)dyu(y)] dH" " (y) = —u(z).
e—0 8Bg(ai)
(3.100)
Der Term mit ¢, wird partiell integriert:
/a - [w(y)Ovpa(y) — 0u(y)Opu(y)] dH"(y) (3.101)
=/ ( )(u&px — aAu)(y)dy - (3.102)
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Mit Ap, = 0 und

/B ( )%Au)(y)dy < max |, |(B, /o (z)) max |Au|(B, o (z))wne™ (3.103)
folgt
lim [w(¥)0 02 (y) — Pu(y)Du(y)] dH" " (y) = 0. (3.104)
e—0 885(1‘)
Mit (3.100)) ist der Beweis beendet. O

Satz 3.27. Fir alle z,y € Q gilt G(z,y) = G(y, ).

Beweis. Seien x,y € () fest. Wir brauchen nur den Fall x # y zu betrachten.
Wir definieren zwei Funktionen v, w : @ — R,

v(z) = G(z,2) (3.105)

w(z) = G(y, z). (3.106)
Dann ist Av =0in Q\ {z}, und Aw =01in Q\ {y}. Ferner; v = w = 0 auf
o0.

Sei ¢ > 0, so dass B:(z) U Bs(y) € Q und B.(z) N B:(y) = 0. Sei
Ve =Q\ Be(z) \ Be(y). Dann gilt

/ (wAv — vAw) dz = / (wd,v — vd,w) dH™ (3.107)
£ oVe
und deshalb
0= / (wdyv — vo,w) dH" ! (3.108)
OB:(z)UdBc(y)
Wir betrachten die Réander der zwei Kugeln getrennt. Der erste ist
/ (wd,v — vd,w) dH™ (3.109)
9B.(z)
= / (w(2)0,G(x,2) — G(z, 2)0,w(z)) dH" L. (3.110)
9B.(z)
Da w € C%(B.(x)), folgt aus ([3.99))
lim (w(2)0,G(z, 2) — Gz, 2)0,w(z)) dH" ' = —w(z). (3.111)
e—0 OB (x)
Analog,
lim (wd,v — vd,w) dH™ (3.112)
e—0 dBe(y)
= lim (G(y,2)0v(2) — v(2)0,G(y, 2)) dH" ' =v(y).  (3.113)
e—0 dBe(y)
Deshalb gilt w(z) = v(y), und der Beweis ist beendet. O
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3.3.3 Spezialgebiete

Erinnerung: Aus Def.
1

—71n|x| falls n = 2
dr)=4 1 (3.114)
falls n > 3,
n(n — 2)wy, |z["2
folgt
1 =z
P(z) =——17.- 3.115
v (.%') nwy, ‘x|n ( )
Halbraum
Definition 3.28. Die Greensche Funktion fir das Gebiet
R? ={z e R": 2z, > 0} (3.116)
15t
G(z,y) = ®(y — z) — ®(y — Px), (3.117)

wobei Pr = (x1,...,Zpn—1,—%y), d.h., P =1d — 2e, ® e,,. Man nennt K :
R? x OR? — R, K = —3,G,

0G(z,y) 2z, 1
K = = A1
(@) Yn nwy, [z —y[" (3.118)

der Poissonkern des Halbraumes.
27.05.2016

Lemma 3.29. (i) Fiir alle x € R ist K(z,-) € CO(OR") N Ly (OR7).

(it) Fir alley € ORY gilt K(-,y) € C°(R}) und AK(-,y) = >, 02 K(z,y) =
0.

(iii) Fir alle x € R} es gilt

K(z,y)=1. (3.119)
R
Beweis. Stetigkeit folgt aus |x — y| > |z, — yn| = z, > 0. Integrabilitit
folgt aus der Tatsache dass |K(z,-)| < C/|y|™ fiir alle y grof} genug.
Folgt aus der Definition und A® = 0 auf R™\ {0}.
@ Seiz € R, e € (0,2,), R > 2|z|. Dann ist y — ®(y—z)—(y—Px)
harmonisch in €2, = Bg(0) "R’} \ B:(z), und aus GauB-Green folgt

., O, [®(y —x) — By — Px)]dH" (y) = 0. (3.120)
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Aus Lemma folgt
/ 2,®(y — 2)dH" H(y) = —1, (3.121)
OBe(x)

und mit A®(y — Pz) = 0 auf B.(z) folgt

/ 0,B(y — Pr)dH™ () = 0. (3.122)
OB¢(x)
Deshalb gilt

/ O, [®(y — x) — B(y — Px)|dH" Yy) = —1. (3.123)

d(R™NBR(0))
Aus .

Yy—x
D®(y —x) = DD < = ) = (3.124)

und dem Variablenwechsel y = Rz folgt

/ D,®(y — x)dH" (y) = / 0, P(z — £)d’;‘-["fl(z) .
dBR(0)NR'} 8By (0)NR™ R

(3.125)
(0)) fiir alle z

Da |z|/R < 1/2 gilt |D®(z — z/R)| < max|D®|(Bs(0) \ B
und R, und mit dominierter Konvergenz folgt

Nlw

1
2

lim [0,®(y — x) — 0,®(y — Px)] dH" (y) (3.126)
R=00 JoBR(0)NR™
P
— lim [8,,@(2 Iy 0,8 — “””)] dH"(2) (3.127)
R=00 JoB, (0)nR™ R R
- / lim [8,}1)(2’ 5 8,0z — Px)] dH"L(2) = 0. (3.128)
8Bl(O)QR1 R—o0 R R
Es folgt, dass
O, [®(y — x) — B(y — Px)|dH" Hy) = —1. (3.129)
OR™
Hier v ist die &uflere Normale, v = —e,,, deshalb —9, = 9/0y,. O

Satz 3.30. Sei g € CP(OR") (d.h., beschrinkt und stetig) und sei

u(z) = {faum K(z,y)g(y) falls x € RY, (3.130)

g(x) falls z € OR} .

Dann gilt uw € C*(R?) N CP(RY), Au=0 in R} und u= g auf OR'}.
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Bemerkung. Mithilfe von Liouville kann man zeigen, dass u die einzige
harmonische und beschrinkte Funktion ist, die mit g auf dem Rand {iber-
einstimmt.

Beweis. Teil 1: wir zeigen u € C*(R%) und Au = 0. Sei z* € R fest,
e = z}/2 > 0. Die Ableitungen DK, D?K sind auf (z,y) € B.(z*) x OR"}
beschriinkt und gleichmiiflig in 3 integrierbar. Deshalb gilt v € C?(B.(z*))
und

Au(z) = - AK(z,y)g(y) =0. (3.131)

Teil 2: wir zeigen u € CO(R). Fiir z, € OR". und x € R gilt

u(z) — u(.) = . K (z,y)g(y) dH"(y) — g(x.) (3.132)

= | K@) - o) dH" " (y). (3.133)

Sei ¢ > 0. Dann gibt es ein § > 0, so dass |g(y) — g(z*)| < € fiir alle
y € Bys(x*) NORY.

/ K(x.y)(g(y) — ga*)dH" () (3.134)
OR™ N\ Bys(2*)
<e/‘ym@meW%m:g (3.135)
OR™
und
/ K(z.9)(9(y) — g(a*))dH™(y) (3.136)
8R’jr\325(a:*)
< 2max |g| |K | (2, y)dH" (y) . (3.137)

ORT\ Bog (%)
Fir z € Bs(z) gilt |v —y| > |y — 2| — |z — 2*| > |y — 2*| — 0, und deshalb

L 1
ly ="~ (ly —2*| =)™’

(3.138)

wobei letzte Funktion auf R™~!\ Bas(x*) integrierbar ist. Mit dominierter
Konvergenz folgt

2z, 1

lim — —dH" " (y) (3.139)
22" JoRn\ By (e*) MWn |7 — Y|
%, 1 B
- / lim =~ dH" Y (y) =0. (3.140)
ORT\Bs(a+) T M |7 —y["
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Deshalb gibt es ein ¢’ < §, so dass

lu(z) —u(z")| < 2e (3.141)
fir alle # € By(2*) NR}. Da g in z* stetig ist, gibt es ein §” < ¢’ so dass
(3.141)) fiir alle x € By («*) N OR’ gilt. Das beendet den Beweis. O
Kugel

Lemma 3.31. Die Greensche Funktion fir B,(0) ist

d(y—a)— (Ly— = Il 0
G(z,y) = v -2) < r '””‘x) Jalls @ # (3.142)
O(y) — P(req) falls z =0.
Beweis. Fir y € 0B,(0),  # 0,
2 2 2
il ~ L :x—y2—2x-y+Lx2:x2—2x-y+7“2:|x—y\2,
ro | r? 2
(3.143)
deshalb gilt G(z,y) = 0 falls |y| = r. Man rechnet AG(z,y) = A®(y — z) —
LEae (My - fa) =0, 0
Fir |y| = r gilt
1 2 .2
8,Gla,y) = LDo(y — ) - L pey (12, - Ty - L oo
r ror r || nwy, Tz — y|"
(3.144)

Definition 3.32. Der Poissonkern fiir die Kugel B,(0) ist

1 72— g2
K = 14
B, (0) (‘Ta y) Wy, T"ﬂl‘ — y’n (3 5)
Fir die Kugel B,(x,) ist er gegeben durch
1 72— (z—z4)?
K = .14
B(I*,T)(‘Tﬂy) nwy, ’r‘|$ _y|n (3 6)
31.05.16
Satz 3.33. Sei g € C°(0B,(2)), u: B.(z) — R durch
K(z,y)g(y)dH" (y) falls xz € B.(2
u(z) = /8&(,3) (@ v)o(w) ) (2) (3.147)

g(x) falls x € 0B, (2)

definiert. Dann gilt u € C%(B,(2)) N C°(B,(2)) und Au =0 in B.(z).
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Bemerkung. Insbesondere gilt fiir jede harmonische Funktion u € C?(Q)
und jede Kugel B,.(z) C Q,

u(z) = / K, y)u(y)dH" () (3.148)
9B, (2)

fiir alle € B,(z). Daraus ldsst sich unter anderem eine Taylorreihe fiir u
herleiten sowie die Analytizitdt von u beweisen.

Beweis. Wie in Lemma zeigt man, dass A, K =), 6§¢K = 0. Wie in
Satz folgt, dass u in B,(z) harmonisch ist.
Es bleibt zu zeigen, dass u auf dem Rand stetig ist. Da u = 1 harmonisch
ist, folgt aus Satz dass [, K (x,y) dH" 1(y) =1 fiir alle € B,(2).
Sei z, € 0B,(z), € > 0. Dann gibt es ein § > 0, so dass

9) ~ gla)| < 5o Firalley €9B,(0) 1 Bos(e.) . (3.149)
Sei x € B, (0) N Bs(x,). Dann gilt:

lu(z) — u(z)| = / K(z,y)(g(y) — g(z*)dH" " (y) (3.150)

0Br(2)
S/ K(x,y)|g(y) — g(z*)| dH" " (y) (3.151)

OBr(z
< g + 2 max |g]| K(z,y)dH" Y(y). (3.152)
OB (0)\Bas ()

Aus |y — x| > 26 und |z — 24| < 6 folgt |x —y| > 6, K(z,y) < (r? —
22) /(nwy, ™) und

2 2
u(x) — u(z)| < g + o max yg\réf’ . (3.153)
Deshalb gilt:
limsup |u(x) — u(zy)| < = (3.154)
T Ty 2
fiir alle € > 0, da ¢ beliebig war ist die Aussage bewiesen. O

Wir haben insbesondere folgendes bewiesen: Sei 2 C R™ offen, B, (z) C
Q, u € C°(Q). Dann gibt es genau eine Funktion v € C%(), so dass gilt:

v=uin Q\ By(x) (3.155)
Av =0 in B,(x). (3.156)

Die Funktion v wird harmonische Fortsetzung von u genannt und ist explizit
durch

(&) = {u(:z:) falls z € O\ B,(z)

. (3.157)
Jop, ) K, (0@, )uly)dH" " (y)  falls = € B, (x)

gegeben.
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3.4 Existenz von Losungen

Definition 3.34. Sei Q C R" offen, u € C°(Q). Die Funktion u heifit
subharmonisch, falls

u(zr) < ][ wdH™™' fiir alle Kugeln mit B,(x) C Q (3.158)
9B, (z)
und superharmonisch, falls

u(x) > ][ wdH™ Y fir alle Kugeln mit B,.(x) C €. (3.159)
OBr(x)

Lemma 3.35. (i) Eine Funktion u € C*(Q) ist genau dann subharmo-
nisch, wenn

—Au<0 inQ. (3.160)

(i) Eine Funktion u € C%(Q) ist genau dann subharmonisch, wenn —u
superharmonisch ist.

(i4i) Eine Funktion u € C°() ist genau dann harmonisch, wenn u sowohl
subharmonisch als auch superharmonisch ist.

Beweis. in Satz [3.3(i1)| (Mittelwertsatz) wurde gezeigt, dass —Au < 0
impliziert. Die Gegenrichtung wird wie in Satz bewiesen: Falls
ein x € Q mit —Awu(x) > 0 existieren wiirde, dann gébe es ein r > 0, so dass
—Au > 0 auf B,(r) und B,(x) C Q. Dann wiirde aus folgen

u(z) > ][ udLl™, (3.161)
By (x)

gegen die Annahme.
es reicht, —u in der Definition einzusetzen.
eine harmonische Funktion erfiillt

u(z) = 7[ wdH™ ! fiir alle Kugeln mit B,(z) C Q (3.162)
OBr(x)

und ist damit sowohl subharmonisch als auch superharmonisch. Die Gegen-
I‘iChtlElg wurde in Satz bewieseg (fir alle z, € Q gibt es ein 7, > 0, so
dass B(zs,r) C Q, dann u € Li(B(z4, 7)), und daraus folgt Au = 0 in
T O

Lemma 3.36. (i) Sei Q C R™ offen, beschrinkt und zusammenhdngend,
u,v € C°(Q), u subharmonisch, v superharmonisch. Falls u < v auf
09, dann gilt entweder v < v auf ) oder u = v auf €.
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(ii) Sei u € CO(Q) subharmonisch, B.(x) C Q, und sei v : Q& — R die
harmonische Fortsetzung von u auf By(x), ndimlich,

o [ falls y € Q\ B, (x)
vy) = n—
faBT(x) Kp, () (y, 2)u(z)dH Y2) fallsy € B.(x).
(3.163)
Dann gilt v € CY(Q), v ist subharmonisch und u < v.

(iii) Seien wui,...,ux € C°(Q) subharmonisch. Dann ist u =
max{uy,...,ux} ebenfalls subharmonisch.

Beweis. Die Funktion v — v ist subharmonisch, und v — v < 0 auf 0f2.
Die Aussage folgt aus dem starken Maximumprinzip, Satz [3.11}

Aus v € CYB,(z)) und u € CY(Q\ B,(x)) mit u = v auf dB,(x)
folgt v € CO(Q).

Die Funktion v ist in B,(z) harmonisch und auf 9B, (x) gilt u = v. Aus
folgt, dass u < v in B,(z). Deshalb gilt u < v auf Q.

Sei B(y, R) C Q. Falls y € B,(z) dann gilt

vly) = u(y) < ][

u(z) dH(z) < ][ o(z) dH™ 1 (2) . (3.164)
0B(y,R)

OB(y,R)

Falls y € B, (x), betrachten wir die Funktion w : Q — R,

(2) v(2) falls z € Q\ B(y, R)
w(z) =
Jonw.r) KBy,r) (2, )0(t) dH""1(t)  falls z € B(y, ).
(3.165)
Aus der Definition folgt

w = w n=lp) = v n=1liyy . .
(v) ]ég(y,m (HyaH(1) ]éB@,,,R) (HaH"(t).  (3.166)

Falls
v(y) < w(y) (3.167)

dann ist der Beweis beendet.
Es bleibt, zu beweisen.
Die Funktion w ist subharmonisch und w ist harmonisch in B(y, R), aus
u < v =w auf 0B(y, R) und dem Maximumprinzip folgt u < w auf B(y, R).
Die Funktion v—w ist harmonisch in B, (x)NB(y, R), und v—w = u—w <
0 auf (0B,(z)) N B(y,R) C B(y,R) und v — w = 0 auf 0B(y, R). Deshalb
gilt v—w < 0 auf 9(B,(x)NB(y, R)) und damit auch in y € B,.(z)NB(y, R).
Sei u = max; u;, By(z) CQ, p € {1,...,K}, so dass u(z) = upy(x).
Aus u, < u folgt

u(@) = uy(z) < ][

up, dH" ! < ][ wdH" L. (3.168)
OB (x) By (z)

O]
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Definition 3.37. Sei Q C R" offen und beschrinkt, g € C°(9S2). Dann
definieren wir:

Sy = {v e C%Q) : v subharmonisch und v < g auf 9Q} . (3.169)
Satz 3.38. Sei Q C R™ offen und beschrinkt, g € C°(09Q), u : Q@ — R durch
u(x) = sup{v(z) : v € Sy} (3.170)

definiert. Die Funktion u ist wohldefiniert und harmonisch.

Beweis. Die Menge S, ist nicht leer, weil die konstante Funktion z
min g(0Q) in Sy liegt.

Fiir alle z € Q2 ist die Menge sup{v(z) : v € Sy} beschréinkt, weil v(z) <
max g(09Q) fiir alle v € S,. Deshalb ist u wohldefiniert.

Sei y € Q, {vr}ren C Sy eine Folge, so dass vg(y) — u(y). Wir kénnen
oBdA annehmen, dass v, < vg41 (sonst betrachten wir die Folge max{vg, v1, .
Sei B, (y) C Q, wy die harmonische Fortsetzung von vy auf B,(y), d.h.,

w(z) = {vk(z) falls z € Q\ B,(y) (3.171)

faBr(y) KBT(y)(Za t)Uk(t)dHn_l(t) falls z € B, (y) .

Aus Lemma folgt, dass wj subharmonisch ist und v < wy, insbe-
sondere wy, € Sy. Deshalb gilt v, < wy, < u, insbesondere konvergiert wy,(y)
gegen u(y). Aus der Monotonie der Folge vy folgt leicht die Monotonie der
Folge wy.

Aus der Monotonie der Folge wy folgt, dass wy gegen eine harmonische
Funktion U gleichméfig in B(y,r/2) konvergiert. Beweis davon: Wir wissen,
dass wg(y) eine Cauchy-Folge ist. Sei k < h. Da wp, — wg, > 0, und A(w, —
wy) = 0 auf B, (y), folgt aus der Harnack-Ungleichung (Satz [3.12), dass

max(wp —wk)(B(y,r/2)) < Cmin(wy,—wg)(B(y, r/2)) < C(wn(y) —wi(y)) .-
(3.172)

CUR ).

Deshalb ist wy, eine Cauchy-Folge in C°(B(y, r/2)) und konvergiert gleichméBig

gegen U. Da U die Mittelwerteigenschaft hat, ist sie harmonisch (Satz
oder Lemma |3.35(ii1)). Ferner, U(y) = u(y) und U < u auf B(y,r/2).
Es bleibt zu zeigen, dass U = u auf B(y,r/2). O

[T: 02.06.16]

Beweis. Falls nicht, dann gibe es ein p € B, /5(y), so dass U(p) < u(p).
Dann gébe es ein V' € Sy mit

U(p) < V(p). (3.173)
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Sei 0, = max{V,wyg}, und - wie oben -

n(z) = {f)k(z) falls z € Q\ By (y)

3.174
Jon.(w) KBy (2 )Tk(O)dH (1) falls z € B (y). ( )

Die Folge wy ist monoton, und wx(y) — wu(y). Deshalb konvergiert wy
gleichmiiBig auf B(y,/2) gegen eine harmonische Funktion U. Aus wy, < 1y,
folgt U < U auf B(y,r/2), mit U(y) = U(y) = u(y) folgt (starkes Maxi-
mumprinzip oder Harnack) U = U, insbesondere V(p) < U (p) = U(p), ein

Widerspruch zu ((3.173]). [

Es bleibt, die Randwerte zu behandeln.

Definition 3.39. Sei Q C R" offen, x. € 0. Eine Funktion w € C°(Q)
heifit Barriere in x, wenn:

(i) w(zy) =0 und w > 0 auf Q\ {z.};
(ii) w ist superharmonisch in Q, d.h., gilt.

Ein Punkt x, € 02 heifit requldr, wenn eine Barriere in x, existiert.

Lemma 3.40. Sei Q C R" offen und beschrinkt, g € C°(0Q), u : Q — R
durch
u(x) = sup{v(z) : v € Sy} (3.175)

definiert. Ist x, € ) requldr, so gilt

lim u(z) = u(zs) = g(xs) . (3.176)

T—>Tx

Beweis. Sei w eine Barriere fiir z..
Sei € > 0. Dann gibt es ein § > 0 so dass gilt:

lg(x) —g(xy)| <e  furalle x € B(x4,0) NON. (3.177)

Sei
_ 2max|g|(09)
¢= minw(Q \ B(xz,,d)) (3.178)

Dann gilt, fiir alle z € 09,
lg(z) — g(zs)| < €+ Cw(x), (3.179)
und deshalb
g(zy) — Cw(z) —e < g(z) < g(ax) + Cw(x) + ¢ fiir alle z € 0. (3.180)

Die erste Funktion ist subharmonisch und deshalb in S, enthalten, es folgt
dass
g(zy) — Cw(x) —e < u(x) fiir alle z € Q. (3.181)
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Die Funktion = — g(z.) + Cw(x) + € ist superharmonisch. Fiir alle v € S,
gilt

v(z) < g(x) < g(ay) + Cw(x) + ¢ fiir alle x € 9. (3.182)
Mit Lemma [3.36((i)| folgt
v(z) < g(zy) + Cw(z) + ¢ fir alle z € (3.183)

und aus der Definition von u folgt
u(z) = sup{v(z) : v € Sy} < g(xy) + Cw(x) +¢ firallex e . (3.184)
Deshalb gilt:

limsup |u(z) — g(zs)| < e+ lim Cw(z) =¢ (3.185)

T—Tx T—Tx
fir alle e > 0. O

Satz 3.41. Sei 2 C R™ offen und beschrdnkt. Das Dirichletproblem

Au=0 mQ
(3.186)

u=g in 0F)

ist genau dann fiir beliebige g € C°(0N) losbar, wenn alle Punkte . € OS)
requldr sind.

Beweis. Falls alle z, € 09 regulir sind, wurde Existenz in Satz und
Lemma [3.40] bewiesen.

Falls das Dirichletproblem losbar ist, und x, € 02, dann ist die Losung
von Au = 0, u(z) = |z — x| auf 0N eine Barriere in z,. O

Definition 3.42. FEine offene Menge Q2 C R" erfiillt die duflere Sphdrenbe-
dingung in z. € 02 wenn y € R™, r > 0 existieren, so dass

Br(y) NQ = {z.}. (3.187)

Lemma 3.43. Fulls die offene Menge Q@ C R™ in x, € 90Q die duflere
Sphdrenbedingung erfillt, dann ist x, ein requldrer Punkt.

Beweis. Sei
u(z) = ®(ze —y) — (. —y). (3.188)

Dann gilt v > 0 auf Q, und u ist auf Q harmonisch. O

Beispiel. Jede konvexe Menge erfiillt iiberall eine Sphirenbedingung, so-
wie jede Menge deren Rand C?-regulir ist.
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Bemerkung. Die Sphéirenbedingung ist nicht notwendig. Ein Punkt z, €
00 erfiillt eine duflere Kegelbedingung, wenn eine offene Kugel B, (y) exis-
tiert, so dass conv({z.} U B.(y)) N Q = {x,}. (fir A C R" ist conv A die
kleinste konvexe Menge, die A enthilt). Die duflere Kegelbedingung reicht,
und ist insbesondere in jedem Gebiet erfiillt, deren Rand Lipschitz-stetig ist.
Die ist aber ebenfalls nicht notwendig.

Lemma 3.44. Fin Punkt x € 0X) ist genau dann requldr, wenn er als Rand-
punkt von B,(z) N Q regulir ist.

Beweis. Hausaufgabe.
O

Lemma 3.45. Es gibt eine beschrinkte, offene Menge 0 C R3 und eine
stetige Funktion g € C°(0S) so dass das Problem Au =0 in Q, u = g auf
09, keine Losung u € C*(Q) N C°(Q) hat.

Beweis. Sei w = B1(0) \ ([0,1] x {0}?) C R?,

u(x) =4 /01 O(z — teq)tdt = dt. (3.189)

! t
/o V(t—z1)2+ 23 + 22

Dann gilt v € C*°(w) und Au = 0 in w. Eine explizite Integration zeigt,
dass

() = v(zr) —z1In(z3 +23) fallsz; >0 (3.190)
v(x) falls 21 < 0
wobei
v() =A—B+x1In(l —21 + A) + |z1]|In(|z1| + B) (3.191)

mit A = /(1 —21)2 + 23 + 22, B = /27 + 2% + 22 Es ist leicht zu sehen,
dass v in in w beschrankt ist. Daraus folgt insbesondere, dass u bei 0 nicht
stetig ist.

Sei k > 2supv(B1(0)). Sei Q@ = B1(0) N {u < k}. Sei g : 9Q — R durch
g = u auf 0\ {0}, und ¢(0) = k definiert. Aus u = k auf 9Q N By \ {0}
folgt g € C°(09).

Wir wollen zeigen, dass keine Losung w € C°(Q) N C%(Q) von Aw = 0
und w = g existiert.

Sei w eine solche Losung. Fiir ¢ > 0 sei w. = w + ¢®. Da u auf Q
beschriankt ist, ® > 0 iiberall, und lim,_,o ®(z) = oo, gibt es § > 0 so dass
we > wauf 9(N2\ Bs). Da w, —u auf Q\ Bs harmonisch und auf Q2 \ Bs stetig
ist, folgt w. > w auf Q\ Bs. Da ¢ beliebig war, folgt w > w auf Q. Analog
(mit w — e®) zeigt man w < w. Deshalb w = u. Das kann aber nicht sein,
weil w in  stetig ist, u nicht. O
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Lemma 3.46. Seia > 0, C = {x = (2/,2,) e R" I xR : |z| < 1,2, <
alz’'|}. Sei @ C R™ offen. Falls x. € 0Q so ist, dass ein r > 0 existiert, so
dass B(r,x,) NQ C z, + QC, wobei Q € SO(n) eine Rotation ist, dann gibt
es eine Barriere in x.

Beweis. Wir konnen annehmen, dass x, = 0 und @ = Id. Wir werden
eine Funktion u auf C' konstruieren. Es ist leicht zu sehen, dass alle Punkte
x, € 0C \ {0} die duBere Sphirenbedingung erfiillen.

Sei g(z) = |z|, g € C°(AC), und u = sup S, wie in Satz Dann folgt
0 <u<1und Au =0 in C. Mit Lemma [3.40] folgt u = g on C'\ {0} und
ue COC\ {0}).

Aus Lemma [3.36(1)| folgt, dass u < 1 in C.

Sei w = C'N Byjy, v : w — R durch v(z) = u(2z) definiert. Sei a =
max u(C N dBj ;). Dann ist 1/2 < a < 1. Da v = 1 auf C N8By, und
u= %v auf (Qw) N By sz, folgt u < av auf Jw.

Wir zeigen jetzt, dass v < av in w. Fiir € > 0 sei we = av +¢®. Da u
und av beschrinkt sind, gibt es § > 0, so dass u < w,. auf w N IBs. Mit
u,w. € C%w \ Bs) folgt u < w, in w\ Bs. Da ¢ beliebig war, folgt u < av
in w.

Wir haben gezeigt, dass fir k e N, k > 1

supu(C N By—x) < asupv(C N By-x) = asupu(C N By—e—1y).  (3.192)

Daraus folgt sup u(C N By—«) < a¥. Mit u > 0 folgt, dass u(0) = 0 und u im
Punkt 0 stetig ist. Aus dem starken Maximumprinzip folgt, dass v > 0 in
C'. Deshalb ist u eine Barriere. O

06.06.2016

3.5 Energiemethoden

Definition 3.47. Sei Q C R™ offen, u € CY(Q), mit u, Du € L*(Q), f €
L?(Q)). Dann definieren wir

1
Ny ;:/ 5|Du|2 —ufdL™. (3.193)
Q
Fiir Q beschrinkt und g € C°(09Q) definieren wir
Ay ={w e C*(Q)NC Q) :w=g auf 90} . (3.194)
Satz 3.48. Sei Q C R" ein beschrinktes C-Polyeder, f € C°(Q), g €

C%(0R). Eine Funktion u € Ay ist ein Minimierer von Iy auf A, genau
dann, wenn —Au = f in Q.
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Beweis. Sei u € A, ein Minimierer, B,(z) C Q, ¢(y) = n,(y — x), t € R,
Aus

1
0 < Iflu+tp] —If[u] = t2/ 5]Dg0|2 +t/ Dy - Du— fodl™ (3.195)
Q Q
fiir alle ¢ folgt

O:/Dcp-Du—fgpdC":/ Dy - Du— fepdl" (3.196)
Q By ()

:/ o(—Au— f)dL". (3.197)
By ()
Da Au + f stetig ist, gilt

(Au+ f)(z) = lim (e * (Au+ f)(2) = 0. (3.198)

Sei u € Ay eine Losung von —Au = f und sei v € Ay. Aus v = u+(v—u)
folgt

I¢[v] —If[u]—i—/ ;]Dv—Du\Q—i—/Q(DU—Du)-Du—f(v—u)dﬁ”.

Q
(3.199)
Mit partieller Integration folgt
1
It[v] =I;[u] +/ 5PV — Dul? (3.200)
Q

+/(v—u)(—Au—f) d£"+/ (v —u)dudH™ . (3.201)

Q 09

Da Au+ f=01in Q und v — v = 0 auf 982 folgt I[v] > If[u]. O
Sei g € C%(Q) und f =0 . Sei

m = inf {/ |Duf?dx : u € C*(Q),u = g auf 8(2} . (3.202)
Q

Die Menge ist nichtleer: Sie enthilt g.
Sei v : N = A eine minimierende Folge. Dann

Vi — Vui|> + |Vau; + Vg2 = 2|Vu|? + 2| V)2 (3.203)

/ \Vu,|2dL™ — m as j — 00
Q
und (u; + u;) = g auf 09 ist

/ |Vu; + Vu;[2dL™ > 4m
Q
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und daher
IV (u; — uj)|?dL™ — 0 as i,j — oo.

Dann ist Du; eine Cauchy-Folge in L?(f2), deshalb existiert ein h €
L?(£;R™) so dass u; — h in L?. In der Funktionalanalysis werden wir sehen:

e Es existiert genau eine Funktion v € L? mit Distributionsableitungen

hj € L?, d.h.
/hjd)d:z = —/vﬁjqbdx
fiir jede Funktion ¢ € C3°(Q2). Es gilt

Uy — 0, 6kul — hk in LQ(Q).

e v is harmonisch (die Aquivalenzklasse enthilt eine harmonische Funk-
tion. Diese ist eindeutig und wir identifizieren sie mit der Klasse).

e Dieser Zugang suggeriert numerische Verfahren fiir allgemeine ellipti-
sche Gleichungen.
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4 Wairmeleitungsgleichung

4.1 Fundamentallosung, homogene Gleichung im Ganzraum

Anfangswertproblem: Gegeben g € C°(R™), méchten wir u € C?((0,00) x
R™) N CY([0, 00) x R™) finden, so dass gilt:

{atu —Au=0 in (0,00) x R" (1)

u(0,z) = g(x) fiir alle z € R™.
Definition 4.1. Der Wirmeleitungskern ist die Funktion ® : R"*!1 — R,

1 2
—|z[?/(4¢) st >0
e alls
B(t,z) = { (4mt)™/? 4 (4.2)

0 fallst < 0.

Lemma 4.2. Fir alle t > gult
/ O(t,x)der =1. (4.3)

Fiir alle (t,z) # (0,0) gilt (0;® — A®)(t,z) = 0.
Beweis. Die erste Aussage folgt aus ((vii))) im Unterabschnitt die zweite

ist eine leichte Rechnung. O

Satz 4.3. Fir g € C)(R"), (t,z) € [0,00) x R", sei

/ O(t,x —y)g(y)dy  fallst >0
u(t,x) = n

(4.4)
g(x) fallst =0.
Dann gilt uw € C*°((0,00) x R™) N Cy([0,00) x R™) und
0w — Au =0 in (0,00) x R", (4.5)
Beweis. Fiir alle (¢,z) € (0,00) x R” und alle a € N**1 gilt
Dult.a) = [ g()D@(tz - y)dy (16)
Dies beweist man wie in Lemma Wir benétigen
k Ao _n g lolle—ul?
‘&5 02 d(t, 1:)‘ < Cpat™ 2 Te i
Es folgt, dass u € C*°((0,00) x R™) und
Ou — Au = / 9(y)(0 — A)®(t,z —y)dy =0. (4.7)
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Es bleibt zu zeigen, dass u auf {0} x R™ stetig ist. Das wird wie in Satz

[3.30] gemacht.
Seien x, € R™, € > 0. Dann gibt es ein § > 0 so dass
l9(y) — g(z:)| <e Vy € Bs(xs). (4.8)
Dann gilt:
ultr) — glo) = [ @@x—yxmm—gmnm4 (49)
< [ o= y)los) - gl dy (4.10)

Se/ Mnx—w+2wmw/“ Btz — y)dy.
n R”\Bg(fﬂ*)

(4.11)
Falls z € B(x4,d/2), dann |z —y| > §/2 und
1
/ (t,y)dy = /2/ eI/t gy (4.12)
R™\Bs(0) (47t)™2 Jrn\Bs 2 (0)
1
= m/ e az (4.13)
4 R™\B; /. 2(0)

Da z — e~* € L'(R") folgt mit dominierter Konvergenz, dass

lim O(t,y)dy =0. (4.14)

0 SR\ By 2(0)
Deshalb gibt es ein ¢’ > 0, so dass fiir alle (¢, 2) € [0,0") x Bj/a(w.) gilt
lu(t,z) — g(zy)| < 2e. (4.15)

O]

10.06.2016
Lemma 4.4. Seien g,u wie in Satz[{.3. Dann gilt:
(i) Falls a < g(x) <b fir alle z, dann a < u(t,z) < b fir alle z,t.

(i3) Falls zusitzlich g € LY(R™), dann gilt fiir alle t: u(-,t) € L*(R") und
/ u(t,x)dr = / g(x)dx . (4.16)

(iii) Falls g > 0, und ein x, € R™ existiert, so dass g(x) > 0, dann gilt
u(t,z) > 0 fir alle x und alle t > 0.
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Beweis. Aus g < b folgt:

u(t,z) = /n O(t,x —y)g(y)dy < / O(t,x —y)bdy =b. (4.17)

n

Analog wird die andere Aussage bewiesen.

Sei t > 0 fest. Da ®(t,-) € L'(R") folgt mit dem Satz von Fubini
dass (x,y) — ®(t,r —y)g(y) € L' (R*™).

Wieder mit Fubini folgt

| wl)enia) = [ oo - pa)ac z.n) (1.18)
- [, ot (4.19)
- [ etz [ swicw) @)
- [ swic'w). (4.21)

Falls ein (¢,x) € (0,00) x R™) existiert, so dass u(t,z) = 0, dann
folgt aus

/n (t,z —y)g(y)dy =0 (4.22)

und @(t,x —y)g(y) > 0, dass ®(¢t,x — y)g(y) = 0 fur fast alle y € R™. Da
O(t,z —y) > 0 fiir alle y, folgt g = 0 fast iiberall. Da g stetig ist, folgt g =0
tiberall, entgegen der Annahme. O

4.2 Inhomogene Gleichung im Ganzraum

Fiir f:R™ x (0,00) = R suchen wir eine Losung u von

{atu —Au=f inR"x (0,00) (423)

u(z,0) = g(z) furallex € R".
Definition 4.5. Sei 2 C R" offen, I C R ein offenes Intervall. Dann gilt:
CIIxQ)={feC(IxQ):0,,0,,f €CQAXI), i,j=1,...,n}. (4.24)

Dabei ist insbesondere gefordert, dass die genannten partiellen Ableitungen
existieren.

Falls T micht offen ist, und fiir C3(QX x I), fordert man dass die Ablei-
tungen bis zum Rand stetig fortgesetzt werden kénnen.

Wir definieren Cib(Q) als den Banachraum von Funktionen in C3, fiir
die

u, Oslt, &-u,@?ju € Cy(I x Q)

mit der Norm

max{|[u]l ¢, (1x)s 1wl ey (rxa)s |0l oy rxays 105 ulle,(rxa) }-

63 [19. JuLl 2016]



Satz 4.6. Sei f € C’ib(R” x [0,00)), und

t
u(t, ) = {/0 /n Ot —s,x—y)f(s,y)dyds  firt>0
0

firt=20.

Dann gilt
ue [ Cy((0,T) x R") NCy([0,T) x R™)
T>0
und erfillt

Ou — Au = f in (0,00) x R™.

Beweis. Sei M = || fl[jo,1)xr»- Dann gilt, fiir alle ¢ € (0,1],

t
lu|(t, x) < / / O(s,y)Mdyds = Mt .
0 n

Das beweist

lim wu(t,z) =0 fiir alle z, € R"
(t,x)—(z«,0)

und deshalb Stetigkeit auf {0} x R™.
Um (4.26)) zu beweisen, rechnen wir fiir ¢ > 0

t
ult, z) = / / By, ) (t — 5,2 — y)dyds
0 n
und damit

outt.a) = [ @) (0.0 = 9)dy

t
+ A /n (I)(S, y)atf(t — 5T — y)dyds

und

t
Oz, 0z ;u(t, v) = / / D(5,Y)02, 0z, f(t — s, — y)dyds .
0 n

Insbesondere gilt u € CZ, und

(0 — A)ult,z) = / B(t,y) f(0,2 — y)dy

(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)

R™
+ /0 / O(s,y)(0 — A)f(t — s,z —y)dyds.  (4.34)
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Sei ¢ € (0,t). Aus

i D(s,y)(0r — A)f(t — s,z — y)dyds (4.35)
/ /n $,y) (0 — A) f| (t — s,z — y)dyds (4.36)
<el|(0 — A) fllj0,6)xrn (4.37)

folgt
lim /6/ D(s,y) (0 — A)f(t — s,z —y)dyds = 0. (4.38)

e—0 0

Mit partieller Integration folgt, da (0 — A)® = 0,

/Et /n ®(s,y)(0r — A) f(t — s,z — y)dL"(y)ds
et / /BR (5,9)(0r = A) f(t — 5,2 — y)dL"ds

R—o00
= lim / / (O — Y f(t— s,z —y)dL"(y)ds
R—o0 BR
R2
lim e s

n ;i ” N
X /aBR(O) Z ﬁ [&pjf(t — 8,7 —y) — ?if(t _sa— y)] 4 () ds
+ lim [(I)(E,y)f(t —&,r — y) — ‘I’(t, y)f(O,x _ y)] dﬁn(y)

= [ e it~ em —y) - @) 0.0~ )] dL()
(4.39)

wobei wir den Satz von Gauss zweimal angewandt haben. Den Limes R — oo
haben wir verwendet, um den Satz vom Gauss anwenden zu koénnen. Dank
des schnellen Abfalls der Gaussfunktion verschwinden die Randterme im
Limes.

Mit (4.33) und (4.38]) folgt

(0y — A)u(t,z) =lim De,y)f(t —e,x—y)dy. (4.40)

e—0 Rn

Der Rest vom Beweis ist dhnlich zum Beweis von Satz [4.3] Sei § > 0. Dann
gibt es ein p > 0, so dass | f(t —e,z —y) — f(t,z)| < ¢ fiir alle € € (0, p) und
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alle y € B(0, p). Dann gilt

[ el - —y) - st dy (1.41)
< 6/ D(e, y)dL" + QHfH[O,t]xBR(O)/ O(e,y)dL"(y)  (4.42)
R™ R\ B,(0)
und der Beweis wird wie in (4.11)—(4.15) beendet. O

4.3 Maximumprinzip
Definition 4.7. Fiir Q C R™ offen und T > 0 definiert man
Qr = (0,7] x Q c R*H1 (4.43)
und o
IFp= {0} x Q) U(0,T] x 9Q) = Qp \ Qp C Q. (4.44)
Bemerkung. TI'7 ist abgeschlossen, weil I'r = ({0 x Q) U ([0, 7] x 99).
Satz 4.8. Sei Q C R"™ offen und beschrinkt, u € C2(Qr) N C(Qr), so dass

Oou—Au<0 in Q. (4.45)
Dann gilt
max ¢ = maxu. (4.46)
Qr Iy

Bemerkung. Falls (0, — A)u = 0, dann folgt auch

minu = minw . (4.47)
Qr I'r
Beweis. Wir fangen mit dem Fall 0,u — Au < 0 an.

Die Menge Q7 ist kompakt. Sei M = u(zy, ts) = maxg— u. Falls (x4, t4) €
Qp, dann gilt z, € Q und ¢, > 0. Dann folgt Dyu(zy, t) = 0, Au(xy, tx) <0,
Oyu(x,ts) > 0. Insbesondere folgt (Opu — Au)(zs,ts) > 0 im Widerspruch
zur Annahme. Deshalb gilt (x,,t.) € T'r.

Sei jetzt Oyu — Au < 0. Fiir € > 0 betrachten wir v.(¢,z) = u(t, z) — et.
Mit Oyve — Av, < 0 und v, < u < v, + €T folgt

max et + max v, = €T + maxv. < T + maxu. (4.48)
Qr Qr Iy Iz
Da ¢ beliebig war, folgt hieraus die Aussage. O

Lemma 4.9. Sei Q C R™ offen und beschrinkt, g € C°(I'r), f € C°(Qr).
Dann gibt es hichstens eine Lisung u € C3(Qr) N C%(Qr) von

{@uAuzf in Qp

(4.49)
u=g auf I'p .
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Beweis. Falls u,v zwei Losungen sind, dann gilt (0 — A)(u — v) = 0 in
Qp, deshalb maxq, (v —v) < maxp,(u —v) = 0 und maxq, (v —u) <
maxr,. (v —u) = 0. Es folgt, dass u — v = 0 {iberall. O
14.06.2016
Satz 4.10. Seiu € C2((0,T] x R®) N C([0,T] x R™) eine Losung von
Ou—Au=0 in (0,7] x R" (4.50)
u=g auf {0} x R™.
wobei g € Cp(R™). Falls a, A > 0 existieren, so dass
u(t,z) < Ael*l® (4.51)
fiir alle x € R™, t € [0,T), dann gilt fir die Supremumsnorm
l[ull(o,r)xrn = llgllr~ - (4.52)

Die analoge Aussage gilt auch fiir T = oo (mit [0, 00) statt [0,T] und (0,00)
statt (0,7T7]).

Beweis. Teil 1: wir betrachten den Fall 4aT < 1. Wir wéhlen € > 0 so dass
1

—_. 4.
“SUT+o) (4.53)
Fiir y € R"” und 0 > 0 definieren wir v : R™ x [0, 00] — R durch
v(t,z) = u(t,z) — Le|‘E_y|2/(4(T+€_t)) . (4.54)

(T +e—t)n/2
Eine leichte Rechnung (dhnlich zur Rechnung in Lemma zeigt, dass
(O —A)w=0in R" x (0,7]. (4.55)

Fiir alle r > 0, aus dem Maximumprinzip (Satz angewendet auf 2 =
B, (y) folgt, dass
max v = maxo. (4.56)
Qr I'r
Fiir alle x € B, (y) gilt v(0,2) < u(0,z) = g(x) < supgn g.
Fir alle (¢t,2) € [0,T] x 0B, (y) gilt |x — y| = r, und deshalb

1) -2 _
'U(t;x) = 'U,(tm’l:) — me [(A(T+e—t)) (457)
< Aealyln? _ 0 r2/a(rre)) (4.58)
- (T + g)n/2
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Aus (4.53)) folgt

§
lim. Aeallyl+n)? Wer2/<4<v‘+s>> = —0o0. (4.59)

Deshalb existiert ein r» > 0, so dass

Aesllvlr)® — <Tf>/2€’”2/ I+ < supyg. (4.60)
e R

Mit (4.57) folgt, dass
v(t,z) < supg(R") fiir alle (¢,2) € [0,T] x 0B, (y). (4.61)
Dann folgt aus (4.56), dass

v(y,t) <supyg (4.62)
Rn
und
0
u(y,t) <ov(y,t) + <supg+ (4.63)

(T+e—t)"2 = gn (T +¢e—t)n/?

fir alle y € R", t € [0,7], 6 > 0. Mit 6 — 0 ist der Beweis von Teil 1
beendet.
Teil 2: Sei ¢ : [0, T] — [0, 00] durch

o(t) = sup u(t, ) (4.64)

definiert. Fiir alle ¢,#/ mit 0 <¢ <¢ < T und t' —t < 1/(4a) folgt aus Teil
1, dass
p(t) = p(t). (4.65)

Deshalb ist ¢ monoton fallend, und ¢(¢) < ¢(0) = sup g(R") fiir alle t. [

Lemma 4.11. Sei g € C(R"), f € C°([0,T] x R™). Dann gibt es hichstens
eine Losung u € C2((0,T] x R™) N Cy([0,T] x R x [0,T]) des Anfangswert-

problems
Ou—Au=f in (0,00) x R", (4.66)
u(0,2) = g(z)  fir alle z € R",
die ,
Ju(t,z)| < Ae?! (4.67)
fiir irgendwelche a, A > 0 erfillt.
Beweis. Folgt aus Satz O

Satz 4.12. Es gibt eine Funktion u € C*°(R x R™), so dass dyu — Au = 0,
u(0,z) = 0 fiir alle x, aber u # 0.
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Beweis. Es reicht, den Fall n = 1 zu betrachten. Fiir g € C*°(R) definieren
wir
0 2k gk

x
4.
z% 2k) amar?® (4.68)
Wir setzen P
e~ 1/t fallst > 0
t) = 4.69
9(t) {0 fallst <0, ( )

so dass u(t,z) = 0 fiir t < 0. Es bleibt zu zeigen, dass die Reihe konvergiert.
Um die Ableitungen abzuschiitzen, betrachten wir die Funktion v : R?\
{0} = R,

o(t, s) = Reexp <_(t+125)2) . (4.70)

Es ist klar, dass g(t) = v(t,0) fiir alle t > 0. Da z — exp(—1/2%) auf C\ {0}
holomorph ist, ist die Funktion v in R? \ {0} harmonisch. Alternativ:

k o'} k
& (-1 1 |
Rez k! ( (t+ zs) > B k! [(t +is)%k * (t —is)2k

k=0
(4.71)
und
1 2k(2k +1)  2k(2k + 1)i?
2
= = 4.72
(at + a ) (t + ZS)Zk (t + i5)2k+2 + (t + Z'S)2k+2 0’ ( 7 )
wobei alle Reihen gleichméfig auf kompakten Mengen konvergieren.
Sei T' > 0. Mit Satz und Br/3(T,0) C R?\ {0} folgt, dass
9™(T)| = [0} o(T,0)] < WHUH@,(BM(T,O)), (4.73)
Ferner,
ot )| < fexp (g (474)
=P T sy '
1 52 — 2
- —Re—— | = . 4.75
o (e ) = (o) )

Fiir (¢,s) € Bry3((T,0)) gilt |s| <T/3 und 27/3 <t < 4T/3 und deshalb

52 — 2 - (T/3)* = (2T/3)*> _  =3/9 _ 27/289 o1
(12 4+ 52)2 = ((T/3)2 + (4T7/3)2)2  T2(17/9)2 T2 — (5T)%°
(4.76)
Deshalb gilt, fiir alle T" > 0,
kpk 1
lg®(T)| < 6 ]Z e G1)? (4.77)
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1
Fiir T < 0 gilt ¢®*)(T') = 0. Die Funktion h(T) = T~ *e” GT% geniigt h(T) —
Ofir T — 0und T — oo. Aus

B'(T) = (252T3 — kT—1>

folgt das h das Maximum in T = (%)1/ ? annimmt und damit

g™(T)| < 30*k32"

und

) NEA kp—k

mit k — oo. Damit konvergiert die Potenzreihe mit allen Ableitungen gleichméssig
auf kompakten Teilmengen. Daraus folgt u € C*°(R™ x (0,00)), und dyu —

Au = 0. O

4.4 Regularitit, Mittelwertformel

Analog zu Uberlegungen bei den harmonischen Funktionen definieren wir
den Begriff der schwachen Lésung.

Definition 4.13. Seiw C R" xR offen. u € L}, (w) heifit schwache Lésung
der Wirmeleitungsgleichung falls

/ w(@ + A)pdLrdt = 0

fir alle ¢ € C§°(w).

Jede Losung u € C%(w) ist auch eine schwache Losung, was man mittels
partieller Integration sieht.

Satz 4.14. Seiw C R" xR offen, u € L, .(w) eine schwache Lésung. Dann
gibt es in der Aquivalenzklasse von u eine beliebig oft differenzierbare Funk-
tion (die wir mit u identifizieren), die der Wdarmeleitungsgleichung geniigt.

Bemerkung. Die gleiche Aussage, mit fast dem gleichen Beweis, gilt fiir
w = Qp, mit Q C R” offen.

Beweis. Esreicht zu zeigen, dass u € C°°(B,./2(0)) (in dem Sinn der Existenz
einer derartigen Funktion in der Aquivalenzklasse aus) fiir B, (0) C w folgt.
Dann folgt auch

0=— / u(9yp + Ap)dL™ T = / (Dpu — Au)pd L™
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fiir alle ¢ € C§°(w) und damit u; — Au = 0.

Im ersten Schritt betrachten wir eine Funktion u € C3(w), die dann mit
dem gleichen Argument u; — Au = 0 gentigt.

Sei B, (0) C w. Sei 0 € C°(Ba,(0)) eine Funktion mit = 1 auf B,(0).
Wir definieren v : R**! — R durch v = fu auf B(0,2r), v = 0 auf R**1\
B(0,2r). Damit folgt v € C3(R"1),

Ov = O¢(ub) = 00yu + ud,0 (4.78)
und
Av = A(ub) = 0Au+ uAb + 2Du - DO . (4.79)
Sei f = u(0:0 + A) — 2377 0j(ud;f). Dann gilt
(O —A)o=000—ANu+f=Ff. (4.80)

Insbesondere supp f C Ba,(0) \ B;(0).
Es gilt v(-,T) = 0 fiir T < —2r. Ferner ist v beschrinkt. Da f € C%,

folgt aus Satz und Lemma dass
t
oita) = [ [ @-so-giepa sy @8
T n

Da ®(t — 5,2 —y) = 0 fiir ¢ < s, kann man das Integrationsgebiet mit R?*!
ersetzen. Die Funktion f ist aber aulerhalb Bs,(0) \ B,(0) gleich Null. Wir
haben deshalb bewiesen, dass fiir alle w € C?(w) mit dw — Aw = 0

w(t, x) :/ w(P(t — s,z —y) (0 + AD)
Bar(0)\B:(0)

n
—w Z 0,00, ®(t — 5,7 — y))dL (s, y)
j=1
fiir alle (¢, z) € B, (0) gilt.
17.06.2016
Wir wenden diese Formel auf die Funktion w, = u*n, an. Dau € C? ist,
konvergiert w, in L' gegen u. Da ® integrierbar ist, folgt mit dominierter

Konvergenz

u(t,m):/ O(t—s,x—y)
Bar(0)\Br(0)

- (udf + uAb) — 2uDODG(t — s,z — y)dL (s, )

fiir alle (¢,z) € B-(0). Fiir (t,x) € B,/5(0) und (s,y) € B2,(0) \ B(0) ist
®(t — s,z — y) beliebig oft differenzierbar, deshalb u € C*°(B,./2(0)). O

Definition 4.15. Fiir (t,z) € R""! und r > 0 setzt man

E(t,z,r) = {(s,y) ER"L Bt —s,2—y) > 171} U (t, ).

r

Die Menge E(t,z,r) wird Wirmeleitungskugel genannt.
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Bemerkung. FE(t,z,r) C R" x (—o0,t), (t,x) € OE(t,x,r), E ist be-
schrénkt, OF \ {(t,z)} regulér.

Satz 4.16. Sei w C R offen, u € C¥(w), O — Au = 0, E(t,r,7) C w.
Dann gilt:

4rm (t —s)2

Beweis. Es reicht, den Fall x = 0, t = 0 zu betrachten. Wir schreiben
E(r) = E(0,0,7) und definieren

uta) = 1 [ L T ey

1

o) = i [ uty )Moy = 1 [ eyt Baee s,y
4rn E(r) ’ 52 ’ 4 E(1) ’ s? ,

(mit dem Variabelwechsel y = ry/, s = r2s’). Es ist leicht zu sehen, dass

: _ ) n+1
lim (1) —u<o,o>/()452dc (5.9).

Wir berechnen jetzt das letzte Integral. Mit y = zy/|s| und A = {(s, 2) :
s < 0,e 1214 > (an|s|)/2} = {(s,2) : —(e” PP/ Jag < s < 0} folgt

’y| d£n+1( )_ ﬁ‘s|n/2dﬁn+l(z 8)
()4 52 1Y) = R XA As ’

n+1
2 rexp(—(|2[*/4)(2/n)) /47
:/ Z/ s dsdz

22 )2
— 4 d .
/R el )

Ferner,

P exp(— 2 )ds = [ 22
p(=—)dz=mn [ ze

und mit partieller Integration

z\2
/ 4dx—/e4

Es bleibt zu zeigen, dass ¢ konstant ist. Aus u € C! folgt ¢ € C' und

%
o(r) = le/ Zyja u + 2rsu)(r’s ry) dﬁ”“( ,S)
B
41 2 n+1
- 47~n+1 / Zyja u+ ZSatu)(yv ) ac ( ay) .
(r) =1
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Fiir y € R™ und s < 0 definieren wir

2
¥(s.) = (" @(—s,)) = nlr + 22 in(—ars).
S

Aus der Definition von E folgt, dass ¢ = 0 auf 0E(r) \ {0}. Wir rechnen,

mit mehreren partiellen Integrationen,

0= / nap(Opu — Au)dL™
B(r)

= / div(y)ypdyu — ntp div Du dL™
E(r)

= / _Zyjajﬂ)atu - wajE?j(‘)tu+nZ&jw8jud£”+l
Er =1 j=1 j=1

m m
Z/ —Zyjajwatu+y3t¢Du+nZyj8jz/z8jud£”“.
B =1 j=1
Mit Fubini haben wir einmal bzgl. ¢ partiell integriert (xr = 0 ist eine

Nullmenge) , und fiir festes ¢ Gaufl in = angewandt. Mit Dy = y/2s und
Opp = —y? /45> — n/(2s) folgt

2 9 m m m
— Yy Yy .0 n .9 1 .0 n+1
0= /E(r) —2—88tu 1 ]Z::lyjﬁju ~ 5 ;yﬁju + o ;y]@udﬁ

= — " ().

4.5 Existenz fiir das Anfangs-Randwertproblem

Wir suchen eine Losung fiir das Anfangsrandwertproblem. Wie bei harmo-
nischen Funktionen ist die Losung des Randwertproblems fiir die homogene
Gleichung der wichtigste Schritt - nach der Behandlung des Anfangswert-
problems in R"”.

Lemma 4.17. Sei M C R" eine kompakte C? n — 1-dimensionale Mannig-
faltigkeit. Dann gibt es ¢ = ¢(M) so dass

|Dy, ®(t,x —y)| < fir alle x,y € M,t >0, (4.82)

t3/4]a: _ y’n—3/2

und

_ c
sup [ Dy, ®(t,x — y)|ldH" "' (y) < 577

=y fir allet >0 (4.83)
zeM J M

wobei v, die Normale in y ist.
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Beweis. Man rechnet

10, (t,x — y) (z — y) - v|e |-/

c
| < A2
Da M C? ist, gilt [(z — y) - vy| < clz —y|?.

Fiir B > 0 sei ¢ : [0,00) — [0,00) durch v(s) = s?e~* definiert. Dann
P(s) < () fiir alle s > 0.

Mit 8 = 1 + 2 und s = |z — y|?/4t erhalten wir

o — y[2elo—uP/an) < cp(B)

0,P(t, x — < P
0,800 —y) T

| < L
t1+n/2

Damit ist (4.82)) bewiesen.
Um (4.83) zu beweisen, reicht es zu zeigen, dass

1
sup

Da M eine C''-Mannigfaltigkeit ist, gibt es endlich viele Punkte X; € M und
r > 0, so dass M N Bs,(X;) ein Graph ist, und M C U; B,(X;) (hier wird
benutzt, dass M kompakt ist). Sei w C R" ! offen, f € C'(w), MNB3,.(X) =
{(«', f(2")) : 2’ € w}. Sei K kompakt, K C w, so dass M N By, (X) C K xR.
Dann fiir alle y € M N B,.(X) gilt

i L) T DIP)
/, Tyt W < Tomn +/K|<yf,f<y/>>—w3/2

Dann, mit z = (2, z,),

/ V14 IDfP)
K |(

) = ol

Sei R so dass K C Br(0), M C Br(0). Dann

1 1
dﬁnfl N < / dﬁnfl !
fee = ], )

1 1
< dﬁnfl N/ )
SO /Blm) e’ (#)

Da die Schranke nicht von x abhingt, ist die Aussage bewiesen. O

21.06.16

ac™(y').

1
n—1/, 1 !
AL ) < (4 1D i) [ ot

Lemma 4.18. Sei Q C R" beschrinkt, 00 eine C? Mannigfaltigkeit, v die
dufsere Normale, T > 0. Sei v € Cyp([0,T] x 02). Sei v : @ x [0,T] — R
durch

v(t,z) = — /t D0(t — s,z —y)y(s, y)dH" (y)ds (4.85)
0 Joo
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definiert. Dann ist v € C([0,T] x Q), 0y — Av = 0, v(0,x) = 0 fir alle
x € ), und

: 1 b n—1
x%il*lﬁl_)t* v(t,x) = iy(t*, Ty) —/0 - Oy O(ti—s, x—y)y(s,y)dH" *(y)ds
(4.86)
fir alle x, € 09, t, € (0,T].

Beweis. Fir x € Q ist ®(t — s,x — y) auf 9 regulér. Die Regularitéit und
die Gleichung 0;v — Av = 0 folgen dann aus den Eigenschaften von ®.
Die Existenz des Integrals in (4.86)) folgt aus

t
/ 0,8(t — 5,2 — y)| (s, y)|dH" () ds
0 JoQ
<||7Hsup// 0,8(t — 5,7 — y)|dH"\(y)ds

<ol [ = = It

wobei wir (4.83) benutzt haben. Im Beweis von (4.86) beschrianken wir auf

t =ty bzw lim,_,,, v(t,z) um die Notation zu vereinfachen. Der Grenzwert
in t verursacht keine zusétzlichen Schwierigkeiten. Um (4.86) zu beweisen,
zeigen wir zuerst, dass

é
1
. . _ _ n—1 _ 2t
%12% xlg)g* / - 0, ®(s,x —y)dH" " (y)ds 5 (4.87)

gilt. Dafiir rechnen wir mit dem Satz von Gauss, fiir z € 2 und s > 0,

- D, ®(s,x —y)dH"( / AD(s,z —

o
=- 85/ O(s,z — y)dy
Q
Dann gilt fiir ¢ € (0, 9)

)
/t/—as/gqxs,x—y)dz: <y>=/9[<1><t,x—y>—<1><a,x—y>] ac(y).

Daz € Q, lim [ &,z — y)dL"(y) = lim Otz — y)dL(y) = 1,

t'—=0 Jo t'—=0 Jrn
deshalb

/ "o, [ @tsa=nicr ) =1~ [ 86,0 - yac).

Aber limg sz, [o P(6,2 —y)dL"(y) = [ P,z — y)dL™(y). Sei

={y:az.+dy € Q}.
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Dann folgt
XQs (y) = X(v,y)<0
fast iiberall. Damit erhalten wir (4.87) mit

lim [ ®(6, s — y)dL(y) = lim (1, (zs —y))dL"
0—0 Jq 0—0 Js5-1/20)
=/ ®(1,y)dL"(y)
Yyn >0
_1
=5

Mit dem Satz von Lebesgue

lim 0, P(t — s,z —y)v(s, y)d’l—[”_l(y)ds
=T JoQx (0,t—8)

= [ a8t s — (s (0)ds
00 x(0,t—6)
und, mit dominierter Konvergenz und (4.83)),

lim By 0(t — 5,2 — y)y(s,y)dH" " (y)ds
6=0J(0,t—5)x 00

= [0 s~ g (s ) s,
(0,t)x0Q
Es bleibt zu zeigen, dass
1
lim lim O, ®(t — s,z — y)y(y, s)dH"H(y)ds = =y(t, z,).
0—0T—Tx 8Q><(t—6,t) 2

Wir rechnen
/ 0,0(t — 5,7 — y)y(s, y)dH" " (y)ds
(t—6,t)xQ
—/ D, ®(t — s, — y)y(s, z)dH" " (y)ds
(t—6,t)xQ
+ 0,0(t — 5,2 — )(1(5,9) — (s, 2.))dH" " (y)ds.
(t—6,t)xQ

Der erste Term wird mit (4.87) behandelt. Es bleibt zu zeigen, dass der
zweite klein ist. Sei € > 0. Dann gibt es p > 0 so, dass

[y(ts, z4) —v(s,y)| < € fiir alle (s,y) € A, == (t« — p, ts) X Bp(xy).
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Dann folgt

lim 0,0 (t — 5,2 — )l (Y, s) — (s, 2:)[dH" " (y)ds
T8 J (1—8,t)x0Q
< lim 10,@(t — 5,2 — y)|lv(s,y) — (s, 2.) [dH" " (y)ds
T S (1-6,t) x O\ A,
+ lim 0,@(t — 5,2 — y)||y(s,y) — y(s,z)[dH" " (y)ds
T2Tx J (1—6,6)xINNA,
=L+ 1

Wie vorher folgt

11 < 2 eup / 10,8(t — s,z — y)|dH" (y)ds - 0
(t—6,6)x O\ A,

mit § — 0 und

I <¢ lim Oy ®(t — s,z — y)dH" (y)ds
TTx J (1-8,t)xOQNA,

<Ce </ D, ®(T — s, — y)dH" 1 ds + C)
0,T]x0Q

da 0,¥(t — s,x — y) fiir  in der Ndhe von z, und y in einer festen Umge-
bung von z, in 0 nichtnegativ ist. Die Klammer ist dann beschrénkt und
der lim sups_,q limg_,,, .. durch Ce beschrénkt, und damit verschwindet der
Limes. O

Lemma 4.19. Sei Q C R offen, beschrinkt, 0Q eine C?-Mannigfaltigkeit.
Dann gibt es T > 0 so dass fiir alle g € C°(9Q x [0,T]) mit g = 0 auf
00 x {0} eine Losung u € C3(Qr) N C°(Qr) des Problems

Ou—Au=0 inQp
u=yg in 02 x [0,T] (4.88)
u=0 in Q x {0}

existiert.

Beweis. Sei
X =Gp([0,T] x 02) N {7y :v(0,z) =0 fur z € 0Q}.

Fiir v € X definieren wir

T(t,z) = —/0 - D0t — s, — y)y(s,y)dH" 1 (y)ds (4.89)
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fiir (t,z) € Qp. Wir suchen v so dass

TﬁY(ta .CI?) - g(t7 .1‘)

fir z € 09.
“Mit Lemma bleibt nur zu zeigen, dass ein v existiert so dass u €
C(Qr).
Wir wollen deshalb
1 t
g=5v+ [ [ o sz -y nin s
2 0 Joa

fiir gegebenes g 16sen. Dafiir definieren wir L : X — X durch

t
(Ly)(t,x) = 2¢9(t,x) — 2/ D, ®(t — s, —y)y(y, s)dH" " (y)ds. (4.90)
0 JoQ

Die Existenz des Integrals folgt aus Lemma ebenso die Stetigkeit der
Funktion L~.

Wenn « ein Fixpunkt von L ist, dann wird der Beweis durch Lemma [4.18
beendet. Um Existenz eines Fixpunktes zu zeigen werden wir 7' so wéhlen,
dass L eine Kontraktion ist. Seien v,4 € C°(9€ x [0, T]). Dann folgt

t
1Ly — LA aup < 2 sup / /a 10,85, = 59y = g (1)
0

e
(4.91)
t
< 2}y — Allsup sUD / / 10,8(s, 2 — y)|dH" (y)ds
e J0o JOQ
(4.92)

t
~ c N
<20y = Al sup [ ads < Selly = lap T (193)
zconJo t

Es reicht, T so zu wihlen, dass 87%%¢ < 1. ]
24.06.2016

4.5.1 Einschub: Fortsetzungssitze

Satz 4.20 (Satz von Tietze-Urysohn fiir metrische Rdume). Sei (X,d) ein
metrischer Raum, A C X abgeschlossen, f € C(A). Dann existiert F €
C(X) mit F|A=f.

Beweis. Wir betrachten zunéchst f € C,(A) und definieren

f(x) falls z € A,
F(z) =
(‘/E) - . £ d(zy) 1 t
infyea fy) + Az A) sonst.

z,
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Nur die Stetigkeit ist zu iiberpriifen. Sei x € X\ A. Dann existiert y € A

d(z,y) _ 1< F(zx)+e

F(w)Sf(y)er(x,A) <

und
F(z') < f(y) + ;i((i’i))tcjl((fn:xm’))

und fiir ¢ > 0 existiert 0 < § < d(x, A)/2 so dass

-1

F@)<F@")+e

fiir alle 2/, 2 € Bs(z). Daraus folgt die Stetigkeit in X\ A. Sei jetzt = € JA.
Ist 2’ € X\ A so existiert y € A mit

d(2', A) < d(a',y) < d(@', A) +e.
und d(y, z) < 2d(2’,x). Damit folgt
F(a') < f(y) +e

und
limsup F(z') < F(z).
' =
Sei nun R > 0. Dann gilt (fiir d(z,2’) < 1)

R—

F(2") > min{inf ——— —1, inf

() 2 winfint £ + o 1k f0)

wobei der erste Term kleiner als das Infimum tiber X\ Br(z) N A ist, und der
zweite kleiner gleich dem Infimum auf dem Komplement. Fiir ¢ > 0 wihlen

wir zuerst R so klein dass der zweite Term > f(z) — ¢ und dann 4 so dass
R-1
0

> 2[|f | sup-

Dann folgt
F(@') < f(z) +e fiir d(z,2") < 4.

Offensichtlich gilt
S;pF = sgp 7 i?(fF = i%f f.
Mit )
F(z) = F(z) — min{d(z, A),1/4}(2F (x) — (sup f + inf f))
erhalten wir eine Fortsetzung mit
f(z)<C inA = F(@z)<C inX
fx)>C inA = F(z)>C inX.

Ist f unbeschrénkt so wenden wir den ersten Teil auf f = tanh(f) an und
definieren F' durch tanh(F) = F. O
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Sei H C R™ der Halbraum x,, > 0. Wir schreiben xz = (2/, x,,).

Lemma 4.21. Sei k > 0. Dann ezistiert eine lineare Abbildung T}, : C(H) —
C(R™) mit den Figenschaften:

(i) Tiflu = f
(ii) Firl <k gilt
T8 Pl gy < )l iy

Beweis. Wir betrachten den Fall n = 1, da n > 1 mit den gleichen Argu-
menten folgt. Wir definieren

f(z) fallsx >0
Tuf(z) = zk: a;f(—jx) sonst

j=0
fiir noch zu bestimmende Konstanten a;. Diese miissen den Gleichungen
N
> aj(—j) =1
j=0

fiir 0 <1 < k geniigen damit die [ te Ableitung stetig ist. Da die Determi-
nante der Vandermondeschen Matrix

11 - 1

0o -1 - —k k :
det|. . .. |= Il G-n=[ICn*""7#0

(') (—i)k N (—}f)k 0<i<j<k j=1

nicht verschwindet hat dieses Gleichungssystem eine eindeutige Losung. [

Satz 4.22. Sei Q C R"™ offen und beschrinkt und 092 eine C* Unterman-
nigfaltigkeit. Dann ezististiert ein Fortsetzungoperator T : C(2) — Cp(R™),
auf den Raum der stetigen Funktionen mit kompaktem Trdger und ¢ > 1

mit den Eigenschaften
e Tfla=1f
o 17l < ellflcygan

Beweis. Mit der Definition einer C* Mannigfaltigkeit existiert fiir jedes = €
0N eine offene Umgebung U in R™ und eine offene Menge V' C R™ und einen
Diffeormorphismus ¢ : U — V', der U N Q auf V N {z, > 0}, U N 0N auf
VN {z, = 0} und UNR™\Q auf VN {z, < 0} abbildet. Ohne Einschriinkung
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koénnen wir U = Bs,(z) wihlen. Da 002 kompakt ist existiert eine endliche
Teiliiberdeckung

N
o0 c | By, (z)).
Jj=1

Dazu existiert eine glatte Zerlegung der 1, (7;)1<j<ny mit suppn; C Bay,(7;)

und
N

> ni(x) =1

j=1
fir d(z,08?) < minr;. Wir definieren

0 falls x ¢ Q
C5o(Q = N
0" (€2) 3 1o 1— > nj(r) sonst
j=1
und
N
A=) njeCER").

j=0

Sei nun f € C(Q) und f; = (fn;) o qb;l fiir 1 < j < N. Wir wenden Lemma
auf f; an und erhalten eine Funktion F; € Cp(R™). Wir definieren

N
F=Anof +>_ Fjod)).

j=1
O

Die Bedingungen kénnen abgeschwécht werden. Ein Satz von Whitney
sagt, dass ein Fortsetzungsoperator existiert wenn 02 eine C'! Mannigfaltig-
keit ist. Unser Beweis erfordert stdrkere Annahmen.

Satz 4.23. Sei Q C R offen, beschrinkt, 0 eine C?-Mannigfaltigkeit, T >
0 oder T = o0o. Seiug € C(Q), f € Qr und g € C([0,T] xT) (C([0,00) x T’
falls T = oo. Es gelte up(x) = g(0,z) fir x € Q2. Dann hat das Problem

(4.94)

Ou—Au=f inQp
uUu=g auf I'p

eine eindeutige Losung u € C2(Qr) N C(Qr).

Beweis. Wir 16sen das Problem erst in [0, Tp] x © mit Tp wie oben, und dann
mit dem Anfangswert u(7p/2) zu Zeit T/2 in [Tp/2, 3Tp] x Q. Aufgrund der
Findeutigkeit stimmen die Losungen auf dem gemeinsamen Definitionsbe-
reich iiberein. Wir erhalten die Aussage mittels Induktion.
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Um das Problem fiir [0,7p] x £ zu lsen setzen wir ug und f auf R™
bzw [0,7] x R™ mit kompakten Triger fort (benttigt den Beweis) und kon-
struieren eine Losung mit Satz Nun miissen wir noch die Randwerte
korrigieren, was wir mit Satz tun. O

Bemerkung: Wie bei den harmonischen Funktionen kénnen wir eine
Green’sche Funktion definieren. Im Halbraum koénnen wir sie explizit an-
geben: Mit G(t,z,y) = ®(t,z,y) — (¢, 2, (v, —yn)) gilt

u(t,x) /Gtﬂcy)uo )dL™ (y //Gt—swyf(sy)dﬁn+l(8y)
-l-/ / 3ynG(t—S,x,y)g(s,y)d/}-l"*lds,
0 JOH

Eine Funktion G(t,z,y) mit der wir die Losung in dieser Form als Integral

darstellen konnen, nennen wir Green’sche Funktion.
27.06.2016

Satz 4.24 (Die Harnacksche Ungleichung). Es existiert k > 0 so dass gilt:
Seiu € C2((T — R?,T)| x Br(wo)) eine Losung der Wirmeleitungsgleichung,
u > 0. Dann gilt

w(T, z9) > rsup{u(s,y) : T — R*/2 < s < T — R*/4,|z — y| < R/2}

Beweis. Ohne Einschrinkung sei 9 = 0, 7' = 0 und R = 1.Es geniigt zu
zeigen: Es existiert £ > 0 und § > 0 so dass

u(0,0) > REsup{u(s,y) : =20 < s < —6,20 < |y| < 6J}

gilt fiir nichtnegative Losungen in [—%, 0] x By /5(0). Die volle Aussage erfolgt
dann mittels Iteration:

u(0,0) > rku(—6,0y) > K2u(—26,20y). ..

fiir ly| < 4. Mit der Mittelwerteigenschaft gilt
1 2
u(0,0) = yoe /() 2 ——dL"u(s, z)dzds

wobei

n |z|2

E(T) = {(x,S) s < 0 ( 47TS)26 4s < rn}
und der Rand 9F ist

OE(r) = {(s,2) : s < 0,]z* = 2ns(21In(r) + In(—s) + In(47)} U {0,0}.

Wenn wir r klein genug wéhlen ist £(r) € [~1/2,0] x By 2(0) enthalten. Das
Paraboloid
|
4dn(—1In(r)) — In(4m)

—§ =
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liegt in einer Umgebung von 0 in E(r) und insbesondere existiert § > 0 so
dass

1
u(0,0) >

> u(s, z)dL" .
6dr /<36,6>x<385(o>\35<o>>

Im Beweis von Satz [£.14] hatten wir gesehen dass fiir Losungen der
Wiérmeleitungsgleichung fiir alle (¢, z) € B,(0) gilt:

w(t, z) = / w(s, ) (Bt — 5,2 — 1)(Bu(s,y) + Ab(s, 1))
B,,/(0)\B,(0)

- w(sa y) Z ang(‘g? y)aiﬂ]q)(t — 8T = y))d£n+1(87 y)
j=1

Wir verwenden diese Formel fiir w = u(t — tg,z — zp) im Punkt ¢t = 0,
x =0 und " = §/2. Damit folgt

w(to, z0) < Cw(0,0).

4.6 Energiemethoden, Langzeitverhalten
Satz 4.25. Sei Q C R™ offen und beschrinkt, 02 reguldr im Sinne von Def.
g € C(09Q). Fiir jede Lisung u € C2((0,00) x Q) N C([0,00) x Q) von

{Btu—Au:O in (0,00) x Q
u(t,z) = g(x)  fir (t,z) € [0,00) x 0R))
qgilt
lim wu(t,-) =v (4.95)

t—o00

gleichmifig in Q, wobei v € C%(Q) N C%(Q) die Lisung von

Av=0 inQ
v=g auf 08
18t.
Notation: (4.95)) bedeutet, dass

lim sup |u(t, z) —v(x)| =0. (4.96)
t—o0 zeQ)

Beweis. Fiir € > 0, sei w. : R"*! — R durch

we(t,x) = cos(sxl)e*EQt
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definiert. Dann gilt (9; — A)w. = 0 auf R**! w.(x,0) > 0 fiir alle x €
[—1/e,1/e]™ und we(-,t) — 0 fiir ¢ — oo gleichméBig.
Wir withlen ¢ > 0 so, dass Q C [~1/¢,1/¢]™ und definieren

M = max [19:2) — vl
2eQ |we (0, 7)]

Aus
(0 —A)(u—v—Mw:)=0

und v — v — Mw, < 0 auf I'y, folgt mit dem Maximumprinzip (Satz ,
dass
u < v+ Mw,. auf Qs = (0,00) x Q.

Analog folgt aus u — v + Mw, > 0 auf ', dass
u > v — Muw, auf Qs = (0,00) x Q.
Deshalb |u — v| < Mw,. und die Aussage ist bewiesen. O

Satz 4.26 (Eindeutigkeit). Sei Q2 C R" ein beschrinktes Polyeder, T > 0,
u,v € C?(Q x [0,T)) zwei Losungen von

Ou—Au=0 inQx(0,T) (4.97)
u(t,z) =g(x) firxze 0N.
Falls ein t, € [0,T)] existiert, so dass
u(t, zy) = v(t, z«) fiir alle z € Q (4.98)
dann v = v dberall.
Beweis. Wir definieren w = u — v und
1
e(t) =+ / w2(t, 7)dz . (4.99)
2 Ja

Dann w € C?(2 x [0,7]) und w = 0 auf 9 x [0, T], deshalb

ie(t) = / worw(t, z)dr = / wAw(t, z)dr = —/ |Dwl|?(t,z)dz < 0.
dt 0 Q Q

(4.100)
Aus e(t,) = 0 folgt, dass e(t) = 0 fiir alle ¢ > ¢,.
Um die Zeiten t < t, zu behandeln, leiten wir noch einmal ab:
d2
ﬁe(t) = —Q/QDUJ -0y Dw(t,x)dx (4.101)
= 2/ Aw - Oyw(t, x)dx (4.102)
Q
=2 / (Aw)*(t, z)dz . (4.103)
Q
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Mit partieller Integration und Hoélder folgt

/Q]Dw|2(t, x)dxr = —/QwAw(t, x)dx (4.104)
< (;/Qw2> v <2/Q(Aw)2>1/2 : (4.105)

Deshalb
(e'(t)? < e(t)e"(t). (4.106)

Falls e = 0 iiberall ist, dann ist der Beweis beendet. Sonst folgt aus der
Monotonie von e, dass ein tyax > 0 existiert, so dass e > 0 auf [0, tax) und
e =0 auf [tmax, T] (moglicherweise tyax = t«). Dann gilt lim; . e(t) = 0.
Wir definieren f : [0, tmax) — R durch f(¢) = Ine(t). Dann

t_l}lternlax ft) = —o0 (4.107)

und " ( /)2

1 / !/ € €
= =— — >0. 4.108
ey =S -2 (4.108)
Deshalb
ft) = £(0) + £'(0)¢ (4.109)
fiir alle ¢, gegen (|4.107)). Deshalb gibt es kein solches ¢ ax.- O
0T.07.2016

5 Die Wellengleichung

Anfangswertproblem: Gegeben g € C?(R") und h € CY(R"), wollen wir
u € C?((0,00) x R") N C([0,00) x R™) finden, so dass

OPu— Au=f in R:”_H
u(z,0) = g(x) fiir alle z € R™, (5.1)
Opu(x,0) = h(x) fir alle z € R™.

5.1 Eine Raumdimension

Fiir n = 1 kann der Differentialoperator 02 — A faktorisiert werden:
(07 — 02)u= (0 — 0z) (O + O)u. (5.2)

Lemma 5.1. Sei u € C?({|x| + |t| < 1}) eine Lisung der Wellengleichung
(5.2) . Dann existieren Funktionen f € C?*((—1,1)) und g € C*((—1,1)) mit

u(t,z) = f(z+1t)+ g(x —1t).

Umgekehrt gentigt jedes u dieser Form der Wellengleichung.
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Beweis. Fiir eine Losung u € C?(R?) definieren wir v € C%(R?) durch

1 1
e =u (e 56 -m)
Mit der Kettenregel folgt
40¢0pyv = —(0F — 2)u =0.

und damit ist d,v eine Funktion von 7. Wir definieren g(n) als Stammfunk-
tion von Oyv. Dann ist

O (v(&,m) —g(n)) =0
und f(&) =v(§,n) — g(n) ist eine Funktion von . Es folgt
u(t,z) = f(x+1t)+ gl —t).

Umgekehrt rechnet man leicht nach, dass jede derartige Funktion eine Losung
der Wellengleichung ist. O

Satz 5.2. Sei g € C*(R), h € C'(R),

x+t
glattitge—t+; [ My 63

r—t

1
u(t,x) = 3
Dann gilt:

(i) ue C2(R x [0,00)),

(i) OFu — 0%u =0 auf (0,00) x R,

(117) u(0,z) = g(x), Ou(0,x) = h(x) fir alle x € R.

Es existiert genau eine Lisung des Anfangswertproblems.

Beweis. Die Regularitét rechnet man leicht nach. Lemma[5.1] impliziert (ii).
(iii) folgt mit einer einfachen Rechnung. Zur Eindeutigkeit stellen wir fest,
dass nach Lemma fiir eine Losung u, G und H existieren mit

u(t,z) =Gz +t) + H(x —t).

Dann folgt
g(x) = G(x) + H(z), h(z) = G'(z) — H'(x)

also G'=¢' +h, H = ¢ — h und
up(t,2) = g'(x +t) + h(z +1) + g'(z = t) — h(z — 1)

woraus die Formel folgt: Beide Seiten sind Stammfunktionen der jeweiligen
Seiten. O
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Beispiel. g(z) € C*(R), h(z) = 0. Dann u(t,z) = 3(g9(z +t) + g(z — t)).

Bemerkung. Die Losung u ist, fiir allgemeine g, h, nur zweimal stetig
differenzierbar.

Lemma 5.3. Sei g € C?([0,00)), h € C'([0,00)), g(0) = ¢"(0) = h(0) = 0.
Dann ist

T+t

1 1
S0 gl 0)+5 [ b)) falso<e<a
u(t,z) = 1 ety
Sl =gt -a)+5 [ h@Ly) foltso<a <t
—z+t
(5.4)
eine Ldsung von
O?u — 0*u =0 in (0, 00)2
u(0,z) = g(x) fir alle z > 0, (5.5)

Owu(0,z) = h(z)  fir allex >0,
u(t,0) =0 fir allet > 0.

Beweis. Wir definieren g, h:R — R durch

_ g(x) falls x > 0
g(x) =
—g(—z) fallsz <0

und

71( ) h(x) falls z > 0
€Tr) =
—h(—z) fallsx <O,

und wenden die Formel aus Satz an. Man iiberpriift leicht, dass § € C?,
h € C', und u(0,t) = 0. O

5.2 Ho6here Dimension, insbesondere 3D und 2D
Lemma 5.4. Seiu € C™([0,00) x R™), m > 2, eine Lisung von

O?u— Au=0 in (0,00) x R™
u(0,z) = g(x) fiir alle v € R™, (5.6)
(0, z) = h(x)  fir alle x € R™.

Fiir z € R" sei U : [0,00)% — R durch

n—1
U(t,r) = 7@37-@) ult,y) dH" " (y)  falls r >0 -
u(t,z) fallsr =0
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definiert. Dann U € C™([0,00)?) und

QU — 02U — "=19,U =0 in (0,00)?

U0,r) = G(r) fiir alle r >0, (5.8)
oU(0,7r) = H(r) fiir aller > 0,
wobert
G(r) :][ gdH™ " und H(r) 2][ hdH" L. (5.9)
OB, (x) 8B, (z)

Bewets. Aus

U(t,r) = ][ u(t, +rz)dH" 1(2)
9B1(0)

und u € C™ folgt, fiir alle a,b € N, a +b < m,

ga+b
gararg0 (4 7)
][ Zn: oatb ( ) 1( )
B A A Y t7l’+7’2 Zi ...Ziad/}-[ni z
0B1(0) ;, iy i, ... 0x;, 0% 1

und deshalb U € C™. Die Aussagen U(0,7) = G(r) und 0,U(0,7) = H(r)
folgen direkt.
Wir rechnen

1

nwyr? 1

0, U = ][ z- Du(t,x +rz)dH" () = / dyu(t,y)dH" 1 (y)
8B1(0) 0B, ()

1
= Au(t,y)dL™(y) .
T, AW
Deshalb
aQU—l_"l/ Au(t )dL( )+1/ Au(t, y)dH™ (1)
T nwprn! By (2) Y Y w1 Jop, (@) Y y
1—
_ "a,,U+][ Au(t,y)dH"(y).
r OBr(x)
Die Aussage folgt. O

Lemma 5.5. Sein =3, u wie oben, U = rU. Dann folgt
QXU - 9*U =0, (5.10)
und U(t,0) = 0 fiir alle t.

Beweis. Ausrechnen. O
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Sei u € C%(R? x [0,00)) eine Losung der Wellengleichung , U, G H
wie oben definiert. Fiir ein festes z € R? seien U, G = rG, H = rH. Dann
G" = (rG)" = 2G' +rG”, und aus der Def. kann man nachpriifen, dass
G’(0) = 0 und G”(0) existiert. Aus Lemma [5.3| folgt, dass fiir alle 0 <r <t

- 1 t+r

Otr) =3 [é(t ) -Gt — r)] + % - H(y)dL" (y) (5.11)

gilt. Dann folgt
u(t,x) = lim U(t,r)

r—0

o o o t+r

— im (t+r)Gt+r)—(t—r)G({t—r1) n 1/
r—0 2r 2r

= G(t) +tG'(t) + tH(t)

= ][ l9(y) + Dg(y)(y — =) + th(y)] dH" ' (y).
8B(t,x)

yH (y)dy

t—r

Satz 5.6 (Kirchhoffsche Formel). Sein = 3, g € C3(R?), h € C?(R3). Dann
erfiillt v : R3 x [0, 00),

g(z) fallst =0

][ [9(y) + Dg(y)(y — z) + th(y)| dH*(y)  sonst.
8B(x,t)

(5.12)
u € C%(R3 x [0,00)), 02u — Au =0, u(0,2) = g(z) und du(0,z) = h(z).

05.07.16

u(t,x) =

Beweis. Teil 1: Wir betrachten den Fall g = 0.
Wir definieren fiir alle ¢ > 0,

u(t,z) = ][ thz + t2) dH2(2) (5.13)
2B, (0)

Mit h € C?(R?) folgt, dass u € C?([0, 00, R3); insbesondere

lim  wu(t,z)=0.
(t,2)—(0,24)

Man rechnet auch leicht

Au(t,z) = ][ tAR(x +tz) dH?(z) =t ][ AhdH?.
8B1(0) 8By (x)
Wir berechnen jetzt die Zeitableitungen. Fiir t > 0 gilt

Opu(t, r) = ][ [h(x +tz) + tDh(z + t2)2] dH>(2) .
9B1(0)
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Insbesondere folgt

li oru(t,z) = 0wu(0,z4) = h(xy).
o, Ot @) = 0u(0, 2) = hz.)

Damit ist gezeigt, dass u die Anfangbedingungen erfiillt. Es bleibt zu zeigen,
dass 0?u = Au in (0,00) x R3. Um 9%u zu berechnen schreiben wir

1
duu(t,z) = = / h(z +tz) dH?(2) + — / dyh dH?
4T /o, (0) At JoB,(x)
1 1
- h(z +tz) dH?(2) + / AhdL3,
4T /o, (0) Ant J ()
und
2 1 2 1 3
Ofu(t,x) =— zDh(x 4 tz) dH*(z) — s AhdL
T JoB1(0) g By (=)

— AhdH? = Au(t, z).
4t OB (x)

Teil 2: Wir betrachten den Fall A = 0. Sei v : R? x [0, 00) — R durch
o(t,x) = ][ tg(x +tz) dH?(2)
0B1(0)

definiert, analog zu (5.13). Dann folgt wie in Teil 1 aus ¢ € C3(R3) dass
v € C3(R3 x [0,00)). Aus Teil 1 folgt auch 0?v = Av und

ot = f (o) + (v~ 9)Dg(w)] dHA(y) = ult, )
OB(z,t)
fiir t > 0. Fiir t = 0 folgt aus der Definition dass
v(0,2) =0 und 0w (0,z) = g(z) .
Da v die Wellengleichung erfiillt, folgt
92v(0,z) = Av(0, ).

Aus v(0,x) = 0 fiir alle x folgt Av(0, z) = 0 fiir alle 2 und deshalb 0,u(0, z) =
0. O

Bemerkung. Um eine Losung u € C? zu erhalten, braucht man Anfangs-
daten g € C3. Dieser Regularitéitsverlust ist unvermeidbar.

Bemerkung. wu(t,x) hingt nur von den Anfangsdaten (g, Dg, h) auf 0By ()
ab. Diese Eigenschaft wird das starke Huygenssche Prinzip genannt.
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Bemerkung. Fiir n ungerade gibt es eine analoge Formel mit g € C("+3)/2,
h e C+t1)/2 (Evans, Seite 77):

1
w(t, ) = 0,110, D2 (g2 7£B o
+(x

Tn

1 (5.14)
+ (t_lat)(”_3)/2(t”_2][ h),
Tn aBt(JZ)
mit v, =1-3----+(n—2).
Satz 5.7. Sein =2, g € C3(R?), h € C*(R?) und u : [0,00) x R?,
g(x) fallst =0
— _ 2
u(t,z) =4 1 ][ L) +tDW)y = @) £ ERW) 2y o
2 JBy(x) V2 =y —zf?

(5.15)
Dann gilt u € C?([0,00) x R?), 02u — Au =0, u(0,-) = g und du(0,-) = h.

Beweis. Wir definieren § € C*(R?) und h € C?(R?) durch

g(z) = g(w1,22)  h(x) = h(z1,22),

und % wie oben. Dann folgt d3a = 0. Deshalb erfiillt u(x1, x2,t) = a(x1, x2,0,t)
die Wellengleichung.
Um u direkt durch g und A zu schreiben, rechnen wir

][ @ 9(y1,y2) + (y — z,Vg) d”HQ(y)
0B, (z)

_ 1
 Art?

:42t2/<2> (9(y) + (y — 2, Vg))/1 + | Dg|2(y) dL2(y)
4 B, " ()

t +{y—=z,V
:][ 9(y) + (v 9) dAL2(y) .
2/BP @) = (y—x)?

/ @ 9(y1,y2) + (y — =, Vg) dH>(y)
0B;™ (z)

wobel p(y1,y2) = /12 — |y — z|? die Parametrisierung von 8Bt(3) (x)N{z3 >

0} iiber Bt(Q) () ist. Der Rechnung fiir den dritten Summanden erfolgt ge-
nauso. O

Bemerkung. Die Losung hingt von den Anfangsdaten in der ganzen Ku-
gel By(z). Diese Eigenschaft wird Huygensches Prinzip genannt.

Bemerkung. Fiir n gerade gibt es eine analoge Formel mit g € C("+4)/2,
h € C"2)/2 (Evans, Seite 80).
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5.3 Energiemethoden, Eindeutigkeit

Satz 5.8. Sei Q2 C R” ein beschrinktes C'-Polyheder, T > 0, u € C%(Q x
[0,T]) eine Lisung von

OZu—Au=0 inQx(0,T)
u(z,t) =0 fiir x € 0Q,t € [0,T].

Sei
1

e(t) = 2/9 [(0)? + |Duf?] (2, t) dx.

Dann ist t — e(t) konstant.

Bemerkung. Die Aussage gilt, mit wenigen notationellen Anderungen
und dem gleichen Beweis, auch fiir T' = co.

Beweis. Man rechnet

d
%e(t) = / [0pud}u + Du - 8,Du] = / [OrulAu+ Du - 9yDu] = 0.
Q Q
da
n n
> 0uud ju =" 0 (0n;Ou) — Audyu
j=1 j=1
mit Anwendung des Satzes von Gauf3. O

Satz 5.9. Sei Q C R™ ein beschrinktes C'-Polyheder, T > 0, g € C%(T),
he CYHQ), f € C%Qr) und 1 € C([0,T) x IQ. Dann gibt es héchstens eine
Lésung u € C?(Qr) von

OPu—Au=f in (0,T) x

u=1 in (0,T)xT
(5.16)
u(0,z) = g(x)
Ou(0,z) = h(z) in Q x {0}.
Beweis. Seien u, v zwei Losungen. Man wendet Satz an u — v an. O

Satz 5.10. Sei C(ty,zs) = {(t,x) € (0,00) x R" : |z — x| < t, — t}. Falls
u € C*(Clty,74)), 02u — Au = 0 in C(ts, z4), und u(0,y) = du(0,y) = 0
fiir alle y € B(xy,ts) CR™, dann folgt u=0 auf C(ty, xy).

Beweis. Sei e : [0,ts) — R durch

1

=3[ [ow+ D)y 617
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definiert. Dann

d
—e(t) :/ [0pudfu + Du - 8, Du] dy (5.18)
dt Br.—t(as)
1
1 / [(@vu)? + | Dul?] dy. (5.19)
2 JoBy, —u(x.)

Mit 9?u — Au = 0 folgt nach partieller Integration

/ dpudiu :/ OrulAu (5.20)
Bi,—t(w«) Br, —t(2«)

:/ Oudy,u — / 0tDu - Du . (5.21)
OBy, —t(xx) B, —t(zx)

Deshalb
d 1 2 1 2 n—1
—e(t) = Oud,u — =(Oyu)” — =|Dul”| dH" " (y).  (5.22)
dt OBy, 4 (z2) 2 2
Aus ) )
|Orud,u| < |Opu| |Dul < 5(8tu)2 + §]Du|2 (5.23)
folgt
d
—e(t) <0. .24
Ce(t) <0 (5.24)
Aus der Anfangswerte folgt, dass e(0) = 0, und deshalb e(t) = 0 fur alle t.
Daraus folgt v = 0 auf C, und aus der Stetigkeit u = 0 auf C. O

Satz 5.11. Seien g,h € C°(R™). Dann gibt es héchstens eine Losung u €
C?%(]0,00) x R™) von

O2u — Au = in (0,00) x R™
u(0,) =g (5.25)
8{&(0, ) =h.

Beweis. Seien v, w zwei Losungen. Aus Satz folgt, dass v — w = 0 auf
C(t, xy) fur alle z, t.. Deshalb v = w. O

Satz 5.12. Seiu € C%([0,00) x R") eine Lisung von 0}u — Au = 0 und sei
e :[0,00) — [0,00] durch

e(t) = /Rn [|8tu]2(1:,t) + \Du|2] (x,t)dL"™(x) (5.26)

definiert. Dann gilt
e(t) = e(0) (5.27)

fiir alle t > 0.
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Beweis. Sei T > 0 und fr: (0,7) — R durch
frlt) = / (100l + |Dul’] (x, ) dL” (5.28)
Br_4(0)
definiert. Wie im Beweis von Satz folgt, dass
fr(t) < fr(0) < e(0) (5.29)
fiir alle t und T gilt. Insbesondere

/ |0wu|?(t, 2) + |Dul*(t, 2)dL™ = fryt(t) < e(0) (5.30)
Br(0)

fiir alle R > 0, und mit monotoner Konvergenz folgt e(t) < e(0). Um die
andere Ungleichung zu beweisen geniigt es zu beobachten, dass v(t,z) =
u(T — t,z) auch eine Losung der Wellengleichung ist. O

08.07.2016

5.4 Fourier- und Eigenwertmethoden

Definition 5.13. Sei Q C R"™ offen. Eine Funktion f € C?(Q) ist ein
Eigenvektor des Laplace-Operator zum Eigenwert A € R falls f # 0 und

—Af=Af in Q. (5.31)

Bemerkung. Alle harmonische Funktionen sind Eigenvektoren zum Ei-
genwert 0.

Lemma 5.14. Falls Q) ein beschrinktes C1-Polyheder ist, f € C?(Q)NC*(Q)
und X € R wie in Def. sind und f =0 auf O, dann A > 0.

Beweis.
/\/ fde = —/ fAfda;:/ |Df2dx > 0. (5.32)
Q Q Q
O
Bemerkung. Im Fall n = 1 kennen wir alle Eigenfunktionen and Eigen-
werte. Sei 2 = (0, 1). Die Eigenfunktionen sind sin7jz und die Eigenwerte
7242, Alle Eigenwerte sind in diesem Fall einfach.

Im Fall eines Rechtecks Q = (a1,b1) X (ag2,b2) X -+ X (ap,by) sind fiir
ke N"

A =72 Z k2/(bj — aj)?
j=1

die Eigenwerte mit den Eigenfunktionen

e xj—aj
H sin(m—1—2)
j=1

bj—aj
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Satz 5.15. Sei 0 C R™ ein beschrinktes C'-Polyheder, und seien f; €
C?(9Q), Aj > 0 Eigenvektoren und Eigenwerte des Laplace-Operators mit
fi(x) =0 fiir z € Q. Seien g,h € C°(2), so dass

9=>_¢fi,  h=>_df; (5.33)
JEN JEN
fiir zwei Folgen ¢,d : N — R. Falls

dj_ . N E (o
ults) = 3 ey cos(A ) + = siny /A0 (5.34)

jEN

in C?([0,T] x Q) konvergiert, dann ist u die eindeutige Lésung von

OPu— Au=0 in Qr
u(z,0) = g(z) in Q
Ou(0,2) = h(z) inQ

u(z,t) =0 fir x € 092.

(5.35)

Bemerkung. Eine Folge zweimal differenzierbarer Funktionen f; € C?(w)
konvergiert in C?(w) wenn f, Df und D?f gleichmiiig konvergieren.

Beweis. Aus der Konvergenz der Reihe folgt, dass u € C2. Aus

(07 = A) cos(v/Ajt) fi (@) = =Aj cos(v/Njt) f () — cos(y/Ajt) Afj(x) = 0

(5.36)
folgt, dass (07 — Au) = 0. Die Anfang- und Randwerte werden leicht nach-
gepriift. O

Bemerkung. Die analoge Konstruktion funktioniert fiir die Warmelei-
tungsgleichung.

Beispiel. Seien g € C3([0,7]), g(0) = g(7) = 0 Dann hat

O?u— Au=0 in (0,00) xR
u(0,z) = g(x) %n R (5.37)
ou(0,2) =0 in R
u(t,0) =u(t,7) =0 fiirt>0
eine eindeutige Losung u € C?([0, 7] x [0,00)). Die Losung ist
u(z,t) = Z c;sin(jz) cos(jt) (5.38)

JET
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wobel

cj=— /07r sin(jz)g(z)dx. (5.39)

™

Die ¢, stehen in enger Beziehung zu Fourierkoeffizienten der antisymmetri-
schen Fortstzung

9(=z) = —g(x)
fiir x < 0 auf (—m, 7). Die Fourierkoeffizienten sind
1 s

=5 » e*ik‘”g(a:)da:

ai
Mittels Substitution und g(z) = —g(z) sehen wir fiir k£ > 0

1 - .
ar = —— ek g(z)dx = —l/ sin(x)g(x)dx = —%ck = —ay

2 J_, i -

Aufgrund der Eigenschaften der Fourierreihen gilt

g(z) = Zakeikm = Z ¢;sin(jz).

keZ j=1

man kann zeigen, dass in diesem Fall die Reihe in C? konvergiert.

6 Quasilineare PDG erster Ordnung

6.1 Charakteristiken

6.1.1 Einfiihrung

Eine generische (skalare) PDG erster Ordnung hat die Form
F(Du(x),u(x),z) =0 firzeQ, (6.1)

wobei 0 C R” eine offene Menge und F' € C!'(R"™ x R x ) ist, mit passenden
Randdaten. Die unbekannte Funktion ist dann u € C*(Q).

Die Gleichung ist quasilinear falls F' im ersten Argument linear ist, d.h.,
die Gleichung kann als

b(u(x),z) - Du(z) = c(u(z),x) firxz e (6.2)

geschrieben werden, mit b € C*(R x Q;R") und ¢ € C1(R x ).
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6.1.2 Die Richtung b ist konstant

Wir nehmen zuerst an, dass b € R™ fest ist. Nach Variabelwechsel kénnen

wir oBdA annehmen, dass b = ey.
Wir fangen mit dem Fall ¢ = 0 an. Dann ist die Gleichung

e1-Du=20
zZu 5

— =0

axluw

dquivalent. Die Losungen (in R™) sind genau die Funktionen, die
u(xy, o, ..., xn) = u(0,za,...,x,)

erfiillen.

Satz 6.1. Seien b,y € R", b-v #0. Sei I, =vt ={z € R" : 2 -

g € CYI"). Dann hat
b-Du=0 inR"
u=g auf I’

eine eindeutige Losung u € C1(R™).

(6.3)

(6.4)

(6.5)

= 0},

(6.6)

Bemerkung. Die Bedingung b-v # 0 ist wichtig. Beispiel: b = e1, v = eg,
n = 2. Dann gibt es fiir g konstant unendlich viele Lésungen, fiir g nicht

konstant keine.

Beweis. Die Losung ist

6.1.3 Die Burgersgleichung
Hier ist n = 2, und y = (¢,7) € R?. Wir betrachten die Gleichung

w2
Otu—&p? =0 (0,00) xR

u(0,z) =g(z) xe€R.

unter der Annahme g € C}(R).
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Lemma 6.2. Es sei Q C R? offen und konvex und u € C1(Q) geniige
Ou + u0,u =0 in Q.
Dann ist u konstant auf Geradenstiicken der Form
{(to + s, z0 + su(to,x0)) : s € R, } NQ
fir (to, zo) € Q2.

Beweis. Sei u wie im Lemma. Wir betrachten die gewthnliche Differential-
gleichung mit (¢g, xo) in £,

& =u(t, ) x(ty) = xo.
Es existiert eine eindeutige (maximale) Losung in 2. Dann berechnen wir

iu(t,a:(t)) =0wu(t, z(t)) + Opu(t, x(t))x(t)

dt
=0wu(t, x(t)) + u(t, z(t))0zu(t, z(t))
=0.

Also ist u konstant entlang von x(t). Daraus folgt x(t) = xo+ (t—to)u(to, zo)
und damit ist u konstant auf diesen Geraden. O

Lemma 6.3. Sei g € C*(R) und
T = (max{0, sup(—¢')}) "
Dann existiert eine Ldsung von bis zum Zeitpunkt T

Beweis. Nach Lemma [6.2] gilt fiir jede Losung, x € Rund 0 <¢ < T
u(t,x) = g(x — tu(t, )).
Gegeben (t,x) suchen wir eine Losung der impliziten Gleichung
F(t,z,u) =u— g(xr — tu) = 0.
Ist 0 <t < T so ist die Abbildung
u— F(t,z,u)

monoton wachsend mit Ableitung > 1 falls ¢ > 0 und Ableitung > (—inf ¢')(T—
t) sonst. Damit ist diese Abbildung bijektiv. Mit dem Satz iiber implizite
Funktionen ist die Nullstelle u eine stetig differenzierbare Funktion von t
und . O
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Beispiel 6.4. Wir betrachten

1 falls x <0
g(x)=q1—z fallsz € (0,1) (6.9)
0 fallsx > 1.
Dann liefert die Methode
1 falls x < t,t €[0,1)
1
u(t,z) = * falls0<t<z <1 (6.10)
0 falls x> 1,t €[0,1).

Fiir t > 1 liefert die Methode keine Lisung, weil die Charakteristiken (das
sind hier die Geradenstiicke in Lemma sich schneiden.

Auch fiir t < 1 ist die Lésung nicht in C'. Das ist nicht diberraschend,
weil die Anfangsdaten nicht in C' sind. Die Losung u ist aber als eindeutige
Nullstelle von

F(t,z,u) =0
gegeben.
12.07.2016
Falls ¢ # 0, dann muss man die ODE
ohu(z) = c(z,u(z)) (6.11)

16sen. Um u € C' zu erhalten ist es wichtig, dass die Losung in den Para-
metern To, ..., T, differenzierbar ist.

Um Existenz einer Losung zu beweisen, braucht man die Aussagen iiber
gewohnlichen Differentialgleichungen in Satz[2.12] die wir hier in der folgen-
den Form formulieren.

Satz 6.5. Sei I C R ein offenes Intervall, f € C1(I x R® x R™;R"), s, € I,
2z €R™, g € CYR™;R"). Dann gibt es eine offene Umgebung w C I x R™
von (S, z«) und p € CH(w;R™) so dass

Dupls,2) = [(5,(5,2),2) 012
p(sx,2) = g(2) -
Ferner, sind die Ableitungen
Gi(s,2) = aiigp(s, 2) (6.13)
in Richtung s differenzierbar und erfiillen
aSCi(Sv Z) = Dyf(sa 90(87 Z)a Z)Ci(sv Z) + sz(S, @(87 Z)7 Z)ei (6 14)

0
Ci(Sx,2) = a—%g(z)
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Notation: wir schreiben f(s,y,2), und bezeichnen mit dsf, Dy f, D.f
das Differential von f in den drei Argument.

Satz 6.6. Seien Q) C R™ offen, b,y € R", b-v # 0, c € C*(R x Q;R). Sei
I,=vt={zeR":2-v=0}, g CYT). Fir jedes x. € T NQ gibt es
eine offene Menge w C ) so dass x, € w und

b- Du(z) = c(u(z),z) inw (6.15)
u=g auf I’
eine eindeutige Losung u € C*(w) hat.
Beweis. Folgt unmittelbar aus Satz [6.5] O
6.1.4 Die Richtung b hingt von x ab
Sei jetzt b € C°(2;R™). Wir suchen u, so dass
b(x) - Du(z) = c(u(z),z). (6.16)
Sei v € CY(I;2), mit I C R ein offenes Intervall, eine Kurve. Dann
d /
S0V (0) = () Du(y(t)) - (6.17)
Falls J
Cat) = b0, (6.18)
dann reduziert sich die PDG zur ODE
d
(@) = e(uly(0)),7 (1)) - (6.19)

Damit haben wir die partielle Differentialgleichung (6.16) in die zwei gewdhn-
liche Differentialgleichungen (6.18) und (6.19) umgewandelt.

Satz 6.7. Seien Q C R" offen, I' C R"™ eine n — 1-dimensionale Mannigfal-
tigkeit, b € C1(Q), g € CY(T), ¢ € CY(R x Q4 R). Sei . € QNT s0, dass
b(xy) - v(xs) # 0, wobei v die Normale zu I' ist. Dann gibt es eine offene
Menge w C 2 so dass T4 € w und

{b(a:) - Du(z) = c(u(z),z) inw

(6.20)
U=y auf ' Nw

eine eindeutige Losung u € C*(w) hat.
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Beweis. Da I' eine Mannigfaltigkeit ist, gibt es eine Umgebung U von x,
und einen Diffeomorphismus dieser Umgebung von x,, die x, auf 0, diese
Umgebung auf eine Umgebung V von 0 und I'NU auf {x € V : 21 = 0}
abbildet. Mit der Kettenregel transformiert sich auf eine Gleichung
der gleichen Form mit b1(0) # 0. Die Losungen der beiden Gleichungen
stehen in einer eineindeutigen Beziehung, und es geniigt, den Satz fiir diese
Geometrie zu beweisen.

Wir gehen genauso wie oben vor. Ist u eine Losung der ersten Gleichung
von , so steht v mit dem System von gewohnlichen Differentialglei-
chung wie oben in Zusammenhang. Nach Satz existiert € > 0 so dass die
Differentialgleichung mit dem Anfangswert v(0) = (0, 2) mit z € R~
mit |z| < € genau eine Losung auf dem Interval (—¢, ) hat, die stetig nach ¢
und z differenzierbar ist. Die Ableitung der Abbildung @ : (¢,2) — () ist
die invertierbare lineare Abbildung

by 0 0
by 1 0
b, 0 1

Nach dem Satz von der inversen Funktion ist ® ein Diffeomorphismus auf
das Bild, zumindest wenn wir notfalls ¢ verkleinern. Ist x = ®(¢, z) so ist
u(x) die Losung der Gleichung wobei 7 die Kurve mit Anfangswert
(0, 2) ist. Jede Losung hat diese Form, und umgekehrt erhalten wir so immer
eine Losung. O

Beispiel. Sei Q = R? b(x) = (—w2,71). Fiir jedes r > 0 ist v € C®(R),
v(t) = (rcost,rsint) eine Losung von (6.18]). Deshalb ist

—u(y(t)) = c(u(y(t), (1)) (6.21)

Falls ¢ = 0, ist das zu
u(z) = ¢(|z|) (6.22)

dquivalent. Fiir ¢(z,2) = 1 oder ¢(z,x) = z ist es leicht zu sehen, dass keine
Losung in R? existiert. Fiir alle x, # 0 existiert aber eine Losung in einer
Umgebung von x..

6.1.5 Die Richtung b hiingt von z und u(x) ab

Betrachten wir jetzt

b(u(z), x) - Du(z) = c(u(z),z). (6.23)

101 [19. JuLI 2016]



Um 4(t) wie in zu bewerten, bendtigen wir nicht nur ~(s), son-
dern auch wu(y(t)). Deshalb wird die Kurve erweitert. Wir suchen G €
CHI;R™1) so dass

G(t) = (u(v(1)),7(*)) - (6.24)

Wir werden die erste Komponente mit Gy bezeichnen, die restlichen mit
Gi=7v,i=1,...,n,dh., G = (Go,7). Dann muss G die ODE

d (G(1))
= <b<G<t>>> (6.25)

erfiillen. Falls u(x,) = u, dann liefert G(0) = (x4, ux) die Anfangbedingung
fiir die ODE.

Lemma 6.8. Sei Q C R” offen, b € C1(R x Q;R"), c € CY(R x ), z, € Q,
ux €R. Sei G € CY((—4,0);R x Q) eine Lisung von

d _ [cG(?)
ﬁm”_<mmn9 (6.26)
G(0) = (@4, us) .

und u € C1(2) eine Losung von , mit u(xy) = ux. Dann gilt

u(y(t)) = Gol(t) (6.27)
fiir alle t € (—0,9).

Beweis. Sei mit der obigen Notation U(t) = u(v(t)). Dann gilt (mittels
(6.23) fiir = = (1))

d

U = 0(Go(8),7(1)) Du(y(t)) = (b(Go(t), v())=b(U (t),7(t)) Dul(t))+<(U (), 7(¢))

Wir schreiben diese Gleichung als

d
ZU=F(tU)

mit dem Anfangswert U(0) = u, und

F(t,U) = (b(Go, (1)) = b(U(¢),~(t)) Du((t)) + c(U(t),~(t)).

Dann ist U(t) = Gy(t) die eindeutige Losung mit Anfangswert u, und damit
ist U(t) = Go(t). Daraus folgt die Aussage des Lemmas. O

Satz 6.9. Seien Q C R", J C R offen, I' C R" eine n — 1-dimensionale C!
Mannigfaltigkeit, b € C*(J x Q;R"), c€ CH(J x Q), g€ CYT), 2, € QNT
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mit g(zs) € J und b(g(x«), xx) - v(xx) # 0, wobei v die Normale auf T' ist.
Dann gibt es eine Umgebung w von x., so dass das Anfangswertproblem

{b(u(:ﬂ),:ﬂ) - Du(z) = c(u(z),z) inw

u(x) = g(x) firrewnl (6.28)

eine eindeutige Losung u € C*(w) besitzt.

Beweis. Der Beweis erfolgt fast genauso wie der Beweis von Satz [6.7F Nach
einem Diffeomorphismus diirfen wir annehmen, dass I' C {(0,2) : z € R*~1}
und z, = 0.

Wir betrachten die charakteristische Differentialgleichung

d . (eG)
a1 = <b<G<t>>>

G(0) = (u(2),0,2)

wobei z wieder ein Parameter ist. Wieder existiert € > 0 so dass die gewShn-
liche Differentialgleichgleichung eine eindeutige Funktion von s und z fiir
|s| < & und |z| < € besitzt. Die Abbildung

(s,z) = G(s)

mit dem Anfangswert

ist wieder ein Diffeomorphismus in einer Umgebung der Null. Nach Lemma
ist jede Losung durch die Losungen der charakteristischen Differential-
gleichung bestimmt. Umgekehrt definieren die Lésungen der charakteristi-
schen Differentialgleichung die eindeutige Losung der partiellen Differenti-
algleichung. O

15.07.16

6.1.6 Voll nichtlineare Gleichungen erster Ordnung
Wir betrachten Gleichungen der Art
F(Du,u,x) =0 in QCR"”
U=y firx el

wobei I' eine C? Untermannigfaltigkeit der Dimension n — 1 ist und F und
g gegeben sind.

Mittels einer Koordinatentransformation kénnen wir I' ’geradebiegen’ zu
I'={z € Q: 21 =0}. Wir bennen die Variablen um und schreiben ¢ fiir z1,
ersetzen n durch n — 1 und schreiben das Problem in der Form

F(ug, Dyu,u,t,x) =0 inQCcRxR"
u(0,2) = g(z) auf QN {t = 0}.

Fiir ¢t = 0 fassen wir die Gleichung als eine Gleichung fiir u; auf. Wir
fordern fiir (0,2=) € Q
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(i) F ist zweimal stetig differenzierbar.
(ii) Die Gleichung F'(v, Dyg(x), g(x4),0,x,) = 0 hat genau eine Losung.

(iii) Die Ableitung 0, F(v, Dzg(x+), g(x), +,x«) = 0 ist nicht Null, wobei
v die eindeutige Losung ist.

Sind diese Voraussetzungen erfiillt so nennen wir I' nicht charakteristisch.
Wir betrachten g € C2. Ist T in z, nicht chakteristisch so konnen wir in
einer Umgebung nach v auflésen und wir kénnen die Gleichung in der Form

ug + H(Dyu,u,t,x) =0

schreiben. Wir suchen nun eine &hnliche Verbindung zu gew6hnlichen Dif-
ferentialgleichungen wie bei den quasilinearen Gleichungen. Wir betrachten
H = H(p,zt,7) und schrieben G(t) = (p(t), z(t),x(t)). Sei u € C? eine
Losung. Wir suchen

z2(t) = u(t,z(t)), p(t) = Du(t,z(t)).

Dann folgt mit der Kettenregel
pj = Z aazsia:ju(tu $<t>)$] (t) + at%tju(t’ :L'(t))
i=1

Alternativ kénnen wir die Gleichung nach z; differenzieren. Dann folgt

8t2$ju + 8piH8§ixju + 0, H = 0.

Mit
ij = 8ij(p,Z,t,.’L‘) (629)
heben sich die Terme mit zweiten Ableitungen weg und
pj = _aij(pv z,t, I‘), (630)
n
g=-H+> pio,H. (6.31)
j=1

Die Gleichungen - heiflen charakteristische Gleichungen und die
Losungen sind Charateristiken.

Unsere Rechnung zeigt: Ist u € C? eine Losung und u(0,z,) = g,
Oz,;u(0,74) = pj« und ist (p(t), z(t), x(t)) eine Losung der charakteristischen
Gleichungen mit diesem Anfangswert, so folgt

w(x(t)) = 2(2),  pj(t) = Ogyult, x(1))-

Umgekehr kann man wie im quasilinearen Fall Lésungen der nichtlinearen
Gleichung mit Hilfe der Charakteristiken konstruieren.
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6.2 Hamilton-Jacobi Gleichungen

Der Fall H = H(p, x) heifit Hamilton-Jacobi Gleichung. In diesem Fall hei-
Ben die ersten zwei charakteristische Gleichungen

iy =0y, H  pj=—0pH

Hamiltonsche Gleichungen und H ist die Hamiltonfunktion. Die dritte Glei-
chung

n
= pjOp,H—H
j=1

ist von untergeordneter Bedeutung.

6.2.1 Die Legendretransformation

Definition 6.10. Sei L : R™ — R konvex und es gelte
Lq) _

la—oo ||

Die Legendretransformation ist

L*(p) = sup (p,q) — L(q).

lim (p,q) — L(q) = lim |q|({p,q/lql) — L(g)/lql) = —o0

lgl—o0 lg|—o0

wird das Supremum in einem Punkt ¢* angenommen. Ist L zusétzlich diffe-
renzierbar so folgt in jedem kritischen Punkt und insbesondere in ¢*

p=DL(q").
Wir nennen nun L*(p) =: H(p).

Satz 6.11. Sei L konver und limy_,o, L(q)/|q| = oo. Dann ist H konvex
und limp, o, H(p)/|p| = co. Auferdem gilt H* = L.

Beweis. 1) Fiir festes q ist p — (p, q) — L(q) linear (genauer affin) und damit
konvex. Das Supremmum konvexer Funktionen ist wieder konvex. In diesem
Fall sieht man das mit Hilfe einer Rechnung: Sei p,p € R® und 0 < A < 1.
Es folgt

H(Ap+ (1= \)p) =Sup Mp,q) + (1 = A)(p,q) — L(q)
<A sgp{m q— L@} + (1 =X Sgp{@, q—L(q)}

=AH(p) + (1 =N H(p)
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woraus folgt dass H konvex ist.
2. Sei A > 0 und p # 0. Es gilt

H(p) = sup(p, q) — L(q) > Alp| — L(Ap/Ipl) = Alp| — max L
q A

und daher
liminf H(p)/|p| > A

|p|—o0

Da A beliebig ist folgt lim,_,o, H(p)/|p| = oo.
3. Fiir alle p, q € R™ gilt

H(p) + L(q) > (p,q)

und damit
L(q) = H*(q).
4. Wir wollen nun die umgekehrte Ungeleichung zeigen. Dazu rechnen
wir

H*(q) ZSgp(<p7 q) — sgp@, r) — L(r)

=supinf(p,q —r) + L(r)
p T

Da L konvex ist (und wir nehmen wieder an: L € C!) folgt mit s = VL(q)
H"(q) = inf(s,q —r) + L(r) = L(q)
O

19.07.2016
Eine Lagrangefunktion L € C(R™ x R™) ist eine Funktion, die in der
ersten Variablen konvex ist, und fiir die
L
lim (9, 2) =00
lal=o0 g

gleichméfig in x. Die Legendretransformation beziiglich der ersten Variablen
nennen wir H(p, x).

Definition 6.12 (Hopf-Laxformel). Fir g : R™ — R Lipschitz stetig defi-
nieren wir

u(t, z) = inf{g(w(0)) +/0 L, w)ds : w € C1([0, 8 R™), w(t) = }

Lemma 6.13. Ist L € C? und ist x € C? ein Minimierer so gilt
d
- [(%L(j:,x)] 4 9y, L(d, ) =0
und mit p; = Oy, L
&; = Op, H, Di = —O0g, H.

Hier ist jeweils 1 <1 < n.
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Lemma 6.14. Sei 0 < s < t. Dann gilt
t
u(t,z) = inf {u(sjy) +/ L(w,w)dr : w € CY([s,t]), w(t) = x}
Beweis. Sei
t
v(t,z) = inf {u(s,y) +/ L(w, w)dr : w € CY([s,t]), w(t) = 9:}
Zu zeigen ist v(t,r) = u(t,x) . Sei e > 0 und w € C*([0,]) mit
t
g(w(0)) + / L(w,w)ds < u(t,z) + ¢
0

Dann ist s
u(s,w(s)) < g(w(0)) —i—/o L(w,w)dr

und
ot ) < uls, w(s)) +/: L(th, w)dr < g(w(0)) +/Ot L(w, w)dr < ult, z) + .
Sei nun w € C1([s,t]) ein Weg mit

v(t, ) <u(s,w(s)) + /: L(w,w)dr +¢/2
und @ € C((0, 5]) mit (s) = w(s) und

+/0Lw w)dtT < u(s,w(s)) +e/2

Wir setzen die beide Teile zu einem w zusammen: Wir wahlen s < o < ¢

und definieren
B(r) = w(r) firo0<r<s
| w(r) firo <7<t

und zwischen s und ¢ wihlen wir eine C! Polynominterpolation. Dann folgt

u(t,z) <g(w(0)) —i—/o L(w,w)dx

<u(s,w(s)) + / L(w,w)dx +¢/2
<v(z)+e+ O(c — s)

da wir den Weg nur zwischen s und ¢ abédndern. Mit ¢ — 0 und ¢ — s
erhalten wir v(t,z) = u(t, ). O
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Von nun an betrachten wir immer Lagrangefunktionen, die nicht von x
abhiingen: L = L(q). Mit der Jensenschen Ungleichung gilt fiir w € C([s, t])

w(t) —w(s)

/:L(u'))dT > /StL((t — )7t /stti)dT) =(t=s)L(———)

und die Hopf-Laxformel vereinfacht sich zu

u(t,x) = inf g(y) + tL(g) (6.32)

Lemma 6.15. Die Funktion u ist Lipschitz stetig auf [0,00) x R™. Es gilt
u(0,z) = g(x).

Beweis. Seit > 0 und x € R". Dann existiert y € R mit

u(t,z) = g(y) + tL(——2)

Fir z € R ist

ult,@) —u(t,®) <gy) + L) — g(# — (v~ 2)) = L(—)

<Lip(g)|x — Z|

wobei Lip(g) die Lipschitzkonstante von g ist, d.h. die beste Konstante fiir
die

lg(z) — g(2)| < Lip(g)|x — &I.
Es gilt fiir s < t nach Lemma [6.14

u(t,z) < wu(s,x)+ (t —s)L(0)

und

u(t, x) :ynel]%u(s,y) + (t — s)L(:U - y)

>u(s,z) —max{Lip(g) |z —y| — (t = 5)L(— )]

=u(s,z) — (t — s)max max (w,z)— L(z)
# wEBLip(g)

>u(s,x) — (t—s max H(w

Su(s,) = (=)o Hw)

Zusammen erhalten wir die Lipschitzstetigkeit in ¢ und u(0,z) = g(z) . O

Satz 6.16. Ist u differenzierbar im Punkt (t,x) so gilt

Owu(t,x) + H(Dyu(t,z)) = 0.
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Beweis. Sei (t,x) ein Punkt in dem w differenzierbar ist. Sei A > 0 und
g € R™. Dann gilt mit Lemma |6.14]

r+hg—1y

u(t + h,x + hq) =minu(t,z + hqg — y) + hL( 3 )
y

>u(t,z) + hL(q)

und damit
Ou(t, x) + ¢Vu(t,z) > L(q)

und
Owu(t,x) + H(Du(t,x)) =0u(t, x) + mqin((j, Du) — L(q)

>0wu(t, ) + qVu — L(q)
>0

Fiir die umgekehrte Ungleichung sei y € R™ so dass

Yy,

ult, @) = g(y) +tL(—

Sei s € (0,) und z = y + s*2. Dann ist

x—y z—y T —2z
i S i S Ty
und
r—y r—y L=y
u(t. )~ u(s,2) < ) + 120 Y) (gl + 5L ) = (-2 Y),
Wir wihlen s = ¢ — h und erhalten mit ¢ = =5¥
ou~+qVu—L(g) <0
und
Oyu+ H(Du) < 0u+ qVu — L(q) <0
und damit folgt die Gleichung. O

Interpretation: Die Hopf-Laxformel definiert eine verallgemeinerte Losung
der Hamilton-Jacobigleichung.
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