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Aufgabe 37 (10 Punkte)

Sei G ⊂ C ein konvexes Gebiet, z0 ∈ G und f : G → C holomorph und nullstellenfrei. Zeigen
Sie, dass es eine holomorphe Funktion h : G → C gibt mit h(z0) = 0 und f (z) = f (z0) eh(z).

Hinweis: Betrachten Sie für einen beliebigen Punkt a ∈ G die Funktion
∫

γz

f ′(ζ)
f (ζ) dζ, wobei γz die Stecke ist, die a

und z verbindet.

Aufgabe 38 (10 Punkte)

Sei Dr := {z ∈ C | |z| < r} und f eine Funktion, die in einer Umgebung von Dr holomorph ist
mit f (0) 6= 0 und f (z) 6= 0 für alle z ∈ C mit |z| = r. Die mit Vielfachheiten gezählten Nullstellen
von f auf Dr seien z1, . . . , zn. Zeigen Sie:

1
2π

2π∫
0

log(| f (reiθ)|) dθ = log(| f (0)|) +
n

∑
j=1

log(r|zj|−1).

Hinweis: Zeigen Sie die Formel zuerst unter der Annahme, dass f auf Dr nullstellenfrei ist. Führen Sie den
Beweis dann für Funktionen der Form f (z) = z− z0, z0 ∈ Dr r {0}, indem Sie Funktionen der Form g(z) = r(z−z0)

r2−z z0

verwenden.

Aufgabe 39 (10 Punkte)

Sei f eine ganze Funktion von endlicher Ordnung α, das heißt es existiere α > 0 mit

f (z) = O (exp(|z|α)) .

Für r ∈ (0, ∞) sei

N f (r) := {z ∈ C | f (z) = 0 und |z| ≤ r} und N f (r) := ∑
N f (r)

m(z),

wobei m(z) die Vielfachheit der Nullstelle z bezeichne. Zeigen Sie unter Verwendung von Auf-
gabe 38, dass N f (r) = O(rα) für r → ∞.

Aufgabe 40 (10 Punkte)

Sei f eine ganze Funktion von endlicher Ordnung α und N f := {z ∈ C | f (z) = 0} die Nullstel-
lenmenge von f . Zeigen Sie unter Verwendung von Aufgabe 39, dass

∑
z∈N fr{0}

m(z) |z|−β

für jedes β > α konvergiert.


