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Einleitung

Bei der Untersuchung von Moduln iiber Kac-Moody-Algebren interessiert man sich besonders fiir Mo-
duln mit héchstem Gewicht. Die ,, Prototypen® dieser Moduln sind die sogenannten Vermamoduln, da
jeder andere Modul mit héchstem Gewicht ein homomorphes Bild eines Vermamoduls ist. (Naheres
dazu findet man z.B. in [Di, Kapitel 7], [Kc, Kapitel 9]). Zu gegebenem Gewicht A existiert bis auf Tso-
morphie genau ein solcher Vermamodul M (A). Dieser hat genau einen einfachen Quotienten L(A), der
ebenfalls Modul zum héchsten Gewicht A ist. Ist g eine Kac-Moody-Algebra vom endlichen Typ (also
eine endlich-dimensionale halbeinfache zerfallende Liealgebra), so besitzt jeder g-Modul zum héchsten
Gewicht A (sogar jeder Modul aus der Kategorie Q) eine endliche Jordan-Holder-Reihe, deren einfache
Faktoren zu bestimmten L(y) isomorph sind, wobei p in der Bahn von A unter der dot-Operation der
Weylgruppe auf den Gewichten liegt (siche [Ve]). Tst nun g eine Kac-Moody-Algebra vom affinen Typ,
gilt diese Aussage nur noch abgeschwicht. In diesem Fall besitzt nicht jedes Objekt der Kategorie O
eine Jordan-Holder-Reihe. Allerdings ist die Anzahl, mit der ein einfacher Modul L(z) als Kompo-
sitionsfaktor in einer endlichen Filtrierung vorkommt, nach oben beschriankt. (Naheres dazu in [Kc,

Satz 9.6], [MP, Prop. 8, 5.148]).

Von Interesse sind nun die Multiplizitdten [M (X) : L(y)], das heifit das Supremum der Anzahlen, mit
der ein einfacher Faktor I(p) tatsdchlich in einer Filtrierung von M (A) vorkommt. Gewisse Multipli-
zitaten oder Schranken wurden auf vielfache Weisen bestimmt (siche bspw. [Jal],[Ja2],[Di],[BGG]).
Fiir den endlichen Fall sind inzwischen alle bekannt.

Durch die (in [BB], [BK] bewiesene) Kazhdan-Lusztig-Vermutung ([KL, Conjecture 1.5]) verschiebt
sich das Problem der Multiplizitdtenbestimmung auf das Gebiet der Kombinatorik. Die Aussage die-
ses Satzes ist, dafl die Multiplizitdt [M (A) : L(g)] im endlich-dimensionalen Fall genau der Wert eines
bestimmten kombinatorisch definierten Laurentpolynoms an der Stelle 1 ist. Liegt p nicht in derselben
Bahn unter der dot-Operation wie A, gilt —wie bereits erwihnt— stets [M(A) : L(p)] = 0. Die Vermu-
tung wurde auf symmetrisierbare Kac-Moody-Algebren verallgemeinert ([DGK]) und 1989 bewiesen
([Ka]). Fiir den symmetrisierbaren parabolischen Fall gilt die entsprechende Aussage (siehe [So2,
Prop 7.5]): Sei Wy die parabolische Weylgruppe und WY die Menge der kiirzesten Reprisentanten
der Rechtsnebenklassen von Wy in W. Die Multiplizitdt von L(x) in dem parabolischen Vermamodul
M7 ()) ist wiederum Null, falls A und g nicht in derselben Bahn unter der dot-Operation von W/
liegen. Ist hingegen A ein Gewicht, das an jeder dualen einfachen Wurzel einen positiven ganzzahli-
gen Wert annimmt, dann gilt fiir 2,y € W/ die Gleichung [M7/(z - X) : L(y - \)] = ns4(1). Hierbei
bezeichnet n, , eines der parabolischen Kazunan-LuszriG-Polynome. Thre Definition findet man im
einfithrenden Kapitel dieser Arbeit (Definition 1.7). Das Problem ist allerdings, dafi diese Polynome
rekursiv definiert und deshalb explizit schwer zu bestimmen sind.

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit der Untersuchung der Polynome n, , fiir den parabolischen
affinen Fall. Tst nun W/ das Erzeugnis aller einfachen Spiegelungen, die den Nullvektor festlassen,
dann ist W; gerade die endliche Weylgruppe. Auf natiirliche Weise findet man dann eine Bijektion
zwischen W/ und der Menge der Alkoven der dominanten Weylkammer. Damit erhilt man eine ,, Alko-
venschreibweise® fiir die Polynome. Liegt nun der Alkoven A der dominanten Weylkammer geniigend
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weit von allen Winden der endlichen Weylgruppe entfernt, gilt fiir jeden Alkoven B der dominanten
Weylkammer na B = nt4.4,t48, wobei £ + A den um ein ganzes dominantes Gewicht ¢ verschobenen
Alkoven A bezeichnet. Insbesondere sind die entsprechenden Multiplizitdten gleich. Diejenigen Poly-
nome, die die obige Forderung an den Alkoven A erfiillen, kdnnen fiir jedes beliebige Wurzelsystem
durch eine endliche Rekursionsformel ausgedriickt werden. Diese bereits bekannten Ergebnisse wer-
den in Kapitel 2 nochmals angefithrt. Fiir Wurzelsysteme vom Rang zwei werden die berechneten
Polynome aufgelistet.

Ausgangspunkt dieser Arbeit war die Vermutung, dafl die oben angesprochene Translationsinvarianz
auch fiir die Polynome ny p gilt, wobei der Alkoven A nahe bei einer Wand F' der endlichen Weyl-
gruppe, die das fundamentale Gewicht ¢ enthilt, liegen darf, aber von allen anderen Winden der
endlichen Weylgruppe geniigend weit entfernt ist. Bereits im zweidimensionalen Fall zeigt sich jedoch,
daf dies so allgemein nicht richtig ist. Im Kapitel 3 werden deshalb die Polynome fiir die einzelnen
Wurzelsysteme vom Rang zwei auf diese beschriebene Periodizitéat untersucht. Auch wenn sich die Po-
lynome nicht gemafl der Vermutung verhalten, kann man dennoch eine gewisse Systematik erkennen,
die es erlaubt, (im zweidimensionalen Fall) mit der Kenntnis relativ weniger Polynome alle weiteren
anzugeben (dieses Resultat findet man in den Satzen 3.5 und 3.6). In diesem Fall ist auch sofort eine
obere Schranke fiir die Multiplizitdten erkennbar. Wegen der erkennbaren Systematik im Verhalten
der Polynome unter Translationen um ganze dominante Gewichte erhidlt man zusétzlich eine obere
Schranke fiir die Exponenten, die auftreten konnen. Der zweidimensionale Fall wird in den Kapiteln
2 und 3 vollstdndig behandelt, und alle Polynome werden konkret angegeben.

Es liegt nun die Vermutung nahe, dafl sich die Polynome auch fiir hdhere Dimensionen —wenn nicht
periodisch— zumindest systematisch verhalten. Es ist jedoch unklar, wie man diese Aussage verifizie-
ren konnte, ohne tatsdchlich einige Polynome auszurechnen. Eventuell kdnnte dies dadurch gelingen,
dafl man die starke Aussage benutzt, dafl die Koeffizienten tatsdchlich natiirliche Zahlen sind.

Eine Abschwéchung der urspriinglichen Vermutung, die zentrale Aussage dieser Arbeit, findet man in
Kapitel 4 (Satz 4.2). Sie besagt, dafi (bei beliebiger Dimension) fiir ein ganzes dominantes Gewicht
t stets na p = nypa4p gilt, wenn A geniigend weit von allen Wanden (der endlichen Weylgruppe)
ausgenommen einer Wand F', in der ¢ liegt, entfernt ist und B sich nahe bei A befindet.

Notationen: Die in dieser Arbeit verwendeten Notationen werden, sofern sie nicht allgemein iiblich
sind, eigens eingefiihrt und im Anhang nochmals tabellarisch aufgelistet. Es sollte noch darauf hin-
gewiesen werden, dal N = {0,1,2...} bezeichnet.



Kapitel 1

Allgemeine Vorbemerkungen und
Definitionen

1.1 Hecke-Algebra und Dualitét

Dieses Unterkapitel soll dazu dienen, grundlegende Begriffe zu klaren. Den Abschlufl bildet die Ein-
fiithrung der ,gewohnlichen KAZHDAN-LUSzTIG-Polynome. Dabei (wie auch im folgenden Kapitel)
halte ich mich eng an die Ausfiihrungen von Soergel ([Sol]).

Definition 1.1 Sei W eine Gruppe. & C W eine erzeugende Teilmenge. Dann ist (W,S) ein Coz-
etersystem, falls alle Elemente aus § Involutionen sind und zwei Erzeuger s, € S mit s # ¢ nur
Relationen der Form

(st)™t) =1

geniigen. Dabei soll m(s,t) = m(t,s) € {2,3,...} U{oco} gelten, wobei m(s,t) = co gesetzt wird, falls
es keine Relationen zwischen s und ¢ gibt.

Fiir ein Coxetersystem (W, S) sei die zugehdrige Ldngenfunktion I : W — N, w +— [(w) wie lblich
definiert: fiir w € W—{1} sei /(w) die kleinste natiirliche Zahl, so daf§ w ein Produkt von k Elementen
aus S ist; /(1) sei 0. Eine solche minimale Produktzerlegung fiir w heifit reduzierte Darstellung.

Definition 1.2 Sei w € W mit reduzierter Darstellung w = s153...51(). Fiir v € W setze man w > v
genau dann, wenn v = s;,8;,...8;, mit 1 < ¢y < ... < i < {(w). Mit Hilfe des starken Austausch-
satzes von Verma (siehe [Bo, TV, §1.5]) siecht man, dafl dies unabhéingig von der Wahl der reduzierten
Darstellung ist. Auf diese Weise wird eine partielle Ordnung auf W definiert, die sogenannte Bruhat-
Ordnunyg.

Im folgenden sei W mit dieser Ordnung versehen.

Definition 1.3 Bezeichne £ = Z[v,v~!] den Ring der Laurentpolynome iiber 7 in einer Variablen v.
Der £-Modul iiber W mit Basis {H, | £ € W} zusammen mit den Relationen

H? = 14 (' =v)H,

S

HyH, = Hyy, fallsi(z)+I(y) =I(zy) (z,yeW)
definiert eine assoziative £-Algebra: die Hecke-Algebra H von (W, S).

H, ist Einheit in H fiir alle 2 € W; es gilt H7!' = H, + (v —v~!) und H;! = (HS1~-~H31(E))_1 =
Hs_,(lx)' H7! wobei x = 54 ...81(z) eine reduzierte Zerlegung fiir x ist. Deshalb ist folgende Abbildung

v 81 )
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d:H —>H Hw— Hdurchs =v! und H, = (H,-1)~" wohldefiniert. Sie ist sogar ein Ringhomo-
morphismus, denn es gilt

H2=14(v'—v)H, = 1—|—(v—v_1)H5+(v—v_1)2
= 1+(v_1—v)Hs+2(v—v_1)Hs+(v—v_1)2:Fsﬁs.

Ebenso folgt mit Hilfe der oben angegebenen Formel fiir das Inverse, da H,, = H,H, = H,H,, falls
I(z) + l(y) = l(zy). Ansonsten zerlege man 2y = z125 - - - &, so daf} stets {(z;2541) = U(zs) + 1(2ig1).
fiir 1 <i < (n—1) gilt. Mit den obigen Formeln erhélt man dann das Gewiinschte. Die unter dieser
Abbildung fixen Elemente heiflen selbstdual.

Beziiglich dieser selbstdualen Elemente bewiesen Kazhdan und Lusztig([KL]) folgenden Satz, der hier

in der Formulierung von Soergel wiedergegeben wird:

Satz 1.4 Fiir alle z € W gibt es genau ein selbstduales H, € H mait

H, € Hy+ > vZ[v]H,.
y<z
Speziell ist H, = Hy; + v. Dieses Element wird auch mit C bezeichnet. Man definiere die ,,gewShn-
lichen® KazunpAN-LuszTiG-Polynome h;, € £ durch H, = Zy hy « Hy. Man beachte, dafl diese

Polynome mit den von Kazhdan und TLusztig([KL]) verwendeten Bezeichnungen folgendermafien in
Beziehung stehen: C entspricht ihrem C?; v=? = ¢q und h,, , = vl(z)_l(y)Py7$.

1.2 Der parabolische Fall

Dieses Unterkapitel soll in den sogenannten parabolischen Fall einfithren, das heifit, es wird nur eine
Teilmenge unserer Erzeugendenmenge § genommen und beziiglich dieser eine Hecke-Algebra definiert.
Auf diese Weise gelangt man wiederum zu KAZHDAN-LUSzTIG-Polynomen (vgl. hierzu bspw. [Hu2]).

Sei (W; 8) ein Coxetersystem, Sy C S eine Teilmenge und Wy = (S;) die davon erzeugte Untergruppe
in W. Bezeichne W/ C W die Menge der Reprisentanten minimaler Linge fiir die Linksnebenklassen
W \W. Wir benennen mit H; die Hecke-Algebra von (Wy,S;). Fiir festes u € {—v,v™'} definiert
die Vorschrift H, — u Vs € §; eine Surjektion von £-Algebren

¢u:7{f — L.

Dadurch wird £ (abhéngig von u) zu einem # ¢-Bimodul £(u). Durch den Induktionsfunktor ind :=
ind;:ff : Mod-H; — Mod-# kann man die folgenden #-Rechtsmodule definieren:

M=M =ind(L(x™") = L) Qn, H
N =N =ind(L(~v)) = L(—v) @, H.
Mégliche Basen sind {M, :==1® H, |z € W/} baw. {N, :=1® H, |z € W/}.
Lemma 1.5 ([Sol]) Die Rechtsmultiplikation mit C; ergibt explizit folgende Formeln:

My +vM,, falls xs € W [ xs > x (i)
M,Cs =X Mys+v~"M,, fallsxs e Wl zs <z (i)
(v4+v My, falls xs ¢ W/. (iii)

Nzs + vNg, falls s e W zs > x (i)
N;Cs =X Ny, +v 'N,, fallszs ¢ Wf,a:s <z (i)
0, falls zs ¢ W/ (i)
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Beweis:  Allgemein gilt: M,Cs, = (1 ® Hy)Cs = 1® HyCy, baw. N,Cy = (1® Hp)Cs = 1® HyCs.
Sei z = s1...51(z) eine reduzierte Zerlegung fiir z.
Zu (1) Aus H:I:Cs = Hsl...sl(r)(Hs + U) = Hsl...sl(m
zu(ii): Es gilt H,C, = Hsl___gl(r)(Hs +v)=H
die gewiinschte Formel.

zu(iii): Sei nun * € W/ 2s ¢ W/, also xs = rz mit r € S; und somit s > xz. Das bedeutet
aber, daf (1 ® H,)Cs; = (1® H,;) + (1 ® vH,) gilt, und es folgt direkt M,C, = (v_1 + v)M, bzw.
N;Cs = (—v)Ny + vNy = 0. Das ist gerade die Behauptung. &

)5+ vH, = H;, + vH, folgt direkt die Behauptung.

31___”@)_1([{3)2 +vH, = H,, + v~ ' H,. Damit gilt also

Klarerweise gilt fiir alle s € S;:

(v+v7"), fallsu=1v""

0, falls u = —w,

bu(Cy) = {

insbesondere ist es also selbstdual. H; wird als £-Algebra von diesen C erzeugt, deshalb vertauscht

¢y mit der Dualitit, das heiBt ¢, (H) = ¢, (H) fiir alle H € H;. Durch die Vorschrift a®@ H —a @ H
kann man die Dualitit von H zu einem Gruppenhomomorphismus auf M bzw. N (M — M bzw.
N ~ N) fortsetzen. Die unter dieser Abbildung fixen Elemente heifien ebenfalls selbstdual. Analog
zu Satz 1.4 gilt der

Satz 1.6 ([De] in der Formulierung von [Sol]) Fiir alle z € WY gibt es genau ein selbstduales N, € N
mat

N, € N+ Y vZ[s]N,.
y<z

(entsprechend fir M).

Definition 1.7 Die Koeffizienten dieser selbstdualen Elemente beziiglich der Standardbasen sind die
bereits erwahnten (parabolischen) KAZHDAN-LUSZTIG-Polynome. Man definiere:

q, = Ehy,xHy
K
M, =3 mysM, (1.1)

N, = Zy: Ny,z Ny
y

Bezeichne p,, , eines dieser Polynome. Klarerweise gilt p, , = 1 fiir alle 2. Ebenso folgt aus p, , # 0
bereits y < z.

Der Beweis des Satzes liefert eine induktive Beschreibung der selbstdualen Elemente:
N, = N, erfiillt sicherlich die geforderten Bedingungen. Sei 2 € W und N, bereits definiert fiir alle

y < x. Sel s € S mit s < z. Nach Voraussetzung kann man N, C; = N, + Z ny N, bilden und

y<z
erhilt durch Subtraktion der Anteile mit konstanten Koeffizienten eine Formel fiir N, ndmlich

N, =N, Ci—> ny(0)N,. (1.2)
y<z

Fiir H und M gelten die Aussagen wieder vollig analog. Diese Formel erlaubt es, die Polynome explizit
auszurechnen.
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1.2.1 Affine Spiegelungsgruppen

Die bisher angefiihrte Theorie 148t sich speziell auf affine Spiegelungsgruppen anwenden. Zuerst wer-
den nun grundlegende Definitionen und Aussagen zusammengestellt. (Ndheres dazu in [Bo], [Hul],
[Kn] und vor allem fiir Kac-Moody-Algebren in [MP]).

Definition 1.8 Sei V ein (endllichdimensionaler) reeller Vektorraum. Eine Teilmenge R von V nennt
man ein reduziertes Wurzelsystem, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

a.) R ist endlich und erzeugt V

b.) Vae RIaY € V*:{(a,a¥) =2 und die Abbildung s, : V — V, 2 — 2 — (z,a") a bildet R
auf sich ab.

c)Vae R: aV(R)CZ
d) a€ R =>RanNR={ta}

Man nennt o die zu a duale Wurzel. Die Abbildung s, 1afit den Kern der dualen Wurzel zu o fest
und fiihrt o in —a iiber, ist also eine Spiegelung an einer (durch « eindeutig bestimmten Hyperebene).
Die Dimension von V nennt man den Rang des Wurzelsystems.

Definition 1.9 Eine Teilmenge A von R heifit Basis des Wurzelsystems R, wenn folgende Bedingun-
gen gelten:

a.) A ist Basis von V

b.) Jede Wurzel § kann entweder als nichtnegative oder nichtpositive ganzzahlige Linearkombination
von Elementen aus A beschrieben werden, also # = Y koo (wobeia € A, und fiir alle « gilt

ko, € ZS’ oder k. € Zg).

Die Wurzeln in A nennt man einfache Wurzeln. Die Linearkombination ist jeweils eindeutig. Man
nennt § positiv (bzw. negativ) und schreibt § > 0 (bzw. § < 0), wenn die Koeffizienten nichtnegativ
(bzw. nichtpositiv) sind. Man bezeichnet die Menge aller positiven Wurzeln mit R*. Diese Relation
14t sich zu einer partiellen Ordnung auf V' fortsetzen, indem man p < A setzt, genau dann wenn A—p
Summe positiver Wurzeln oder 0 ist. Man kann zeigen, dafl jedes Wurzelsystem eine Basis besitzt.

Fiir Rang (R) = 2 gibt es vier reduzierte Wurzelsysteme (mit den jeweiligen Basisvektoren o und f):

A xA, {
Von diesen vier Wurzelsystemen ist nur das erste (in eine direkte Summe von Wurzelsystemen) zer-
legbar. Im folgenden beschrinken wir uns auf unzerlegbare.

Sei
X={peV*|(B,a")€Z, Ya € R}

das Gitter der ganzen Gewichte und X+ bzw. X die Menge der dominanten ganzen bzw. fundamen-
talen Gewichte. Die Automorphismen von R, die R stabil lassen, bilden eine endliche (Permutations-)
Gruppe. Die Untergruppe, die von den Spiegelungen zu Wurzeln (also den s, ) erzeugt wird, heifit
Weylgruppe zu R. Man bezeichne sie mit . Nimmt man zu diesem Erzeugnis noch die Translationen
um ganzzahlige Wurzeln dazu, gelangt man zur affinen Weylgruppe W = W x ZR. Sie soll mit W
bezeichnet werden. Insbesondere ist W der Stabilisator von 0 in W, das heifit, W = W;.
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Definition 1.10 Bezeichne F die Menge aller Spiegelebenen zu Spiegelungen aus W. Die Zusammen-
hangskomponenten des Komplements aller Spiegelebenen heifilen Alkoven. Die Menge aller Alkoven
wird mit A bezeichnet. Eine Hyperebene F heiit Wand von A, wenn F N A schon F affin erzeugt,
(das heifit der Schnitt von F' mit dem topologischen Abschlufl von A eine offene, nichtleere Teilmenge
von F enthilt).

Als Zusammenhangskomponenten einer offenen Menge sind die Alkoven offen. Jeder Punkt aus V
liegt im Abschlufl mindestens eines Alkovens.

Satz 1.11 Fiir einen festen Alkoven A C'V gilt
a.) Die Gruppe G = (s | s ist Spiegelung an einer Wand von A) wirkt transitiv auf A.
b.) Die Spiegelungen an den Winden von A erzeugen bereits ganz W.

c.) Die Abbildung W — A, w — wA ist eine Bijektion.

Beweis: Nach Definition des Wurzelsystemes bleibt die Menge der Hyperebenen unter Spiegelungen
an solchen stabil. Da eine Spiegelung eine offene Abbildung ist, werden Zusammenhangskomponenten
wiederum auf solche abgebildet, daher werden Alkoven unter der Weylgruppe auf Alkoven abgebildet.
Somit ist eine Operation von W bzw. G auf A definiert.

7u a.): Es ist zu zeigen, daf} es fiir alle B € A ein g € G gibt mit gA = B (x).

Sei B € Amit B # A. Sei d(A, B) die Anzahl der Hyperebenen, die A und B trennen (sie ist immer
endlich). Fiir d(A, B) = 0, also A = B, ist die Aussage trivial. Sei () nun fiir alle Alkoven C' mit
d(A,C) < d(A, B) gezeigt. Sei F eine Wand von A, die A und B trennt. Sie ist die einzige Hyper-
ebene, die A und spA trennt. Damit gilt: d(spA, B) = d(A, B) — 1 = d(A, spB). Fiir sp B gilt die
Induktionsvoraussetzung, das heifit, sp B € GA und somit B € GA.

zu b.): Sei F' € F eine Spiegelebene. Sie ist Wand eines geeigneten Alkovens B. Nach a.) gilt
B = gA fiir geeignetes g € G. Allgemein gilt wspw™! = sy, fiir alle w € W und F € F, also speziell
sp =gs,—1rg~ " €G (da g='F Wand von A ist).

zu c.): Surjektivitat ist klar. Sei w € W, w = s1s5...s1(w) eine reduzierte Zerlegung in Spiegelungen
an Wanden [, ..., Fi) von A. Klarerweise gilt [(w) > d(A, wA), (da bei jeder Spiegelung hochstens
eine Hyperebene ,dazukommt“). Angenommen, {(w) > d(A,wA). Es gibt somit mindestens eine
Hyperebene, die mehrere aufeinanderfolgende Glieder in der Folge A, 514, 51524, ..., 5152...5() A von-
einander trennt, das heifit, es gibt 7, j, (1 < j) mit

(Hyperebene zwischen s1s3...8;A und s159...5;41A) = $152..8;(Fi41)

= (Hyperebene zwischen sysy...5;A und s159...5;41A) = 5152...8;(Fj41).

Also gilt: si41 = Spyy = Sepys,(Fipn) = Sit1---5j5j418j...Si41. Das bedeutet aber s;ys...5; =
Si41...5j+1, was im Widerspruch zur Minimalitdt der Produktzerlegung steht. Folglich gilt: I(w) =
d(A, wA). Das ergibt die Injektivitat. &

Definition 1.12 Sei V ein Vektorraum, R seine Wurzeln und A eine zugehérige Basis. Dann wird
die offene konvexe Menge € = { € V | (u,@") > 0, Va €R*1} als dominante Weylkammer (beziiglich
A) bezeichnet. Mit AT bezeichne man denjenigen Alkoven, der in C liegt und dessen Abschluf den
Nullpunkt enthilt. Sei AT (bzw. A*1) die Menge aller Alkoven, die in C (bzw. der um die Halbsumme
der positiven Wurzeln verschobenen Weylkammer p + C) liegen.

Sei Ty = {p €V |0< (g,a¥) <1, Va € A} die fundamentale Box. Fiir einen festen Alkoven A
bezeichne A(A) € X dasjenige (eindeutig bestimmte) Gewicht, so dafi A C A(A4) 4+ I14.
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1.3 Die Kaszhdan-Lusztig-Polynome in der Alkovenschreib-
weise

Es ist sehr hilfreich, die Weylgruppe nicht isoliert, sondern beziiglich ihrer Wirkung auf Alkoven zu
betrachten. Dabei bietet es sich natiirlich an, auch die KAZHDAN-LUSZTIG-Polynome in einer solchen
,» Alkovenschreibweise“ auszudriicken. Fiir den Fall, dafl der Rang eines Wurzelsystems zwei ist, kann
man diese dann in Bildern veranschaulichen. Um das zu erreichen, mufi man einige (naheliegende)
Identifikationen vornehmen:

Mit der Bijektion aus Satz 1.11 beziiglich A* kann man eine Rechtsmultiplikation (durch Struktur-
transport) von W auf A definieren: (A, w) — Aw. Anschaulich bedeutet As gerade, dafi A an der zu
h konjugierten Wand gespiegelt wird, wobei h diejenige Wand von A7 ist, die unter der Spiegelung s
stabil bleibt. Jede Spiegelebene F' € F teilt das Komplement V — F in zwei Zusammenhangskompo-
nenten F* und F~, wobei F't diejenige sein soll, welche jedes Translat der dominanten Weylkammer
trifft.

Definition 1.13 Sei A € A,s € S, und F sei die Spiegelebene, die A und As trennt. Man definiere:
As > A (bzw. As < A) <= As C F* (bzw.As C F7).

Die dadurch definierte partielle Ordnung auf A stimmt im Innern der dominanten Weylkammer mit
der Bruhat-Ordnung iiberein. Fiir By beispielsweise kann man sich diese Ordnung folgendermaflen
vorstellen:

Bei folgenden Spiegelungen gilt As < A (ansonsten As >
A).

. . . a.) Spiegelung an gepunkteten Linien: nach unten; nach

links.

b.) Spiegelung an ungepunkteten nichtdiagonalen Linien:
l nach unten; nach links.

c.) Spiegelung an diagonalen Linien: nach rechts unten;
nach links unten.

Auf dem freien £L—Modul P mit Basis A definiert Lusztig eine Rechtsoperation von #, die in gewisser
Weise mit unseren bisherigen Operationen auf /' und M iibereinstimmt:

Lemma 1.14 ([Lu], in der Formulierung von [Sol]) Es gibt eine Rechtsoperation von H auf P derart,
daf fiir alle s € S gilt:
AC _{AS-I-UA, falls As = A
P T | As+vTtA, falls As < A

Beweis: siehe [Sol].

P ist vermoge dieser Multiplikation ein H-Rechtsmodul. Man kann nun die KAZHDAN-LUSZTIG-
Polynome in einer Alkovenschreibweise ausdriicken:

Sei Sy = {s € S| s laBt den Nullvektor fest}. Damit ist M = M° N = N und Wy = W. Die
Bijektion W — A, w — wAt liefert (mit Hilfe der Isomorphie W = W x W° und der Definition
von A%) eine Bijektion WY — A*. Diese erméglicht eine Umformulierung im folgenden Sinn: N,
Na; ngy <> nap ete, falls 2,y € WO und A, B € AT mit zA* = A und yA* = B.



Kapitel 2

Im Innern der dominanten
Weylkammer

Nach der allgemeinen Definition der KAZHDAN-LUSZTIG-Polynome interessiert man sich natiirlich
dafiir, ob sie (bei fest gewahltem reduziertem Wurzelsystem) konkret anzugeben sind. Es stellt sich
heraus, daf sich die selbstdualen Elemente aus A systematisch oder , periodisch® verhalten, falls der
entsprechende Alkoven geniigend weit im Innern der dominanten Weylkammer liegt. Tn diesem Fall
kann auch eine Formel zur Berechnung der Polynome angegeben werden, die nur eine endliche Rekursi-
on beinhaltet. Tm folgenden sollen die Ergebnisse von Kazhdan und Lusztig beziiglich der selbstdualen
Elemente N 4, aus dem Modul A, insbesondere fiir Wurzelsysteme vom Rang zwei, angefithrt werden.

2.1 Allgemeine Formel

Um die Kazupan-Luszrig-Polynome genauer angeben zu kénnen, sollen allerdings erst einige Be-
zeichnungen und Begriffe bereitgestellt werden. Fiir alle ganzen Gewichte A € X sei

Ex= Y v (\+24T). (2.1)
2eEW

Sei PO der von allen E) erzeugte H-Modul. In [Lu] wird gezeigt, dafi durch (w)E) = E,\ eine
H-lineare Operation (. ) von W auf P° definiert ist. Bezeichnet nun wq das lingste Element der
Weylgruppe und r seine Liinge, so ist durch P~ v"wq(wg) P eine Dualitit auf P° bestimmt. Lusztig
definiert induktiv zu jedem Alkoven A genau ein selbstduales Element P, aus diesem Modul. Er setzt
P4+ = FEo. Fiir A C Tl — At seien alle Py mit B < A, B C TI; schon konstruiert. Man findet s € S

mit As < Aund As CTIy. Seinun P, C; = Z ppB. Man erhilt als selbstduales Element
B<A

Py=P,0Cs— Z p5(0) Z (2)Pg (2.2)
BeA+ BzA 2ERep(Wy(5)\W)
Durch Translation um ganze Gewichte bekommt man zu jedem A € A ein P .
Fiir den entscheidenden Satz bendtigt man noch folgende
Definition 2.1 a.) Es sei P*9" = {P € P [ (2)P = (=1)!*) P ¥z € W} als #-Untermodul von P.
b.) Die L-lineare Abbildung res : P — A definiert durch

+
res(A) = { Ny falls Ac A
0, sonst

induziert einen Homomorphismus von H—Rechtsmodulen: res : P*9" — N,

11
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c.) Die H-lineare Abbildung alt: P® — P*9" ist durch die Zuordnung

P Y ew (1)1 (@) P.
definiert.

Bemerkung: Das Bild der Abbildung alt liegt tatsdchlich in P*9” denn es gilt

(&) OB = 3 ()@ ey By = (<)) 3 (<) a) By

zeW zzeW acW

Mittels dieser Abbildungen koénnen wir nun einen Zusammenhang der selbstdualen Elemente aus P
mit denen aus dem Modul A formulieren. Wir erhalten den zentralen

Satz 2.2 Fir alle Alkoven A € ATt qilt:
Ny =res(alt(Py)).
Beweis: siehe [Sol, Theorem 5.3].

2.2 Periodische Patterns

Sei A € A. Das Element P, (bzw. M ,) nennen wir P- (bzw. M-) Pattern zu A. A heifit Bezugsalko-
ven dieses Patterns. Analog soll fiir A € AT das Element N, € A als N-Pattern zum Bezugsalkoven
A (oder auch einfach als Pattern zu A) bezeichnet werden. Im folgenden werden die Bezeichnungen
N(A) und N 4, gleichbedeutend verwendet.

Definition 2.3 Fiir jedes ganze Gewicht A definieren wir die £-linearen Abbildungen (X) . : N - N
und (M), : M — M durch:

NAH{(J)VHA, falls A+ A€ AT, MA._){MHA, falls A+ A € AT

sonst sonst

) )

Da es aus dem Zusammenhang meistens klar ist, in welchem Modul die Abbildung lebt, lassen wir
den Index normalerweise weg.

Definition 2.4 Sei M C A eine Teilmenge der einfachen Wurzeln. Die Facette (der dominanten
Weylkammer) beziiglich M sei definiert als

KM)={peV |{pd) =0Va € M;{(u,a)>0YVac A\ M}
Sei A € AT ein Alkoven und A € X+t ein dominantes ganzes Gewicht. Der Alkoven A heifit
e lings X periodisch, falls es eine natiirliche Zahl ny gibt, so daf$} fiir n > ny gilt: N((n+1)A+A) =
(AN (nA+ A).
o lings K (M) periodisch, falls er fiir jedes A € K(M) N X langs A periodisch ist.
e periodisch, wenn er ldngs aller dominanten ganzen Gewichte periodisch ist.
Sei @ C AT und XA € XT. Die Menge Q heifit

e lings X periodisch, falls es eine natiirliche Zahl 7 gibt, so daf} fiir alle A € Q und n > n, gilt:
N((n+ DA+ A) = (A)N(nA+ A). Das kleinstmogliche 71y werde mit n,(Q) bezeichnet.

e lings K(M) periodisch, falls sie fiir jedes A € K(M) N X lings A periodisch ist.
e periodisch, wenn sie ldngs aller ganzen Gewichte periodisch ist.

Ist @ = At und die Menge Q erfiillt eine der obigen Periodizititseigenschaften, sagen wir, die Patterns
erfiillen die entsprechende Eigenschaft. Fiir die Moduln P und M machen wir analoge Definitionen.
Statt nx(A*) schreiben wir schlichtweg ny.
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2.3 Veranschaulichung der Patterns in Bildern

Zur Veranschaulichung der Patterns (bzw. der P-Patterns) fiir ein Wurzelsystem vom Rang zwei kann
man fiir jeden Alkoven A € AT (bzw. A € A) ein reelles Bild der affinen parabolischen (bzw. nicht-
parabolischen) Weylgruppe zeichnen, wobei die Eintrdge in den Alkoven gerade die entsprechenden
Polynome n4 p (bzw. ps p) sind.

Zur Vereinfachung habe ich in den Bildern nur die Exponenten der KazuDAN-LUSZTIG-Polynome
aufgelistet ( entspricht v* + 2v usw.) und die Alkoven ohne Eintrag meist weggelassen. Der

Bezugsalkoven hat somit nach Definition immer den Eintrag 0. Er wird in den nachfolgenden Bildern
stets hervorgehoben. Um Unklarheiten beziiglich dessen Lage zu vermeiden, habe ich teilweise die
Begrenzungen der (dominanten) Kammer mit dickeren Linien eingezeichnet.

2.3.1 Bilder der P-Patterns

Nach Definition sind die P- Patterns periodisch. Es gilt sogar Py, , = (\)P, fiir alle Alkoven
A. TIn diesem Fall reicht es aus, alle P-Patterns zu Alkoven einer beliebigen festen Box zu kennen,
um alle anderen durch Translationen zu erhalten. Die entsprechenden Bilder werden nun aufgelistet
(vergleiche dazu [Lu], wobei dort noch eine Abstandsfunktion ins Spiel kommt).

Der Fall A,

Hier ergeben sich die zwei Bilder:

/\
NPy AT
BT A

Der Fall B,

Fiir das Wurzelsystem Bj enthélt eine Box vier Alkoven.

1]o
21194 211212 |1
3052 312/4,3 |2

43
1210 1 (i}
2

23212121 3|2

N2 | LAIN2 | 15 215 | DN2|Ly | 2]
D325 3020312731003 12735

322|175
4 3
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Der Fall G,

Fir das Wurzelsystem (G5 kann man entsprechende zwolf P-Patterns wie folgt veranschaulichen:
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\1 f
2 /2 . 1
3 /%N 3 2 /N 2
//4 \2/ \1//3
/ 3\/32\/2
4 a3 /N3 7N
2//\\1 5\ /4 2/\1
N\ /32 / \/ S\ /32 5
4 413 7 4 413 /N 3
/5\ 4\ / 5\\ 4
\ / N 2 N \
TN 32N 2 /
4 /N 43 SN 3 /
\\\3 5\/4\ 2//
YN/ e 3N/ 3
5 5 4 4
//6\ 5\
N\
3y
ASANENA
/ L2 25 /1 L/ N
//2 1N 3 \\/ 2\/2 1\\
N 3|2 2,2 7 1,1 302/
\\ //3,3\ 33 / \ 2,2 2,2 \\ /

2,2

3,3/
2,4

N 35

2,4\

3,5 \

13 /
247

22 q

2,4 / /
33

33
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1N 0
N
2 /N 21 1 7|
/ \ / \\ \\ / \
2 /I NN / 22/ N
32 N/ 2.2 \ 1,1\ 32 \
/
/ \ 1,3 O\ 33 22 / \\2,2 1
3\ 2 N LI 33N 2
/ 24/ 2\3", \
/2 / 1,3,3 3,524 N /222 1
\ -

3/\3 /\ 244/ \333 \\ 2/ 2
/ X247 ] 2\ 35\4 3/ / N \
3,5 2 \3.3 2.4 24

3 \ 44 2,2,4 \ 3\ 35 \
4/ 2413, /N335 \ 2,44 2213 3
\\ 3,5\ 3/2 2/ \ /33\4 2.4 /
\? |/ 44 1/ 3 3, ) 2
4 N/ N4 \ \ / \ /3
4 N 333N 3544 /224 / 3
5 "IN 444 /N 13 \\3,3,5 /N 4
/N TN ,5\4 24, AR
4 / \33 4 2,4/ \ 3/
/ / 3,5
\\/ 5144 , 4.4 33 5| 4 \/
/
43 / 55 N a4 /SN 43 SN
53 /4 \4// \\3/ 5\ /4\
\\/ 5 / 5 4 / 4 AN /
6 / 5
/\
\,
1 0
/ 2 /o1
/ /
\ 2 \\ 1 /2\\ 3012 1\ 2 \\\ 1 ;
< 3/4 X \2 / \ 3, 4 | N2
\ N/ 3 3 2
SN 3 /SN 22 \ \ 2
/ / N
/ 2\ / L3 3% \22 22 / A
A .
/3 2’4\ 4433 / 3.3 2
3 2/ 2 //\ 21,33 A 3,33 222 / 1\ 222 N / 3|2 /
\ s 24\ | /32 2N |/
N a4 35/ N\ 334 33N\ / NV
A\ 4N /" /33,5 VTV AVAE VA \
3 /\353 22 /N\224 7 N33 33022 /\ 2
ANV N VE \
4|3 4/ 3N 3,54, 44/ 8 \ N2 s
/ 5 244N 7 44 Va5
N 4 f 3.3 33,022, 2,4 3
A /
LS \\4,4 “Y 4/33 3,5 \ 4
VARSI 55 /" aa 430
A EVAY /\\ WANREA
4\ /3 5/ N\ 4 1\ /3
. //\\
/s / 4 413 5 s\
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1 0
2 2 1 1
2 3 1 2 2 1
3 2 21 3 2
2 1,3 3 |2 2,2 1
3
3 22 2,4 3337 5 5 2
4 2,4 (13 33 24 24(1,3 3
3 3,5 (2,4 2,2 1,3 35|24 2
5 4 33 1, N 2.4 3 ]
33/2 | 1L\22
21 3 244 2241113\ /333 2 2
3 3 |2 22 1>33>3> 33/222 32>2>2> 1.3 3
4 33 X% 22544 514 3’)3’ 3, 2 24
T/ 2a] 33 2N 2\
4.4 *133\/335 444N/ 240" 33
33 35 2,4% 3 Z%ﬁ 1>33>3> A\ 33,24 2.2
3 2,4 44 4/35 5733, 225/ 4.4 \5 33 .
PPN ) Y2 [ EN24/3 > 4
4 35 444N/ 444333 /3755 4.4
5 |4 4 3,33 55,244 2,24 3 5
5 ANs | 4/3.3 4
3 2,4 4 5 33 2
4 2,4 11,3 35 4.4 24113 3
3 35 (2.4 2.4 3.3 35(2.4 2
4 4 35 X% A 3 5
5 4.4 43 35 4
4 3 5 |4 4 3
5 p 4 5 3 4
5 5 4 4
6 5
1 0
2 1
2 1 2 1
3 2 2 |1 3 2
4 3 3 2 4 3
514 2 1 5 |4
2 |1 3 2 2 |1
3 2 2,4 13 3 2
2 1,3 35 124 2,2 1
2 |1 3 2.4 2>22> 1>11> N 2
3 2 Xy 33 /433 22X 2.4 3 AS
3 5 |44 224 1,33 35| 4 2
4 2 (1,3 3,35 2,44 2201 3
. 3 3 2,4 an 333 2 4
2 14 N33
504 4 33 s, 44 N/ 24 33
5 4.4 2.4 11,3 3,5 4.4
4 3 3,5 2,4 4 3
514 4 3 3|4
2|1 5 4 2|1
3 2 4 3 3 2
4 3 504 4 3
5 4 5 4
5 4
6 5
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Vor der Behandlung der A-Patterns machen wir noch eine naheliegende

Definition 2.5 Seien N € A/ und P € P mit den Darstellungen N = Z peNp € N beziehungs-

BeAT
weise P = Z ppB € P (mit pg € L) in den jeweiligen Standardbasen. Dann bezeichne
BeA
Tr(N) ={B € A" |pp # 0} beziehungsweise Tr(P)={Be A|pp # 0}

den Trdger (von N bzw. von P). Fiir die Elemente aus M ist der Tréager vollig analog zur Definition
des Tragers der Elemente aus A festgelegt. Der ganzzahlige Trdger (von N) sei definiert als

Try(N) = {B € A* | pp € Z—{0}}.

2.3.2 Bilder der NV -Patterns

Sei A € ATT. TLiegt nun A geniigend weit in der dominanten Weylkammer, so daf§ der Triger von
P, eine Teilmenge von ATT ist, so ist das Pattern zu A nach Satz 2.2 gerade die Restriktion des
P-Patterns P,. Andernfalls wirkt sich die alternierende Abbildung alt dadurch aus, daff gewisse
Teile der vorkommenden Polynome gekillt werden. Offensichtlich sind diese Alkoven aus der um p
verschobenen dominanten Weylkammer lings jedem fundamentalen Gewicht periodisch. Man kann
sich deshalb wiederum auf die Angabe relativ weniger Patterns beschrinken, um schliefilich alle mit
geniigend grofiem Bezugsalkoven zu erhalten. Tm folgenden werden diese notwendigen Patterns, bei
denen sich die alternierende Abbildung auswirkt, in Bildern dargestellt.

a.) Da die Weylkammer fiir das Wurzelsystem A, symmetrisch ist, reicht es, nur eine Kante zu
betrachten. Es ergibt sich folgendes Bild:

b.) Tm Fall By mufi man beide Kanten betrachten. An der Kante, die zur kurzen Wurzel gehort,
ergeben sich vier Bilder:

110 L2 1N
2115 2121
3232 3212
4|3 4323




2.3. VERANSCHAULICHUNG DER PATTERNS IN BILDERN 19

1 0 1 0
2321 2321
2121 21212121
31273 ZEINZED
212 212
4 3 4 3
An der anderen Kante treten folgende Félle auf:
1 0
15N\ AN /
23212121 2121212 21
N2 12302 32\ | 273003
N3
4

c.) Beim Wurzelsystem G5 ist der Trager einiger P-Patterns recht grofl. Es ergeben sich an der zur
kurzen Wurzel gehdrenden Kante folgende Bilder (hier gegeniiber der meist iiblichen Notation
gespiegelt angegeben):

1 0
1 0 2 4 1 1
2 X7 1 1 3 XT3 2 2
3 3|2 ) ) 2103 1
2 413 1 3 3|2 2
3 3 2 ) 4 3 3 2
4 3 3|2 3 2 413
3 2 403 4 3 302
4 4 3 3 3 2 4 3
312 4 4 413 3
4 413 3 5 32 4
S 5 4 4 . 4 3 3
6 5 5 5 4 4
6 5
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1
4
3 3
4
5 4
3
4
1
2
3 3
3
4 4
3
4
6
1 0
2 1
2 1
3 5 21
22 1,1 32
3333 2222
4.4 24|13 33
3 35| 2,4 22
. 4 33 \53 2
5 4 2,413
2 13 3,5/ 2,4
3 2,4
3 24 3
2,4 (1,3 3s
33 35 (2,4 2,2
44044 33 X733
55 4.4 43
4 3 5|4
3 5 4 4
6 5
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2 2
3 2 . 1
22 11 2
33
4 2
/3
2,4/ 3
33 X/ 3,
4,4 2,4 2
3 3,5 3
2,4 2
3,5 3
4 24 2
3,3 3,5 3
44
3.5 2,44,
3 5
44
5.5 4.4 413
4 3 4
5 3 4
6 5
1 0
2 1
1 N\s |2/, 2
3 2 3
413 R ) 4 |3
32 2,2 1,1 302
1,3 SARSS 2.2
24N/ 4433 3.3
1,3,3 3.3,(2.2, 2,22
3 ) N3 |2/ L 3
4 24 335X 3%
s 44133 335 244\ 744 33
3 33]22 2,24 3,3(22
330 123/,
4 2N 354 | 3.\aa/
44,4\ / 4433 335
33 3.3,2.2, 2,4
s AANS | 4/33 0
413 5.5 44 4 |3
302 4 3 3|2
3 s ) 4
s 4|3 5
5 4
6 5
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1 0
2 1
1 2 1
2 2 |1 3 2
3 3 2 4 3
4 5 1 5 |4
1 3 2 2 |1
2 2,4 13 3 2
1,3 3,5 (2.4 2.2 1
2.4 2.2, L1, 1.3 2 2 |1
; 1/2. 3 2
33 33 22X 2,4 3
44N /204 133\ /354 2
13 3,35 2,44 22| 1 3
2,4 4 3, 33 2 4 3
44/ | %\33
33 \7'55 44 24 13 504
4.4 2413 5 4
3 3,5 2.4 4 3
4 4 3 3 4
1 5 4 2|1
2 f 3 3 2
3 504 4 3
4 5 4
5 4
6 5
1 0
2 1
2 1
2 |1 3 >/
3 2 X774 3
2 1 5 |4
3 2 2 1
2,4 1,3 3 2
3 35124 22 1
4 2,2, |L1, 1.3 2 2|1
33 2,2
3 > 2,4 3 3 2
4 2.4 133 35| 4 2
1 3,5 2,44 2211 3
P X4 330433 2 4 3
3 5.5 |44 2,4 1.3 514
4 2,411,3 5 4
35 2,4 4 3
4 3 3 4
5 4 2|1
f 3 3 2
5 4 4 3
5 4
5 4
6 5
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1 0
2 1
2N\* 12/ ’ !
3 2
3 5 4|3
22 1,1 302
3053 [ e 22 1
4 44033 33 2
33 33,22,/ \ 222 1 3|2
44424 33 353 5 2
3,5 24,4\ /%4 33 3
2.4 3322
[\ 21,3,3 h2 A2
59, 3,5 > 4 3
4.4 4|3
4.4 4,41 33 3,35 4
3 33,22, 24 3
VAN RVEE '
5.5 4.4 413
4 3 3 |2
5 ) 4 3
413 s .
5 4
6 5

Beziiglich der anderen Kante erhélt man die folgenden 24 Bilder:

1
2 21 1
3 32 2
N 4 3
3 3
4 4
> 3
4 4
615 5 5
6
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0
1
2 2|1
3
1 0
2 5 . 1
3 3 2 2
4 N ) 3
3 312 2
4 4|3 3
2 1 > 4 2
3 302 ) 3 3
4 4|3 3 4 4
5 4 5 ) 5
3 312 2
4 4|3 3
& 4
4 4
5 5
6
/.
1
2 2
3
3
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1 0
N 2 1 f
201 3 B 2|1
302 22 1,1 3|2
33 3,3 2,2 22
44 2413 33
2 1,3 35|24 22
3 3 2,4 A4 33 X733
4 24|13 35 44 413
3 3,5(2.4 2,2 1,3 510 4
4 4 33 %33 2,44 24
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Kapitel 3

Am Rand der dominanten
Weylkammer

Dieses Kapitel behandelt nun die eigentliche Aufgabe, die Patterns am Rand der dominanten Weyl-
kammer zu untersuchen. Genauer gesagt, lag die Vermutung nahe, dafl auch jedes Pattern mit Bezugs-
alkoven in AT — A+t langs einer beliebigen Facette, die im Abschluff der dominanten Weylkammer
liegt, periodisch ist. Dies hat sich jedoch bereits fiir Wurzelsysteme vom Rang zwei als falsch erwiesen.
Die genaueren Ergebnisse werden im folgenden angefiihrt. Ob sich die dort gewonnenen Erkenntnisse
verallgemeinern lassen, bleibt vorerst ungeklart.

3.1 Periodizitat im Fall A,

In diesem Fall sind alle Alkoven (wie vermutet) lings den Kanten periodisch. Die entsprechenden
Bilder (fiir geniigend grofie Alkoven) sehen wie folgt aus:

/\
Xy
Y \VA

Das kann man durch einfache Rechnungen verifizieren. Da sich die Patterns von der zweiten Kante
abgeldst haben, werden sie klarerweise periodisch langs der ersten Kante (vgl. hierzu Lemma 3.9).

3.2 Periodizitat an einer Kante 1m Fall B,

Auch fiir dieses Wurzelsystem bestétigt sich die Vermutung am rechten Rand, das heifit an der zur lan-
gen Wurzel gehérenden Kante. Interessanterweise ergibt sich wiederum (wie im vorherigen Fall), dafl
gewisse Patterns gerade durch Restriktion der entsprechenen P, (n@mlich des ,Sterns“ ) entstehen.
Das zugehorige Bild steht in der folgenden Auflistung an letzter Stelle.

35



36 KAPITEL 3. AM RAND DER DOMINANTEN WEYLKAMMER
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3.3 Periodizitit an einer Kante im Fall GG,

Fiir das Wurzelsystem G5 ist ein analoges Verhalten wie bei By zu beobachten. Léngs der zur langen
Wurzel gehérenden Kante sind die Alkoven ebenfalls periodisch, und gewisse Patterns entstehen wie-
derum durch Einschrankung der entsprechenden P-Patterns. (In der folgenden Auflistung steht ein
solcher Représentant an drittletzter Stelle). Explizit nehmen die Patterns folgende Gestalt an:
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3.3. PERIODIZITAT AN EINER KANTE IM FALL G-
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Man gelangt zur folgenden

Beobachtung 3.1 Ist das Wurzelsystem vom Rang zwei und verhalten sich die Patterns gemdf der
Vermutung, das heifit, alle Alkoven sind lings einer Kante periodisch, dann gibt es unter den Patterns
zu Bezugsalkoven einer geniigend groffen Box genau eines, das durch Restriktion eines geeigneten
P, auf die Weylkammer entsteht. Bei den zweidimensionalen Wurzelsystemen erfillen die Alkoven
mindestens ldngs einer (zur langen Wurzel gehdrenden) Kante die vermutete Periodizitdtseigenschaft.

3.4 Unbeschrianktheit im Fall B,

In den bisher betrachteten Féllen hat sich die Vermutung immer bestétigt. Betrachtet man allerdings
fiir den Fall Bs die zur kurzen Wurzel gehdrende Facette der dominanten Weylkammer, bemerkt
man Erstaunliches: Die Alkoven sind entlang dieser Kante nicht periodisch, und somit stimmt die
oben geduflerte Vermutung im allgemeinen nicht. Es zeigt sich auflerdem, daf} sie sich nie von der
fundamentalen Box ,ablosen, also unbeschrinkt sind. Um dies zu préazisieren, fiihre ich folgende
Bezeichnungen ein:

Definition 3.2 Die Gréfie G eines Patterns sei die Méachtigkeit seines Tréagers. Sei v die Wurzel, die
7u derjenigen Hyperebene der Weylgruppe gehort, die nicht im Abschlufi der dominanten Weylkammer
liegt. Da wir uns auf irreduzible Wurzelsysteme beschranken, ist diese eindeutig. I sei die Menge
aller Patterns zu einem festen Wurzelsystem. Ich nenne sie

a.) beschrdnkt, falls es ein ¢ € N gibt, so dafl G(P) < ¢ fiir alle P € L; andernfalls unbeschrdnkt.

b.) beziiglich der Ldnge beschrdinkt, falls es eine natiirliche Zahl n und fiir jedes P € L einen -
Streifen I'(P) gibt, so daf gilt: A € Tr(P) = A C U, (i7)T(P).

c.) beziiglich der Breite beschrinkt, falls es eine natiirliche Zahl n und fiir jedes P € L und w € A
einen w-Streifen Q(P) gibt, so daff gilt: A € Tr(P) = A C U, (iw)Q(P).
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Es gilt der folgende

Satz 3.3 (Unbeschranktheit) Se: das zugrundeliegende Wurzelsystem By, und A das fundamentale
Gewicht, das in der zur kurzen Wurzel gehérenden Kante liegt, dann sind nicht alle Alkoven ldngs A
periodisch. Die Menge der Patterns ist sogar unbeschrdinkt, da sie beziiglich threr Ldnge unbeschrdinkt
1st.

Verdeutlichen kann man sich das Verhalten der Patterns in Bildern durch wiederholtes ,,Einschieben*
gewisser fester Teile: Ausgehend von den Patterns mit kleinem Bezugsalkoven

0
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1 2 1
2v 32 3 | 1 N\2]1

3|2 2
3
ergeben sich ldangs der Kante die folgenden Bilder:
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Die Aussage kann auch in einer Formulierung wiedergegeben werden, die die Berechnung der Polynome
mit Hilfe eines Computerprogrammes widerspiegelt. Dazu bezeichne [z, y] den Alkoven, der sich in
der z—ten ,,Zeile“ an der Stelle y befindet. Dann lassen sich obige Patterns in den folgenden Formeln
ausdriicken.

Satz 3.4 Sei das zugrundeliegende Wurzelsystem By. Sei x € N,z > 4 gerade. Dann gilt fir den
ersten Alkoven in der z-ten Zeile

Ny = Ne
+ ONpo11] + 0" No1,9) + N1 g
£_9
+ Z(UN[z—yA]
7=1

+v” Nig_2i—1,9] + VNg—2i—1,3] + V" Njg—2i_1,4]
+0? Njg—2i—21] + V" Nig—2i—2,9] + v’ Njp—2i-2,3) + VNjg—ai—2 4]

+USN[x—2i—3}1]>

fuir den zweiten Alkoven

Nigog = N2+ 0Nz
4+ V*Np—1,1] + * Ngo1,2) + v* Nig—1,3) + vNjgo1 4]
£_39
+ Z (1)]\7[35_21'73] + U2N[ap—2i,4]
=1

+U2N[x—2i—1,1] + USN[m—:zi—L:z] + U2N[z—2i—1,3] + v N[p_2i-1,4]
+U3N[:c—2i—2,1] + ”QN[a:—Zz'—Z,Z])

und fiir die dariiberliegende Zeile

ﬁ[m.{_],}z] = N[z+1,2]

N[z 2]

UQN[I—LQ] +vN[p_1,3 + 7J2N[a:—1,4] + vNp_15)
USN[m—:z,:z] + UQN[x—2,3]

£_2

Z <T)N[x+1—2i,3]

i=1

+ + +

+

+v” Nig_2i 3] + v° Ng—a; 4] + v* Njg_2i 5]
+20° Njg_2i—1,9) + VNg—2i—1,3] + v’ Njg_2i_1 4] + VNg_2i_1 5]

—}—21}3]\7[3;—22'—2,2] + UZN[z—Qi—Q,S])
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bezichungsweise
Nigt11] = Nag1,1] +0Ngq1 9
+ V' No13)+ N1,
+ 0’ Ngoa1]+ 0> Np_a 9
£_9
+ Z (UN[z—Qi,S] + v? Ny _ 9 4]
i=1

+U2N[z—2i—1,1] + UBN[x—zi—l,Q] + U2N[z—2i—1,3] + UN[p_2i_1,4)
+U3N[z—2i—2,1] + UQN[x—2i—2,2]> .

Beweis:  Durch direktes Nachrechnen kann man die vier Behauptungen fiir # = 4 verifizieren. Neh-
men wir nun an, die Formeln stimmen fiir alle Ny, 17, Ny, 57, mit y < z. Bezeichnet s die entsprechende
Spiegelung (mit der Veranschaulichung von Seite 10 an den Ebenen mit Punkt), so erhalten wir leicht

durch direktes Nachrechnen die Gleichung Ny, 11 91 = Ny, 5)C;s. Daraus folgt direkt eine der gewiinsch-
ten Formeln.

Nun konnen wir Ny, ., ;7 bestimmen, das sich als Ny, 5jCs abziiglich der ,, Anteile mit konstanten
Koeffizienten“ schreiben 148t (s bezeichnet hierbei die Spiegelung beziiglich den langen Seiten der
Alkoven). Wir erhalten

Nipy1,99Cs = Ngg1a)+ 0Ngy12) + v* Nip_13] + v Njg—1 4]
+ P Np_o1)+ 0" Njg_a 9]
z_9
+ Z (UN[z—Qi,S] + v? Nip_ai 4] + V2 Njg—9i—1 1]
i=1

+ v* Nig_gi—1,9) + V> Njg_2i—1,3] + vN[g—2i_1,4]
+ v® Njg_ai—o 1) + U2N[z—2i—2,2])

+  Npa 4 vNz] + v Nwo1,1] + 03 Nig_1 2] )
+ V' Npo13) N1
£_9
+ Z (UN[z—u,s] + U2N[z—2i,4] + U2N[z—2i—1,1] = Nip 9
=1
+ USN[z—2i—1,2] + UQN[z—Qi—l,S] + v N[p_2i-1,4]
+ v3Npp_9i—a1]) + UQN[.r—Qi—Q,Q]) )
532 )
+ Z (N[m+1—2i,5] + vNpp1-2i,6] + V> Nog1-2i 3] £-2
i=1 = Nipyi-oi
+ N[ yp1-9i 4] + v° Njgooi 3] + v Njp_o; 4] = le1=245]
+ v3Npp_ai 5 + U2N[z—2i,e]> )

Das ergibt die Formel fiir Nj;41 1)
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Bezeichne nun s die Spiegelung an Ebenen ohne Punkt. Dann gilt:

Nigy11Cs = Npgo)+ vNgpi+ v Nipy1,9] + VNjgt1 3]

1

+ Z (T)N[x—zz',-q + T)ZN[ac—Qi—l,Z] + vN[jg—2i-1,3]

i=0

+ v* Njg—2i—1,4] + v’ Njg_2i—2.1] + v* Nz 2i_2,9]

+ U2N[z—2i—2,3] + UN[p_4i—24 + U3N[z—2i—3,1])

£_3

+ Z (N[x—zi,s] + vN[g_2i9] + VN[z_2; 4]

i=1

4+ v? Njg—2i1] + ¥’ Ng—2i—1,1] + v* Njg_ai_1,9]

+ 3 Npp_sic13 + UQN[::—QZ'A])

Nach Abzug der ,, Anteile mit konstanten Koeffizienten® ist dies gerade die besagte Formel.

Sei nun s die Spiegelung beziiglich der langen Seite. Wir erhalten

Nipyo11Cs = Nipg2,9] + 0Nz42.1]

+ UzN[x+1,1] + USN[z+1,2] + UzN[x+1,3] + vN[z41,4]

21

+ Z (UN[:C—%,S] + v? Njp—a; 4] + V> Njg—2i—1 1]

i=0

+v? Nig—2i—1,9) + V> Nig—2i—1,3] + vN[p—2i—1.4]

+U3N[m—2i—2,1] + UQN[::—QZ’—Q,?])
Nig+1,1] + VN 1,9] + 0* Np—1 3]

+

+ N1+ 0 N2 1) + 07 Npoa )
£

+ Z (UN[m—Zi,S] + v° Ng—2i 4]
i=1

+ U2N[m—2i—1,1] + USN[z-2i—1,2]
+ U2N[m—2i—1,3] + v N[p—2i—1,4]
+ USN[z—2i—2,1] + UQN[z—Qi—Q,?])

Somit haben wir auch die letzte unserer obigen Formeln verifiziert.

43
z 9
- Z Nizy1,9)
i=1
= ﬁ[z-l—l,l]
%

Man kann sich aber auch auf andere Weise von der Richtigkeit dieser Aussage iiberzeugen, die nicht
auf die konkrete Gestalt des Wurzelsystemes und der ,einzuschiebenden Teile® eingeht, sondern nur

die Kenntnis einiger explizit berechneter Patterns voraussetzt.

Dazu bezeichne B den topologische Abschlufi des Alkoven B. Fiir die Menge TT aller Alkoven einer
festen Box und ein ganzes Gewicht X sei ZA+ T = {A € At |3z € Z, s0o daBl 2\ + A € TT}. Fiir eine

feste natiirliche Zahl z fithren wir folgende Bezeichnung ein:

2

s A+ = Jix+I={Ac A" | eEN, i<z sodab —i\+ A}

=0
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Nun gilt fiir ein Wurzelsystem R vom Rang zwei folgender

Satz 3.5 Sei Rang(R)=2. Sei T C At — A** die Menge aller Alkoven einer festen Bor, \ ein
fundamentales Gewicht, so daff A+ Tl C At — AT+ und A\ = 2\ € ZR fiir eine natiirliche Zahl z. Fiir

alle A € zS:\+H gebe es Ka,Ba,Sa € Z N[v]Ng, so daf
B=A

MA:I{A-FBA—}-SA. (31)
Dabei gebe es ein p € XU {0} mit folgenden Eigenschaften:

a.) Lings p sind die N' — Patterns periodisch.

b.) Es gibt eine natiirliche Zahl ng > 12 mit (Tr(((no —2A)KA4) UTr({(no — 2)>BA)) Al (Tr(KA) U
Tr(Ba)) =0, so daf

Noyga = (nAKa+ Y ((n—i)A+ip)Ba+ (np)Sa (3.2)
i=0
firneN mit n<ngund A€ zsj\—}—H gilt.

c.) Fir alle C € At und M C A qilt:

e CET(Ka), CNE(M)#£0= )€ K(M)
e CeTr(B4), CNK(M)# 0=\ pec K(M)
e C€Tr(Sa), CNK(M)#0=pec K(M)

Dann gilt fiir alle Alkoven A € 25;\ + 1T und jedes n € N:
Novgn = (WK a+ 7 ((n = A+ in)Ba + (S
i=0
Beweis: Eine allgemeinere Form des Satzes wird spiter bewiesen (Satz 3.6). &
Obwohl die Menge der Patterns im gerade beschriebenen Fall beziiglich der Lénge unbeschrénkt ist,

ist sie beziiglich der Breite sehr wohl beschrinkt. Tm allgemeinen gilt diese Beschrdnktheit beziiglich
der Breite aber nicht, wie das Beispiel G5 zeigt. Dies wird im folgenden behandelt.
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3.5 Unbeschranktheit im Fall G5

Fiir das Wurzelsystem (G2 sind Patterns beziiglich der Kante, die zur kurzen Wurzel gehort, nicht pe-
riodisch, vielmehr ist die Menge der Patterns sogar beziiglich der Breite unbeschriankt. Durch etwas
aufwendigere Rechnungen gelangt man zur Vermutung, dafl sich die Patterns wie in den folgenden
Bildern dargestellt verhalten:
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2
2 1 3
1 2
2 3
2 1 3 22
1 2
4 33
35 | 24
2 3 4
3 22 2 1 3
2 3 22
4 33
35 | 24
3 4 33
4 2 1 3.3 2
L4
3 22
44 3
5 4
4 33 4
33 2 24 | 13
33 2
44 3
5 4
44 3
L4
-’
- 24 | 13 3 4
33 2
4 5
5 4
44 3
3 4
2 4 5
5 4
3
4
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1
2 2
3
1
2
) .
3 1,3
24 22
NP3 | 2,
333 33 |222
2,24 44, 333,
33,\4 |33
13, 5
22\ 3
244
33 333
44
22,
2/33 | 2,
33 33322
244, 444,] 3.3,
4/ g5\ | 3
33 5.5
44
33
44
24
3
35 4
4 4 5
5
3
4
4

1
1
2
2 2 1
3 2
1
1 2
2 3
2 2 13 13
3 24
1 22, 1,1
1 2 2/33 2,2
2 33,3 2,2
2 2 3 13 2,24 44 |33 L3
3.3,
1 3 24 2,2, L1 3 24
3,\22/ 3 | 22\"?/ 2
2 333 33 |22 224
13 2,24 44, 333, 333
33,04 | 33/ +*
24 22, LLL 5 4 22
3,\22/3, | 22, 33 /a3, 2/ 3,
333 3, 2,22 244 333 33
333, 2,24,
224 aa |33 3 a4,
111 33,\4 ] 44 3.3, \4
i 5 44 2,2, 13 55
33 /5y 3, \22/33 | 2,
244 3,33 33322 24
333,
: fo 444,]33, 333
44, A/ s\ M| 3 faa,
44 2,2, 1,3, 55 4 4
3,\22 /33, | 2 \3
333 333 | 22 14 5
AR 333,
VEACHEYN LTS
13, 55 44 24
3 3 | 4
44 3,5
333, .
4 |5
(TN 5
44 24 3
3 4
3,5 4
4 4 | s
5
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2 1
1 3|2
N 2
2 1
3
P 1 3 3 22
L4
. 2 2 33 33
*
. 24 |13
. 3 4.4
23 1,3 3,5 |24
33 33 24 24
2 1 24 | 13
4,4 3,5
.
P4 3 3,5 | 24 22
. ° 1 4 33 3.3
4 3
5 4,4
2 3 5 | 4
3 5 4 4
4 3
4 5
3 5 4
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2
2 1
1
3 2
4 3
2
2 1 3 2
1 2,2 1
3 2
4 3
2 33 2
2 1 33 | 22 2,2 13
5 ) 22 13 33 24
4 3 44 | 33
2 33 24
33 | 22 2,2 133 33 | 22
2,2 13 2,24 3
3,3 2,44
4, 3,
33 24 44 | 33 33,5 4
2 1 2,2 13,3 24 3
1 2,24 33
3 2 33 2,44 3,5 4
4 3 4, 3, 4 3
2 44 | 33 33,5 44
33, 2.2
33 | 22 3| 22 24 3.3
g 3| 2
2,2 13 33 4
3,5 44
3.3 24 44 5
2,2 133 33 3 2 4
3 4 3
33 24, 44 5
4, 3, \¢4
4 aa | 33 33,5 44 33 5 4
33 33 | 22 3 2
24 33 4
44
3,5 44 5
4 3 4
3
5 4 5
4 3
4
3 3 2
4 3
4
5 4
4
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1 0
1
2| 1
2
2
3
1 2
2 3
2 3
3 3] 2 .
1 2 4] 3
2 3 N 3
3 312 4
2 4 | 3 2
3 Y3 3 A2
L
. 4 3|2 4
*
*
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2 2
3
1.3 2,2
24 33
2,2
33 33 2
44 3
22
33
3
4
3 2,2
4 33
2
3 33 24
44 35
2
3
33
4 4.4
5
3
4 .
4

) 2
3
1 22
) 2 33
3
13 22
24 | 33
1 22 3
2 2 33 33 | 2 4
3 44 3
13 22
24 | 33
22 3 2
33 33 | 2 4 3
44 3
3 22
4 | 33
3 2 33
.
4 3 33 | 24 44
44 35
3 22
4 | 33
33 4
33 | 24 44 5
44 35
3
4
. 33 4
.
44 5
3
4
4
5
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L4
.
-’
-’
[ 4
L4
.
L4
*
L4
.
.
.
L4
2 L4
1 '
3 [ 4
5 22
33
13
22, | L1,
24 224 13
133, 333,22,
3/ 24\ 35 2,43373

22, 44 ey
3 ,

333
2222

3,3, 2|1,

33 L33 /2,01,
24,\33/ 22,133
4444\ 444333
3,33, 333, 1224,

33 35, |44, /'3,

2o NS, |4, /333y ¢
44 4 S|4/ s,

33 3355
44 2,44

35,

5 33, 22,

3/ 2 |13\
444 44| 33 33,55
333 35, | 24, 244

44\ 5 | 44/35,

24, 4 5
4

3 3,55
4 44

5.5

3
4 4

5

1
2 2
3
2 11
1 2
3 22
2 2.2 1,13 3
22,
2 33 L1, 22 4
1 /22| 1,
3 2,24 24| 13 33
1,13,
2 22 5N 22 22
33 1 2.2, TN | 4/ 33
2 13 22 o L1,
3/22, | L1 3, 3/22
3 2,24 224] 13 333 2,24 ’
22 1,31,33, 333 22, 2,22,22,2, 1,13, -
s D fa2aN3S | 2435 \ 2 3 /22\"
, 11,3 2,2, ) 333, 113, /2, 2.2, 4,4
S/22, 1 1,\22/ 3, 33%2\33.¥ 22| 1,1\24/ 3,
224 224(1,13 33,3 44,44 244333 33,5
VAT VA G LI3S3AN R 224
22N | 2455\ N2 faaaN> | Y3
22 N4 A 131'33'3 22,11\ 2,22, 44, 33
> 3, ” 22, \"7/ 2233 4,4/ 3.3.3 44
333 444403 444|333 33355 >
2,222, 1,1,333, 333,222, 2,2,2,2,2,
, AN 223,3,3 22\ 3,344, 33\ 44
2| L NB2.2N /4,4,4.4)
L1334 111N 22,2, i 5,55, 3,4 5353,3, 333,
22, \33/ 22,1353 \4s/ 33 7 BN\ 44l ss
44 AAA 444|333 33,3353 4444 SRS
1,1,3,33, 333,222, 22222, 333
333/ 22N 33,144, / 3\ 44 T 55 | 44
2223 4'4'1'1' 5'55' 3'4' 35'3'3' 333, 222 44
g/ 3 P\ 2, | 13\ %
333,35, 4444\ 444|333 33355
2222 3,333/ \3.5.5, | 244 24,4
. 44\5 | 44/ 55
333, 2,22 9\44 5 3
%4, \33./24, | L3\44
4444 \3/ 44 |333 333,55 4
3333 35,0244 244
44\ 55| 44/3 5
4.4 5 33
44 4
3 5
4
33
4
44
3 5
4
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Fiir kleine Bezugsalkoven kann man dies explizit nachrechnen. Um zu beweisen, dafl sich das be-
schriebene Verhalten auch beliebig weit fortsetzt, benutze ich Satz 3.5, den ich in der folgenden
verallgemeinerten Form beweise.

Satz 3.6 Seill C AT — ATt die Menge aller Alkoven einer festen Boxz, A ein fundamentales Gewicht,
so daf A+ 11 C AT — ATt und X\ = zX\ € ZR fir eine natirliche Zahl z. Fir alle A € z. A+ 11 gebe

es Ka,Ba,S4 € Z N[v]|Ng, so daff
B=A

Njy=Ka+Ba+Sa, (3.3)
und es gebe ein p € XU {0} mat folgenden Eigenschaften:
a.) Lings p sind die N'-Patterns periodisch.
b.) Lings A sind Alkoven aus AT — (Z:\—}— II) periodisch

c.) Es gibt eine natiirliche Zahl ng > n, + ny + 2 mit (Tr(((no — DA K4) UTr({(no — 2)A) BA)) N
(Tr(Ka) UTr(Ba)) =0, so daff

Noxga = (nNKa+ > ((n—i)A+ip)Ba+ (np)Sa (3.4)

1=0
firn € N mit n <ng und A € zSS\—{— 1T gilt.
d.) Fiir alle C € AT und M C A gilt:

NK(M)#0=Xe K(M)
NK(M)#0=X\pe K(M)
NK(M)#0=puc K(M)

Dann gilt fir alle Alkoven A € 25:\ + 11 und jedes n € N:

Nosga = (NVKa+ Y ((n—)A+ip)Ba + (np)Sa.

i=0

Bemerkung 3.7 Fiir Rang(R) = 2 hat man gerade die Bedingungen von Satz 3.5, denn in diesem
Fall ist ny < 4. Im Fall (3 ist, wie aus den Berechnungen ersichtlich, n, = 6, falls y das fundamentale
Gewicht zur langen Wurzel bezeichnet. Fiir die beiden beschriebenen Félle Bs und G, bei denen die
Patterns nicht periodisch sind, reicht z = 1 aus. Im allgemeinen kann man fiir ein Wurzelsystem vom
Typ B — G (mit beliebigem Rang) z < 4 und fiir A; zumindest z <[4 1 wéhlen.

Um im folgenden lange Formelausdriicke reduzieren zu kénnen, verwende ich folgende Schreibweise:

n

B(n, A) = Z ((n — i)\ +ip)Ba.

Fiir den Beweis des Satzes bendtige ich einige Zwischenbehauptungen, die ich als Lemmata formuliere.
Zuerst brauchen wir noch eine

Definition 3.8 Fiir alle Alkoven A der dominanten Weylkammer und jede einfache Spiegelung s mit
As > A setzen wir Ry = N ,C; — N 4,.
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Lemma 3.9 Seien die Voraussetzungen wie tm vorhergehenden Satz. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

a.) es gibt es eine natirliche Zahl m < ng, so daff fir alle Alkoven A € Tl und ng > n > m gilt
ﬁnH—A = </\>M(n—1)A+A'

b.) es gilt Bp =0, und falls X\ % p sogar Sp = 0, fiir einen Alkoven D € ZS:\ + T1.
c.) es gilt Bp =0, und falls X\ % p sogar Sp = 0, fiir alle Alkoven D € zsj\ + 11.

d.) die Alkoven aus zsj\ + 10 sind lings A periodisch (mit dazugehdrigem ny < ng).

Beweis: Fir N =3 ,naNa € N definieren wir M(N) = >~ , na(1).
Nehmen wir an, da8 N\, , = <A>M(m—1))\+}l gilt, also

(mp)Ba + (mp)Sa = A+ (m —1)p)Sa. (3-5)

Dann mufl M(B,4) = 0 sein. Da aber By € ) 5 N[v]Np, gilt das nur, wenn bereits B4 = 0 ist. Fir

A # p folgt damit auch sofort S4 = 0. Damit impliziert also a.) die Bedingung b.).
Sei nun Bp = Sp = 0 fiir einen Alkoven D € z . A+TI, das heifit, fiir 1 < i < ng gilt N;y,p = (iA)Kp.
Das ergibt:

NirgnCs = (IA)(KpCs) = Njxyps + Rixyp- (3.6)
Angenommen Ds € ZS:\ + ITund Bp; # 0, dann gilt
M(Np,orips + Rigagn) > M(Y (no=1)r+Ds T Ring— 1)A+D)

da nach Voraussetzung M(R}, \,p) > M(R (no— )A+D) ist. Der Wert M(V ;5 pCs5) ist aber fiir alle 7 <
ng derselbe, also folgt Bps; = 0. Damit nun oblge Gleichung 3.6 stimmt, muf aber sogar M(RnUA+D) =
(R(no_l))\+D) sein. Wir erhalten damit fiir eine passende endliche Tellmenge TCNxA

0 = Nopgps — N Nna—1)a40s T Broxgn — (ARl 1)540
= (n0)Sps = (Wm0 = m)Spe+ 3 ((im)Se = (i = 1mSe ).
(i,C)eT

Daraus folgt aber

M) (o= 1mSps+ 3 (= DmSe)) = ) (o = )mSps + 3 (1= Dm)Se)),

(i,C)eT (i,C)eT

also, falls A + u,

((nom)Sps + > ({(i—1)m)Se) =0
(i,C)eT

Das ist aber sicherlich nur dann der Fall, wenn jeder Summand bereits Null ist, also insbesondere
Sps = 0. Fir Ds ¢ z</\ + T und Bps # 0 gilt M(R(no 1)>\+D) M(an0—2)A+D) und die Rechnung
lauft vollig analog.

Die Folgerung ¢)=> d) ist offensichtlich; d)= a) folgt direkt aus der Definition. Somit sind die vier
Aussagen dquivalent. &

Bemerkung 3.10 Der Zusatz A # pin b.) und c.) kann umgangen werden, wenn man fiir den Fall,
dafl A = p ist, einfach [\A = K4 + 5S4 anstatt K4 wahlt.
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Lemma 3.11 Seien die Vorausetzungen wie in Satz 3.6. Dann gilt fiir alle Alkoven aus zSS\ + 1T und
alle nattirlichen Zahlen n mit 2 <n < ng:
Noaga— <M>ﬂ(n—1)>\+A =\ (ﬂ(n—1),\+A - <H>ﬂ(n—2)>\+A)

Beweis: Unter Ausnutzung der Gestalt unserer Patterns erhalten wir

) (ﬁ(n_1)A+A - (#>ﬁ(n_z)A+A)
= (KA +NB(n—1,A) + A+ (n— 1)p)Sa
—()(((n = DN Ea + (N B(n—2,4) + (A + (n = 2)1)Sa )
= Nopa— (np)Ba — (np)Sa + (A + (n = 1)p)Sa
(N (n_1yaga T (0 = 1)) Ba + (p){(n — 1)p)Sa — (A+ (n = 1)p)Sa
= ﬁnHA - <:U>M(n—1)>\+A'
Damit haben wir die Behauptung gezeigt. &

Bemerkung 3.12 Bei diesem Lemma ist die Voraussetzung c.) des Satzes 3.6 und auch die Bedin-
gung beziiglich des Trigers eigentlich nicht nétig.

Fiir die in Definition 3.8 erklarten Reste gilt die entsprechende Formel wie fiir die selbstdualen Ele-
mente aus N

Lemma 3.13 Seien die Vorausetzungen wie in Satz 3.6. Dann gilt fiir alle Alkoven A € 25:\+H und
alle natiirlichen Zahlen n mit 2 <n < ng:

Rpyga— <ﬂ>an—1)A+A =) (an—l)/\+A - <ﬂ>an—2)A+A>'

Falls As € zgj\ + 10, gilt die Aussage auch fiir n = nyg.

Beweis:  Aus den Definitionen folgen fiir 2 < n < ng und A, As € 25:\ 4+ II mit As > A sofort die
beiden Gleichungen

Nogas = N _1pgas = AN(KaCs + BaCy) = ((n = DA+ p)KaCs
—Roxga (R _1yasa
O (N pnpae = 0N usppas) = Q) (((n = DN KA, + BaCy) = {(n = DA+ p)KaC)

=N (an—1)>\+A + </1>an—2)>\+;;>

Mit Lemma 3.11 erhalt man durch Subtraktion der beiden Gleichungen direkt die Behauptung. Ent-
sprechend gilt fiir D € 2 A+ 1l mit D < Ds = A+ A, wobei A € z.A+ 11, und n > 2:

Noxga— </‘L>M(n—1))\+A = ((n=1A(KpCs+ BpCs) —{((n —2)A+ p)Kp C,
—Rl_1aep (W RG_oyasp
N (Npoiyra = W Nozpnga) = W (0= 2N(EDC, + BoCy) = ((n = 3\ + p)KpC, )

~N(Ri_opnin + (1R

Durch Subtraktion erhilt man wiederum die geforderte Formel. &
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Lemma 3.14 Seien die Vorausetzungen wie in Satz 3.6. Dann gilt fiir alle Alkoven D € zS;\+n mit
D<Ds=XA+A, wobet A€z, A+11, und 1 < n < ng

() BpCe = ((n+ 1B+ ((n+ m)Sa — A+ n)Sa — (n)Sp)Ce
N ((n = Dm)SD)Cs) + Bargn = N Binoijrin
und fiir A, As € 255\4—1—[ mit As > A und 1 < n < ng
(nu)BaCs = (np)Bas + (np)Sas — ((n — 1)p)Sas — ((np)Sa)Cs
+A) ((((” = Dm)Sa)Cs) + Ronga — R _1)asa

Beweis:  Nach Definition von R, p ist folgende Gleichung erfiillt:
(¢ = DA + B(n =1, D) +{(n = 1))Sp ) C = (nX) K a + B(n, A) + (1) Sa + Ri, _1)x4p
= (mEpC, + (N B(n—1,D)C, + W) (((n = )p)Sp)C, )
= ((n+ DN Ka + 0B, A) + 0 ((11)54) + OV RY_1)s s
Andererseits gilt
("N KpCy + B(n, DYC, + ((n)Sp ) €,
=((n+D)NEKa+ B(n+1,A)+((n+1)u)Sa + Ryx4p-

Durch Subtraktion der beiden letzten Gleichungen erhélt man die erste Behauptung.
Ebenso gelten fiir A, As € 2. A+ 1T und 1 < n < ng folgende Formeln:

((nA)KA + B(n, A) + (nu)SA) Co = (nA)Kas + B(n, As) + (npu)Sas + R} x4

und
N (((n = DN K+ Bln=1,4) + ((n = 1))Sa ) )
= (\) (((n )N KA + B(n— 1, As) + {(n — 1)p)Sas + an_l)HA).
Wiederum durch Subtraktion ist auch die zweite der behaupteten Formeln gezeigt. &

Beweis des Satzes 3.6: Nach Voraussetzung gilt die Formel 3.4 fiir A € (z/\>(zs/~\ + II) mit ¢ < ny.
Sie gelte nun auch fiir i < n, (n € N). B
Sei D€z A+Tl mit D < Ds =X+ A (wobei A € z. A +1TI). Dann gilt:

Ny Cs = ((0A)Kp + B(n, D) + (np)Sp ) C,
= W (= DN Ep + B(n = 1,D) +{(n - )p)Sn)C; )
i) Bo G+ ((n)Sp)Cs = ) (= 1)) ) )
_— ((n)\ﬂ(A 4 B(n, A) + (np)Sa + an_l)HD)

) BoCs + (n)Sn)Co = W) ((((n = D)0 ) €.
nach Lemma 3.14 ist dies aber

= (N Ka+ B(n, A) + (0)Sa + Riy_1)r4p)
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) () Ba o+ (n)Sa = A+ (n = 1)) Sa = ((n = )i)Sp)C )
) (W ({0 = 2m)S0)Cy) ) + Rin—synrn = N REn-sprin)

+((np)5p)Cc = W) (({tn = D)0 ) .
= (n+DAN)Ka+B(n+1,A)+{((n+1)u)Sa
+ (1) (R(n 1a+n — (ARl s A+D) + (N Rln-1)rgn -

(*)

Koénnen wir noch zeigen, dafl (%) eine Summe von selbstdualen Elementen ist, dann ist die Behauptung
fiir N5, y1)x 44 bewlesen. Nehmen wir nun an, wir hitten dies bereits gezeigt, dann erhalten wir analog

zur obigen Rechnung fiir A € zsj\ + 1T mit As > A € ZS:\ + 11
ﬁ(n+1)A+ACb’ = (n+ DN Kas + B(n+1,As)+ ((n+ 1)p)Sas
+ W (Riaciypra — N Riacopnga) + O Rinsiyaga
(%%)

Untersuchen wir nun (%) bzw. (*%).
Betrachten wir zuerst den Fall = 0.
Sei ng < m < n. Wir setzen

TK,A,m},s = {B c AT | B e Trz(<(m — 2))\>[{ACS)}.

Bei Summation iiber Elemente aus dem ganzzahligen Triger eines Elementes aus A soll immer die
entsprechende (auch negative) Vielfachheit mitgezahlt werden, also statt Z pp(0)Np wird im
BeTrz(N)
folgenden einfach Z Np geschrieben. Fiir T 4 m s bzw. Ts 4 m s treffen wir analoge Vereinba-
BeTrz(N)
rungen. Auflerdem verwenden wir folgende Abkiirzung

m
C) = Zﬂu-yc
1=0
Dann koénnen wir schreiben:

Rl _o)xpa = Z Ne+ Z N(m=2,C)+ Z Ne. (3.7)

CeTk, A,m,s CeTRB, A, m,s CeTs, A,m,s

Nach Lemma 3.13 gilt:

Riaga — Rfm—1)/\+A =X (Rfm—1)/\+A - Rfm—z)HA)-

Mit der obigen Formel 3.7 erhdlt man die dazu dquivalente Aussage (wobei ich nun die Indizes
A,;m, s, C weglasse):

> Warge—Nage)+ 3 (Nm) = Nm—1))+ 3 No—Ne (5.8)

CeTxk CeTg CeTs

= 3 NWaye—Ne)+ Y W (Nm—1)=Nm=-2))+ Y No—Ne.

CeTx CeTg CeTs
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Fiir C € Tk gilt entweder C € AT — (Zj\ + 1) und wegen der Periodizitit lings A also Noy, o =
(MN,ycund Ny o = (M)Ng, oder C € ZX + 11 und nach Lemma 3.11 somit Noyse = Nyje =
(M (Naye — Ni). Also folgt aus Gleichung 3.8

Z Nopage = M Z ﬂ(m_l)H—C‘)-

CeTR CeTs

Wire nun C' € ZX+ T fiir einen Alkoven C' € T, wiren die Patterns nach Lemma 3.9 periodisch,
und wir wiren fertig. Andernfalls gilt statt Gleichung 3.7:

Rim—ayaga = Z Ne+ Z N(m—2,0)+ Z Ne

CeTk CETRN(A+—TL5HTT) CeTs
Damit erhalten wir:
() = > Waye—NNe+NNs o)
CeTx
+ 3 (Nr-1) = ONm -2+ WNE-1)) + 3 No— WV + W)V,
CeTg CeTs
= ZN/\+C+Z ( ”—1+<)\>N(n1/\+c) ZNC’
CeTx CeTs ‘—Nv—’ CeTs
N oato

Also ist (%) eine (endliche) Summe von selbstdualen Elementen. Analog erhilt man die entsprechende

Aussage fiir ().

Wenden wir uns nun dem Fall ;& # 0 zu. Sei mit den obigen Bezeichnungen

n—2
Rlu_opga = Z Ne+ Z ZM(n—Q—i)A+iu+C+ Z N_oyuge-

CeTk CeTg i=0 CeTs

Setzen wir ,

R(n,C,a,b) = Zﬂ(n—i)A-H;H—C
und schreiben fiir R(n,C,0,n) einfach R(n,C), dann gilt (wobei der Index C wieder weggelassen
wird):

() = Z (N sy — AN + (A Nate)
CeTx

+ Y (RO 1)~ (YR - 2)+ W R( - 1)) (3.9)

CeTg

+ Z (</‘L N(n Vu+C — <A></‘L>N(n 2u+C + <A> (n— 1)u+C)
CeTs
mit derselben Begriindung wie oben, und da die Patterns langs p

periodisch sind, gilt:

= Z ﬂ2A+C

CeTx

+ 3 (R = 1) = W(ERE - 2) + ORH - 1)

CeTy

+ Z Nopse

CeTs
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Fiir die zweite Summe koénnen wir noch weitere Umformungen vornehmen. Nach Lemma 3.11 gilt:

Z (WR(n—1,0,n, — 1) = (M {(p)R(n —2,0,n, — 1) + (MR(n—1,0,n, — 1) = R(n,0,n, — 1).
CELITT

Andererseits bekommen wir wegen der Periodizitdt langs A (Voraussetzung b.) des Satzes) die Glei-

chung

Z (WyR(n —1,0,n, — 1) = (A){(u)R(n — 2,0,n, — 1) + (A\)R(n — 1,0,n, — 1)

CEZIII
= (WR(n—-1,0,n,—1) = (wR(n—1,0,n, — 1)+ R(n,0,n, — 1)
= R(n,0,n, —1).

Damit erhalten wir fiir C € T

(W R(n—1) = N R(n = 2) + (N R(n - 1)

= R(n,0,n,—1)
+{(WR(n—1,nu,n—1) — A {(R(n—2,n,n—2)+ (MR(n—1,n,,n—1)
= R(n,0,n,—1)

+R(n,ny+1,n)— (MR(n—1,n,+1L,n—1)+{(MR(n—1,n,n—1)
= R(n,0,n,—1)4+R(n,n, =1,n)+(MNR(n—1,n,,n,)
= R(n)

Also bekommen wir schlief3lich:

(x) = Z Noxye + Z R(n) + Z Noyre

CeTk CeTp CegTs

Analog erhilt man auch, daff (%) eine Summe von selbstdualen Elementen ist.
Somit ist also der Satz 3.6 (und der Spezialfall Satz 3.5) bewiesen. &

Bemerkung 3.15 Jetzt ist natiirlich klar, dafy man, wenn man die feste Box II geniigend grof} wiihlt,
fiir alle A € z. A+1I stets K4, B4, Sa so bestimmen kann, dafl Tr(K4)NTr(Ba) = Tr(K4)NTr(Sa) =
Tr(Ba) NTr(Sa) = 0 gilt.



Kapitel 4

Stabilitdtsaussagen am Rand

Nachdem nun an zwei Beispielen im zweidimensionalen Fall klar wurde, daf3 die urspriinglichen Ver-
mutungen falsch sind, das heifit, daf§ die Patterns im allgemeinen weder periodisch noch beschrankt
sind, stellt sich die Frage, ob man dennoch periodische Eigenschaften feststellen kann. Der folgende
Satz besagt, daf} ein gewisser ,,Kopf“ der Patterns immer stabil bleibt.

Definition 4.1 Sei M eine Teilmenge der einfachen Wurzeln. Wir bezeichnen mit
Su = (sa | @ € M)

das Erzeugnis der einfachen Spiegelungen zu M. Sei zusitzlich A € A% ein fester Alkoven. Der Kopf
(von A beziglich M) sei definiert als

Ky (A) = {B € A" | es gibt keinen Alkoven C C V — | ] sC: B < C < A}
SESN

Sei A € X1 ein dominantes Gewicht, wy,...,w, die fundamentalen Gewichte. Schreibt man nun
A= Z?:l A;w; als Linearkombination der fundamentalen Gewichte, dann bezeichne A = ZM;&O w;.

Nun koénnen wir den zentralen Satz dieser Arbeit formulieren:

Satz 4.2 Sei M C A eine Teilmenge der einfachen Wurzeln und A € X+ N K(M). Dann gilt fiir alle
Alkoven A C X+ C die Gleichung

Tr({ =M Napa — Na) N Ky (A) =0
Fiir den Beweis des Satzes bendtigen wir einige Vorbereitungen.

Lemma 4.3 Sei M C A eine Teilmenge der einfachen Wurzeln. Sei A € X+ N K(M). Dann gilt fiir
jeden Alkoven B die Schlufifolgerung

B¢ |J sc=-x+B¢ | sC

SESNM SESn

Beweis: Sei HS; die Menge der Hyperebenen zu Spiegelungen aus W — Sys. Da jede einfache Spie-
gelung s, gerade a auf —a abbildet und die anderen positiven Wurzeln permutiert, gilt:

B¢ U sC < B C H~ fiir mindestens ein H € H§;.
SESM

Da aber immer —A + H~ C H~ ist, folgt die Behauptung. &
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Lemma 4.4 Fiir alle Alkoven A € At gibt es eindeutig bestimmte pg 4 € L, so daff gilt:

Ma=M, =) pa.My (4.1)
B<A

Beweis: Da fiir alle Alkoven die Gleichung My = M 4, — Z mp 4 Mp erfiillt ist, erhélt man schlief3-
B<A
lich die Darstellung M4 = M 4 — Z PB4 M p. Natiirlich ist {M 4 | A € A} linear unabhéingig, also

B<A
Basis des £-Moduls M. &

Hilfssatz 4.5 Sei M eine Teilmenge der einfachen Wurzeln. K (M) die zugehdrige Facette der do-
minanten Weylkammer. Fir A € K(M) N X und jeden Alkoven A C A+ C gilt

Tr((= MMoyya— My) N Ey(A)=0. (4.2)
Beweis: Nach [Sol, Korollar 6.9] gilt fiir alle A € A
My, 4= ResonoAlt(ﬂA+A).

Dabei bezeichnet n die Partitionsfunktion, Res die Restriktionsabbildung und Alt die Antisymme-
trisierung um —p. Zu jedem Alkoven B und jedem z € W gibt es einen Alkoven z *« B, so daf}
(= p)a)}p)Pp = P, p gilt. Mit den Bezeichnungen von [Lu]ist p+ 2% B = (p+ B) * .

Sei o € A eine einfache Wurzel und F,, C F die Menge der Spiegelebenen, die auf o senkrecht stehen.
Seien Fy, Fa, ..., F, € F, die Spiegelebenen, die B und s, * B trennen. Dabei soll fiir 1 < 7 < n stets
F; im positiven Halbraum von F;41 liegen. Dann ist n gerade und es gilt

Sa* B = s1s9 - sn(B),

wobei s; die Spiegelung an F; bezeichnet. Insbesondere ist also s, x B < B und s, x B ¢ UsESM sC,
falls s, & Sar.

Definieren wir den Trager in naheliegender Weise (analog zur Definition 2.5) auch auf dem nach unten
vervollstindigten Modul (bei Soergel heifit er P), gilt also fiir B € At und alle z € W mit z ¢ Su
fiir jeden Alkoven C':

C€Tr(no (= p)x)p)(Pp)) = C ¢ Ku(B),

da C < zxB < B. Fiir C € Tr(no (= p)(z)(p)(Pr44)) erhalten wir —A+C <= —A+zx(A+A) < A,
wobei —A 4+ zx(A+ A) ¢ U sC nach Lemma 4.3. Also ist =X + C' ¢ K (A).

SESN
Offensichtlich gilt aber andererseits

(=N DO =p)a)(p) Paga) = D (=1 (=p)a)(p) P

TESNM TESM
Insgesamt bekommen wir also
Tr(( = NMyyq — My) N Ky(A) = 0.

Das ist aber gerade die besagte Formel. &

Eine analoge Aussage kann man auch beziiglich des Dualisierens bekommen. Bis auf einen , Rest®
vertauschen Verschiebung um ganze Gewichte und Dualisieren miteinander, wie das folgende Lemma
besagt.
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Lemma 4.6 Seien A und A wie oben. Dann gilt folgende Formel:
Tr(( — )\>M>\+A — M—A) N K'M(A) =0.
Beweis: Nach Lemma 4.4 gibt es eindeutig bestimmte Polynome pg , € £, so daf3

Ma=M,+ Z P, aMp, und somit auch My, 4 = (A\)M , + Z Pea{A)Mpg.
B<A B<A
Nach dem Hilfssatz 4.5 gibt es fiir alle B < A ein Ry (B) € M mit Tr({ — A)Rpr(B)) N Kpr(B) = 0,
so daf

M>\+A = M)\+A RM Z DB, A(M)\-l-B RM( ))
B<A

Insbesondere gilt fiir B < A auch Tr({ — /\>RM( )N Kam(A) = 0.
Also gibt es ein R € M (ndamlich R = Ry (A) + Z pB,aRM(B)) mit Tr({ — A)R) N K (A) =0, so

B<A
daf
Myya = MA+A + Z pB,AM)\-I-B - R.
B<A
Natiirlich gilt auch Tr({ — A)R) N Ku(A) = 0, das heifit
M)\-(-A = M)\+A + Z pB,AM)\+B -R
B<A
= </\>M +RM +ZpBA( MB"'RM(B))_E
B<A
= (AMas+R-R.
Dies ist aber gerade die Behauptung. &

Eine entsprechende Aussage gilt fiir unsere Dualitit in dem Modul V.
Lemma 4.7 Sei wiederum X und A wie in den vorhergehenden Lemmata. Dann gilt auch hier
TI‘(< - A>N)\+A - WA) N IX’M(A) = @

Beweis: Die von Soergel in [Sol, Beweis zu Theorem 3.5] definierte L-schieflineare Bijektion ¢ :
N — M vertauscht mit der Dualitit und fir z € W gilt ¢(N,) = (—l)l(“’)Mx. Seien nun dy, , € £ so
gewihlt, daf}

Moo= dyaMy = 3 dyo(=1)D6(N,) = (3 (<1 W N,),

y<w y<w y<e

Mit M, = (—1)1(”)¢(Nz) = (—1)l(”)¢(N_z) erhalten wir somit N, = Z(—])l(y)_l(z)m]\fy, in Alko-

y<z
venschreibweise ausgedriickt
Z d(A B) dB ANB
B<A
Nach Lemma 4.6 kann man aber auch
Myta = Z dp aMip + Rest mit Tr({ — A) Rest) N Kpr(A) = 0.

B<A

schreiben. Das impliziert aber Ny 4 = ZB<A dp,aNxyB + Rest. Somit ist die obige Behauptung
bewiesen. &
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Nun konnen wir Satz 4.2 beweisen:

Nach Definition gilt ng 4 = 1 fiir alle A € AT. Sei D € At mit D < A+ A und —A+ D € Ky (A).
Fiir alle Alkoven B € AT mit D < B < A\ + A gelte

NBA+A = N_A4B,A- (4.3)

Wir wollen nun zeigen, dafl diese Gleichung auch fiir den Alkoven D erfiillt ist. Nach Definition der
KazupaN-LuszTiG-Polynome gilt

M)\+A: Z nB,A+ANB: ZnB,AN_B‘l' ZnB,)\+AN_B- (4.4)
BeA+ B>D ByD

Fiir jeden Alkoven A € AT sei Na= Z dp,aNp die Darstellung von ‘N 4 in der Standardbasis.
B<A
Setzt man dies in Gleichung 4.4 ein, erhélt man durch Vergleich der Koeffizienten von Np gerade

NpA+A = D ata + Z (ncatadp c).
CvD

Das bedeutet aber, dafl die Gleichung

+
D A+A = Z (nca+adn,c)
CvD

richtig ist. (Hier bezeichne p* den Anteil des Polynomes p mit positiven Exponenten.) Véllig analog

erhalt man
+

N_A4D,A = Z (nc,ad-x4+p.c)
C>-X+D
Liegt nun —X + D im Kopf Ky (A) von A, dann bedeutet das nach Lemma 4.6 gerade dp xya =
d_xtp,a. Danun aber auch jeder Alkoven, der groBer als —\ + D ist, in K (A) enthalten ist, folgt
unter der Annahme 4.3 aus den letzten beiden Formeln gerade

NDA+A = N_X\tD,A-

Das gilt nun fiir alle Alkoven D mit —A + D € Kp(A). Das ist aber gerade die Behauptung des
Satzes. ¢
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NOTATIONEN

Liste der Notationen

A
A+t
At

=

anala
v; I
2

S SR
+
K

(Ha Hz; ﬂa:a hz,y)
I{A; BAJ SA

K (M)

K (A)

4)

giylr\h

(Ma Mz‘aMma mz,y)
(Na Nz, N, ”z,y)
N(n, A)

Nz.91

Ty, M)

(P, chaﬂcmpm,y)
Iy

11

TIzx

2 A+ 11

PO

N(A)a EA

R

Ry
R(n,C,a,b),R(n,a,b)
R(n,C), R(n)
res

Res

p

Sa

Tk, A,m,s, Tk

die Menge aller Alkoven

die Menge der Alkoven in der um p verschobenen dominanten Weylkammer
der fundamentale dominante Alkove

der (topologische) Abschluf} eines Alkoven

die alternierende Abbildung P? — P97

die Antisymmetrisierung um —p

eine Wurzel und ihre duale Wurzel

abkiirzende Schreibweise fiir Y i, ((n — i)\ + ip)Ba

die dominante Weylkammer

der Abschlufl der dominanten Weylkammer

selbstdualer Erzeuger von H

Anzahl der Hyperebenen, die die Alkoven A und B trennen

die Menge der einfachen Wurzeln

Partitionsfunktion (siche [Sol])

die Menge der affinen Spiegelebenen

offener positiver bzw. negativer Halbraum zu einer Hyperebene F' € F (vgl. S. 10)
die Hecke-Algebra

die Hecke-Algebra mit Basis und selbstdualen Elementen (siehe Definition 1.3
und Satz 1.4)

der Kopf-, Bauch- und Schlufiteil eines systematisch verhaltenden Patterns
die Facette beziiglich M C A (siche Definition 2.4)

der Kopf (eines Patterns) beziiglich A

der Ring der Laurentpolynome

untere Ecke der Box, die A enthilt.

Bezeichnung fiir 3, ., wi.

meist eine Teilmenge der einfachen Wurzeln

definiert im Beweis von Lemma 3.9

die parabolischen Hecke-Moduln (meist in der Alkovenschreibweise My etc.),
definiert in Kapitel1.2

abkiirzende Schreibweise fiir ., Nirie

andere Bezeichnung fiir N4 (durch ,,Zeilen- und Spaltenangabe“) im Fall Bs.
Grenzangaben bei Periodizitit lings p bzw. A (Seite 12, Definition 2.4)

der periodische Hecke-Modul

die fundamentale Box

die Menge der Alkoven einer (nicht notwendig der fundamentalen!) Box

alle Alkoven, die man durch eine Translation der Alkoven aus IT um ein ganzzahliges
Vielfaches von X erhilt

alle Alkoven, die man durch eine Translation der Alkoven aus IT um ein positives
ganzzahliges Vielfaches kleiner z von A erhélt (siche Seite 43)

Untermodul von P mit Dualitét

ein Pattern mit Bezugsalkoven A

Wurzelsystem

definiert als R = N 4,Cs — N 4,.

abkiirzende Schreibweisen fiir Z;’:a M(n_i)A+w+C

abkiirzende Schreibweisen fiir 5 -, Nn—iyryiptc

die Restriktionsabbildung nach A/

die Restriktionsabbildung nach M (siehe [Sol])

die Halbsumme der positiven Wurzeln

(einfache) Spiegelung beziiglich o

die Alkoven, die im Tréger von ((m — 2)A)K4C,} enthalten sind
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TB,Am,s, 1B
Ts,a,m,s, Ts
BeTr(N)

Tr(N)
Trz(N)
W =Wy
W, )
Wy, Ss)
X
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die Alkoven, die im Tréger von ((m — 2)A)B4C;} enthalten sind

die Alkoven, die im Tréger von ((m — 2)A)S4C,} enthalten sind
abkiirzende Summenschreibweise, auf Seite 61 definiert

der Triger eines Elementes aus N/

der ganzzahlige Triger eines Elementes aus A (definiert auf Seite 18)
die endliche Weylgruppe

eine Coxetergruppe (insbesondere die affine Weylgruppe)

die parabolische Untergruppe von W

die Menge der ganzen Gewichte

die Menge der dominanten Gewichte

definiert im Beweis des Hilfssatzes 4.5

die Menge der fundamentalen Gewichte

Ordnungsrelation auf der Menge der Alkoven, definiert auf Seite 10
Operation von w € W auf po

Verschiebung eines Patterns oder eines Elementes aus N oder M um ein
dominantes Gewicht (siehe Seite 12)
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