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Einleitung
Die vorliegende Arbeit wurde motiviert durh das Problem der Bestimmung der Komposi-tionsfaktoren primitiver Quotienten. Dabei bezeihnet "primitiver Quotient\ den Quotientender universell Einh�ullenden Algebra U(g) einer halbeinfahen komplexen Liealgebra g nahdem Annihilator eines einfahen g-Moduls.Dies ist zuerst einmal ein U(g)-Bimodul mit ehtem zentralem Charakter, aber verm�oge einer�Aquivalenz von Kategorien ([BG℄) durh ein Objekt in der Kategorie O beshreibbar. Insbe-sondere hat dieses endlihe L�ange, und es maht Sinn, nah Kompositionsfaktoren zu fragen.Die m�oglihen Subquotienten einer Jordan-H�olderreihe werden durh ein dominantes Ge-wiht mit den Elementen einer entsprehenden Teilmenge der Weylgruppe parametrisiert; imregul�aren Fall ist das gerade die gesamte Weylgruppe.Im Extremfall, wenn der einfahe Modul gerade ein Vermamodul ist, wird sein Annihilatordurh einen Satz von Duo ([Di, 8.4.3℄) bestimmt und h�angt nur vom zentralen Charakterab. Die Kompositionsfaktoren des zugeh�origen Quotienten sind genau die des entsprehendenVermamoduls und sind somit mit Hilfe des Kazhdan-Lusztig-Algorithmus bestimmbar.In den shwierigeren F�allen ([Ja2, 7.2℄) entspriht die Beshreibung der Annihilatoren ein-faher Moduln dem Auf�nden gewisser Untermoduln in den Vermamoduln zu dominantenGewihten. Andererseits wird ein primitiver Quotient auh durh ein homomorphes Bild einessolhen Vermamoduls beshrieben. Insbesondere reiht es aus, die Bilder von Homomorphis-men zwishen Hauptserien zu beshreiben.Der Begri� "Hauptserie\ stammt dabei aus der Darstellungstheorie reeller Liegruppen undbezeihnet eine induzierte eindimensionale Darstellung einer minimalen parabolishen Unter-gruppe (siehe [Va℄, [Di℄). Durh geeignete Komplexi�zierung liefert das die Hauptserien inunserem Sinne. Eine solhe Hauptserie (in [AL℄ "getwisteter Vermamodul\) ist in diesem Fallein Objekt in O, das dieselben Kompositionsfaktoren wie der entsprehende Vermamodulbesitzt, welhe aber anders angeordnet sein k�onnen. Als Spezialf�alle der Hauptserien treteninsbesondere die Vermamoduln selbst, aber auh ihre dualen Moduln auf. In der vorliegen-den Arbeit wird gezeigt, da� die Menge der Hauptserien unter der Dualit�at auf O invariant ist.1



2 EinleitungBeide Herangehensweisen zur Beshreibung der primitiven Quotienten, sowohl die mit Hilfevon Untermoduln als auh durh Quotienten von Vermamoduln, waren Ausgangspunkt un-serer Untersuhungen.Entsheidende Grundlage und "Werkzeug\ der vorliegenden Arbeit bietet der von W. Soergel([So2℄) de�nierte Kombinatorikfunktor V eines regul�aren Bloks von O in die endlihdimen-sionalen Moduln �uber dem Kohomologiering der zu g geh�orenden Fahnenmannigfaltigkeit.Dabei wird dieser Ring als Koinvarianten S(h)=(S(h)W+ ) der symmetrishen Algebra �uber derfest gew�ahlten Cartanshen Unteralgebra h von g beshrieben. F�ur nihtregul�are Bl�oke lie-fert der Funktor Moduln �uber Invarianten der Koinvarianten (Soergels Endomorphismensatz).Aufgrund der von W. Soergel bewiesenen Volltreue des Funktors auf Projektiven, beshreibtV den gesamten Blok.Mit Hilfe des Kombinatorikfunktors konnten wir f�ur Wurzelsysteme vom Rang 2 und f�ur TypA3 die primitiven Quotienten mit den sie harakterisierenden Untermoduln bzw. Quotientendes entsprehenden projektiven Vermamoduls bestimmen. Obwohl diese Ergebnisse bereitsbekannt sind, bietet unser Ansatz jedoh eine rein kombinatorishe Zugangsweise. Um all-gemeinere, auh f�ur andere Wurzelsysteme g�ultige, Ergebnisse zu erlangen, haben wir dieHauptserien als solhe untersuht. Im folgenden zeigen wir, da� die Hauptserien unzerleg-bar und ihre Endomorphismenringe eindimensional sind, sie aber keine Selbsterweiterungenbesitzen. Neben Endomorphismen und Selbsterweiterungen werden auh Homomorphismenund Erweiterungen zwishen "benahbarten\ Hauptserien bestimmt. Diese Ergebnisse sindv�ollig analog zum Extremfall der Vermamoduln, was siherlih den zweiten Teil des Namens"getwistete Vermamoduln\ rehtfertigt. Andererseits sind die Morphismenr�aume (bzw. Er-weiterungen) zwishen einer Hauptserie und ihrer dualen im allgemeinen niht eindimensional(bzw. trivial), was mit dem ersten Teil der Bezeihnung "getwistete Vermamoduln\ ver-deutliht wird.Mit Hilfe dieser Ergebnisse leiten wir auh die Existenz und Charakterformeln verallgemei-nerter Kippmoduln her, die Fahnen mit getwisteten Vermamoduln als Subquotienten besitzen.Der oben beshriebene Funktor V liefert uns aber zus�atzlih eine Art Graduierung auf O.Die Koinvarianten tragen auf nat�urliher Weise eine Graduierung, wodurh wir eine gewisseUnterkategorie von O als Modulkategorie �uber einem graduierbaren Ring au�assen k�onnen.Wir stellten uns die Frage, welhe der Moduln einen graduierten Lift besitzen. Durh dieEinf�uhrung einer graduierten Version von "Vershiebung durh die Wand\ erhalten wir dieGraduierbarkeit aller Projektiven, Einfahen und aller Standardobjekte. Durh geeignete Kon-ventionen und Wahl sind wir in der Lage zu zeigen, da� die Grothendiekgruppe der gradu-ierbaren Objekte als graduierte Gruppe dann isomorph zur Hekealgebra ist. Das erm�oglihteine kombinatorishe Beshreibung der graduierten Versionen der Vershiebungsfunktoren.Mit den Ergebnissen der Kazhdan-Lusztig-Theorie k�onnen wir die KoeÆzienten der Kazhdan-Lusztig-Polynome als graduierte Multiplizit�aten deuten. Dies entspriht den Ergebnissen in[BGS℄, untersheidet sih jedoh in der Zugangsweise.Die graduierte Version der Vershiebungsfunktoren liefert auh Lifts f�ur die Hauptserien. Daserm�ogliht uns die Beshreibung primitiver Quotienten durh ein homomorphes Bild einer ho-mogenen Abbildung zwishen einem Lift des entsprehenden projektiven Vermamoduls und



Einleitung 3einem Lift der zugeh�origen Hauptserie. Dadurh erh�alt man eine "obere Shranke\ f�ur diem�oglihen Kompositionsfaktoren. Im Fall von einfahen Multiplizit�aten ist das eine wirklihsharfe Shranke und l�ost unser Problem. Durh die Kombinatorik der Hekealgebra ist esauh f�ur h�ohere Multiplizit�aten m�oglih, diese obere Absh�atzung explizit anzugeben. Miteiner Identi�zierung der einfahen Kompositionsfaktoren im entsprehenden projektiven Ver-mamodul und der Hauptserie konnten wir im wesentlihen eine Vermutung von A. Josephzeigen, die besagt, da� die Einfahen, welhe in beiden Moduln im gleihen Grad auftreten(sogar mit Multiplizit�aten), genau die einfahen Kompositionsfaktoren des zu untersuhen-den primitiven Quotienten sind. Diese Identi�zierung ist jedoh sehr unbefriedigend und f�urkonkrete Berehnungen wenig hilfreih.Die von A. Joseph ge�au�erte Vermutung wurde urspr�unglih im Blik auf eine Jantzen�l-trierung f�ur Hauptserien aufgestellt. Eine solhe Verallgemeinerung der Jantzen�ltrierung aufHauptserien wurde von H.H. Andersen und N. Lauritzen ([AL℄) de�niert. Es ist bekannt(siehe [BB2℄, [BGS℄), da� diese Filtrierung auf den Vermamoduln mit der assozierten Filtrie-rung der in der vorliegenden Arbeit beshriebenen Graduierung �ubereinstimmt. Es bestehtnat�urlih die Vermutung, da� dies auh f�ur die �ubrigen Hauptserien der Fall ist. Eine ersteAnn�aherung konnten wir durh eine graduierte Form der von H. Andersen und N. Lauritzenbewiesenen Summenformel f�ur getwistete Vermamoduln zeigen. F�ur die mit einer einfahenSpiegelung getwisteten Vermamoduln oder ihren dualen ist es (durh Zur�ukf�uhrung auf denbereits bekannten Fall) ebenfalls rihtig. Die Behandlung des allgemeinen Falls bleibt jedoheiner weiteren Arbeit vorbehalten.Wir m�ohten, umMi�verst�andnisse zu vermeiden, noh darauf hinweisen, da� der in dieser Ar-beit verwendete Begri� "Blok\ einer abelshen Kategorie einfah einen direkten Summandenbezeihnet. Insbesondere mu� ein Blok niht notwendigerweise unzerlegbar sein. Au�erdemshreiben wir f�ur ein Objekt M einer Kategorie C stets M 2 C anstatt M 2 Ob(C).



4 �Uberblik�UberblikDas erste Kapitel behandelt insbesondere die Morphismenr�aume zwishen Projektiven derKategorie O. Zentrales Hilfsmittel dazu ist der von W. Soergel [So2℄ de�nierte Kombinato-rikfunktor V. Damit wird es auh m�oglih, O explizit als Darstellungskategorie von endlihenK�ohern zu beshreiben.Das Hauptresultat des Kapitels besteht in einer notwendigen und hinreihenden Bedingung,wann ein unzerlegbares projektives Objekt in O einen kommutativen Endomorphismenringbesitzt (Hauptsatz 1.3.1). Mit Deformationsargumenten (siehe [Jau℄) kann gezeigt werden,da� der Endomorphismenring eines unzerlegbaren Projektiven P (x � �) kommutativ ist, fallsder entsprehende projektive Vermamodul mit einfaher Multiplizit�at auftritt, das hei�t, falls(P (x � �) : M(�)) = 1 gilt f�ur dominantes Gewiht �. Wir geben hierf�ur einen alternativenBeweis an und zeigen auh die Umkehrung.Als weitere Anwendung des Kombinatorikfunktors (Satz 1.4.1) bestimmen wir die Sokel derprojektiven Objekte. F�ur diese m�ogliherweise bereits bekannte Tatsahe konnte kein Beweisin der Literatur gefunden werden.Ein Satz von E. Bakelin in [B℄, der die Untermoduln von Projektiven beshreibt, welhevon einer Potenz des zentralen Charakters annihiliert werden, wird auf injektive Objekte ver-allgemeinert. Genauer gilt (Satz 1.5.4) f�ur dominantes Gewiht � und zentralen Charakter��: I(x � �)=(ker��)I(x � �) �= M(I:r(�))r(�):In einem Artikel von W. Soergel ([So3℄) wird eine Erweiterung des Kombinatorikfunktors vonO auf den Blok der Harish-Chandra-Bimoduln mit trivialem verallgemeinertem zentralenCharakter de�niert. Der dort bewiesene Struktursatz besagt, da� dieser Funktor - als Funk-tor in die Bimoduln �uber dem Zentrum der universell Einh�ullenden Algebra - volltreu ist. Wirde�nieren diesen Funktor f�ur beliebige "ganze\ Bl�oke und beweisen einen verallgemeinertenStruktursatz in Kapitel 2. Die Vertr�aglihkeit des Funktors mit Tensorprodukten (siehe [So3℄f�ur den trivialen Blok) wird ebenfalls gezeigt.Das dritte Kapitel ist den Hauptserien gewidmet. Die Resultate sind nur f�ur regul�are ganzeGewihte formuliert, lassen sih jedoh ohne Shwierigkeiten auh auf beliebige ganze Ge-wihte �ubertragen. Das erste Hauptresultat, beshreibt das Duale einer Hauptserie. Genauerist f�ur ein ganzes Gewiht � die Hauptserie aus O� mit den Parametern x und y 2 Wdual zur Hauptserie mit den Parametern w0x und w0y. Das zentrale Argument des Bewei-ses ist die Existenz einer die Hauptserien harakterisierende kurzen exakten Sequenz. Dieserm�ogliht die Beshreibung der Hauptserien als geometrishe Objekte oder auh als semiin-�nit induzierte Moduln (siehe [AL℄). Ein zentrales Resultat der vorliegenden Arbeit bestehtaus dem Homomorphismensatz (Hauptsatz 3.3.3), der die Homomorphismenr�aume gewisserHauptserien bestimmt. Insbesondere impliziert das die Unzerlegbarkeit der Hauptserien (vgl.Lemma 3.3.1). Durh den damit zu gewinnenden Satz 3.3.4 �uber einfahe Erweiterungen vonHauptserien sind wir in der Lage "getwistete\ Kippmoduln (Satz 3.4.2) zu de�nieren undihre Charaktere anzugeben. Die besagten Moduln sind unzerlegbar und haben eine Fahne,deren Subquotienten isomorph zu gewissen getwisteten Vermamoduln sind und zus�atzlih dieeinfahen Erweiterungen mit ihnen trivial sind. Insbesondere liefert das eine F�ulle von Fil-trierungen auf dem antidominanten Projektiven.



�Uberblik 5In Kapitel 4 beshreiben wir, wie man eine gewisse Unterkategorie von O als graduierte Mo-dulkategorie au�assen kann. Wir nennen Objekte aus dieser Unterkategorie "graduierbar\.Insbesondere sind alle Projektiven und Standardobjekte graduierbar. Wir fassen dazu einen"ganzen\ Blok in O als Moduln �uber dem Endomorphismenring eines projektiven Erzeugersauf. Mit Hilfe des von W. Soergel de�nierten Kombinatorikfunktors V wird dieser Endo-morphismenring zu einem Z-graduierten Ring. Wir de�nieren dann Lifts von projektivenund einfahen Moduln. Eine graduierte Version der Vershiebungsfunktoren liefert Lifts derVermamoduln und ihrer dualen. Diese Graduierung ist genau die in [BGS℄ beshriebene. DerZugang ist jedoh anders gew�ahlt. Es wird gezeigt, da� es eine graduierte Version der Dualit�atgibt. Mit Hilfe der Kazhdan-Lusztig-Theorie erhalten wir eine Interpretation der KoeÆzien-ten der Kazhdan-Lusztig-Polynome durh graduierte Multiplizit�aten.Die oben beshriebene Graduierung, erm�ogliht es, in Kapitel 5 die Hauptserien zu graduieren.Die Motivation daf�ur entstammt einer Arbeit von A. Joseph [Jo6℄, in der beshrieben wird,inwiefern eine solhe Graduierung Information �uber Kompositionsfaktoren primitiver Idealeliefern kann. Dieser Frage wird in Kapitel 7 nahgegangen. Wir beshreiben als Verallgemeine-rung des Kazhdan-Lusztig-Algorithmus ein Verfahren zur Bestimmung der Graduierung derHauptserien mit Hilfe der Hekealgebra. Explizite Berehnungen von K�oherdarstellungen zuHauptserien f�ur Wurzelsysteme vom Rang 2 zeigen, da� die Hauptserien im allgemeinen wederrigid noh Koszul sind.H. Andersen und N. Lauritzen de�nieren in [AL℄ eine Jantzen�ltrierung auf den Hauptserienund beweisen daf�ur eine Summenformel. Wir beweisen in Kapitel 6 eine entsprehende Sum-menformel f�ur die in Kapitel 5 eingef�uhrte Graduierung auf den Hauptserien.Das letzte Kapitel der Arbeit untersuht die von A. Joseph in [Jo6℄ implizit ge�au�erten Ver-mutungen. Sie werden in unseren Kontext �ubertragen und umformuliert. F�ur Kompositions-faktoren, die in dem dominanten Vermamodul M(0) mit einfaher Multiplizit�at vorkommen,kann kombinatorish bestimmt werden, welhe davon auh in einem primitiven QuotientenU=AnnU L(x � 0) vorkommen. F�ur h�ohere Multiplizit�aten liefert unser Verfahren zumindesteine obere Shranke, die unter einer etwas k�unstlihen Identi�kation der einfahen Komposi-tionsfaktoren in M(0) mit den entsprehenden Hauptserien (siehe Hauptsatz 7.4.2) pr�azisiertwerden kann. Wir ho�en, da� die reht umfangreihen Berehnungen dennoh geeignet sind,die grunds�atzlihen Shwierigkeiten der Thematik aufzuzeigen.



KAPITEL1Kategorie O: Der Funktor V undAnwendungen
In diesem Kapitel werden wir projektive Objekte der Kategorie O, genauer von gan-zen Bl�oken, n�aher beshreiben.Das zentrale Hilfsmittel dazu ist der von Soergel ([So2℄) eingef�uhrte Funktor V.Es wird kurz beshrieben, wie wir die Kategorie O als Darstellungskategorie einesendlihen K�ohers betrahten k�onnen und inwiefern dieser Funktor explizite Bereh-nungen erm�ogliht.Das Hauptergebnis dieses Kapitels wird eine notwendige und hinreihende Bedin-gung daf�ur sein, wann ein unzerlegbares projektives Objekt mit ganzem Charakterin O einen kommutativen Endomorphismenring besitzt. Da� diese Bedingung hin-reihend ist, kann auh (siehe [Jau℄) mit Deformationsargumenten gezeigt werden.Wir geben daf�ur einen alternativen Beweis an und zeigen, da� diese Voraussetzungauh notwendig ist.Wir sind in der Lage, jeweils ein Beispiel f�ur den Fall der Kommutativit�at bezie-hungsweise Nihtkommutativit�at anzugeben.Als weitere Anwendung des von Soergel bereitgestellten Funktors k�onnen wir rehtleiht (siehe Satz 1.4.1) die Sokel der Projektiven in O bestimmen.Im letzten Abshnitt des Kapitels beshreiben wir noh kurz die Operation des Zen-trums auf Projektiven und Injektiven (Satz 1.5.4). Der Ausgangspunkt dazu ist eineBeshreibung ([B℄) der Untermoduln eines projektiven unzerlegbaren Objektes ineinem regul�aren Blok, die von einer festen Potenz des entsprehenden maximalenIdeals des Zentrums annihiliert werden.1.1 Kategorie O: De�nition und wihtige EigenshaftenSei g � b � h eine halbeinfahe komplexe Liealgebra mit einer fest gew�ahlten Borel- undCartanunteralgebra. Sei g = n� � b = n� � h � n die zugeh�orige Cartan-Zerlegung. Diezugeh�origen universell Einh�ullenden Algebren bezeihnen wir mit U(g), U(b) usw. Seien � �6



1.1. Kategorie O: De�nition und wihtige Eigenshaften 7R+ � R die zugeh�origen Mengen der einfahen, positiven bzw. aller Wurzeln. Mit P (R)bezeihnen wir das Gitter der ganzen Gewihte. Wir betrahten die Kategorie O, de�niert alsvolle Unterkategorie der Kategorie aller g-Moduln, de�niert durhOb(O) = 8<:M 2 g�mod ������ M ist endlih erzeugt als U(g)-ModulM ist lokal endlih f�ur nh operiert diagonal auf M 9=;wobei die zweite Bedingung bedeutet, da� dimC U(n) �m <1 f�ur alle m 2M , und die letztebesagt, da� M = ��2h�M�, wobei M� = fm 2 M j h � m = �(h)m f�ur alle h 2 hg den�-Gewihtsraum von M bezeihnet.Im folgenden werden wir (ohne Beweise) einige Eigenshaften dieser Kategorie angeben. Be-weise und Details kann man zum Beispiel in [BGG, Ja1, Ja2℄ �nden.Wir bezeihnen mit Z das Zentrum der universell Einh�ullenden U = U(g). Die Kategorie Ozerf�allt in eine direkte Summe voller Unterkategorien O�, indiziert durh zentrale Charaktere� von U(g). Sei S = S(h) = U(h) die symmetrishe Algebra �uber h, betrahtet als regul�areFunktionen auf h� mit der "dot-Operation\ der Weylgruppe W , de�niert durh w � � =w(�+ �)� �, wobei � die Halbsumme der positiven Wurzeln ist. Verwendet man den Harish-Chandra-Isomorphismus (siehe z.B. [Ja1, Satz 1.5℄, [Di, Theorem 7.4.5℄) � : Z ~!SW � und dieTatsahe, da� S ganz �uber SW � ([Di, Theorem 7.4.8℄) ist, bekommt man einen Isomorphismus� : h�=(W �) ~!MaxZ. Das liefert die folgende BlokzerlegungO = M�2MaxZO� = M�2h�=(W �)O�;wobei O� die Unterkategorie von O bezeihnet, deren Objekte Moduln sind, die von einerPotenz von � annihiliert werden. Es beshreibt denselben Blok wie O�, falls �(�) = �. DerBlok O� hei�t regul�ar, falls � regul�ar ist, d.h., falls �+ � auf keiner Kowurzel �� (bez�uglihb) vershwindet.Zu � 2 h� gibt es einen Standardmodul, den VermamodulM(�) = U 
U(b) C � , wobei C � denirreduziblen h-Modul mit Gewiht �, trivial zu einem b-Modul erweitert, bezeihnet. Das istein Modul zum h�ohsten Gewiht � und hat zentralen Charakter �(�). Wir bezeihnen mitL(�) den eindeutig bestimmten irreduziblen Quotienten von M(�).Satz 1.1.1.1. Jedes Objekt in O hat endlihe L�ange.2. dimC Homg(M;N) <1 f�ur alle M;N 2 O.3. Es gibt nur endlih viele einfahe Objekte in jedem Blok O�, parametrisiert durhW=W�, wobei W� = fw 2W jw � � = �g den Stabilisator von � unter der dot-Operationvon W bezeihnet.4. Zu � 2 h� gibt es (bis auf Isomorphie) genau einen unzerlegbaren projektiven ModulP (�) 2 O�, die projektive Deke von L(�). Somit hat O gen�ugend Projektive. Dieunzerlegbaren Projektiven sind durh W=W� parametrisiert.



8 Kapitel 1. Kategorie O: Der Funktor V und Anwendungen5. P (�) hat f�ur � 2 h� eine Vermafahne, d.h. eine Filtrierung, deren Subquotienten iso-morph zu Vermamoduln sind. Die Multiplizit�aten (P (�) : M(�)) gen�ugen der Rezipro-zit�atsformel (P (�) :M(�)) = [M(�) : L(�)℄.6. Der Vermamodul M(�) ist projektiv genau dann, wenn � dominant ist, d.h. h�+�; ��i =2f�1;�2; : : : g f�ur alle positiven Kowurzeln ��.7. Der Vermamodul M(�) ist einfah genau dann, wenn � antidominant ist, d.h. fallsh�+ �; ��i =2 f1; 2; : : : g f�ur alle positiven Kowurzeln ��.Beweis: [Ja1, Kapitel 1℄, [Ja2, Kapitel 4℄. }F�ur festes � 2 h� werden wir nun die Kategorie O� als eine gewisse Kategorie endlihdimen-sionaler Moduln �uber einer endlihdimensionalen Algebra betrahten:Wir bezeihnen mit mof �R die Kategorie der endlihdimensionalen R-Rehtsmoduln. Wirbezeihnen mit P� = Mx2W=W� P (x � �)die direkte Summe aller unzerlegbaren Projektiven in diesem Blok. Das ist ein (minimaler)projektiver Erzeuger und wir erhalten (siehe [Ba, Theorem 1.3℄) eine �Aquivalenz von Kate-gorien O� �! mof �Endg(P�) (1.1)M 7�! Homg(P;M):Auf diese Weise wird jeder Blok zu einer quasierblihen ("quasi-hereditary\) oder H�ohstge-wihtskategorie ([CPS℄). Einen entsheidenden Shritt in der Beshreibung eines Blokes O�liefert der folgendeSatz 1.1.2. ([So2, Endomorphismensatz℄, f�ur einen sh�onen Beweis f�ur regul�ares � siehe [Be℄)Sei � 2 h� und wo das l�angste Element der Weylgruppe, dann induziert die Multiplikation desZentrums einen Isomorphismus der folgenden Algebren:End(P (wo � �)) �= (S=(SW+ ))W��Bemerkung und BezeihnungDie sogenannte Koinvariantenalgebra (S=(SW+ )) hat gerade die Ordnung der Weylgruppe alsDimension (siehe [Bo3℄). Im folgenden bezeihnen wir sie mit C und ihre Invarianten CW��mit C�.Die gesamte Information �uber einen Blok kann damit auh durh einen "einfaheren\ Funktorbeshrieben werden, mit Hilfe des folgenden Satzes:Satz 1.1.3. ([So2, Struktursatz℄)Sei � 2 h�. Der exakte FunktorV : O� ! C� �mofM 7! Homg(P (wo � �);M)



1.2. K�oher der Kategorie O 9ist volltreu auf Projektiven. Er induziert sogar einen IsomorphismusHomg(P;Q) �= HomC�(VP;VQ);falls nur Q projektiv ist.Bemerkung 1.1.4. ([So2℄) Es bezeihne �s f�ur eine einfahe Spiegelung s die Vershiebungdurh die s-Wand. Dann gibt es eine nat�urlihe �Aquivalenz von Funktoren�sV �= C 
Cs V:Im folgenden werden wir einige Anwendungen des Funktors V angeben.1.2 K�oher der Kategorie OMit Hilfe des Endomorphismensatzes [So2℄, des Struktursatzes und der Vershiebungsfunkto-ren kann man explizit K�oher der Kategorie O ausrehnen. F�ur Bl�oke zu ganzen Gewihtenf�ur Wurzelsysteme vom Rang 2 werden diese in [St℄ angegeben. Man �ndet dort auh denK�oher zum trivialen Blok vom Typ A3. Mit Hilfe dieser Ergebnisse konnten dann auhdie Kompositionsfaktoren von primitiven Quotienten der universell Einh�ullenden Algebra be-stimmt werden.1.3 Endomorphismenringe von unzerlegbaren ProjektivenMit Hilfe des Funktors V werden wir nun ein Kriterium f�ur die Kommutativit�at von Endo-morphismenringen unzerlegbarer projektiver Moduln angeben.Hauptsatz 1.3.1 (Kommutativit�at des Endomorphismenrings).Sei P = P (x � �) ein projektiver unzerlegbarer Modul in O� und � ein dominantes ganzesGewiht. Dann sind �aquivalent:1. Endg(P ) ist kommutativ.2. (P :M(�)) = 1.3. Es existiert eine Surjektion Z!!Endg(P ).Zuerst werden wir diesen Satz mit einigen Beispielen illustrieren. F�ur g = sl(2) sind diebeiden Endomorphismenringe isomorph zu C oder C �= C [X ℄=(X2 ) und nat�urlih kommutativ.Betrahten wir nun den regul�aren ganzen Fall zum Wurzelsystem A2:Beispiel 1.3.2. Sei g = sl(3).Es gilt C �= C [X; Y ℄=hX2 +XY +Y 2; 2XY 2+ Y 3; Y 4i und die Bilder von 1;X; Y;X2; Y 2;X3unter der kanonishen Projektion bilden eine Basis. Man erh�alt als Endomorphismenringe(wobei wir die Elemente in C [X; Y ℄ und deren Bilder in C in der Shreibweise niht unter-sheiden) End(P (0)) �= C=hX;Y i;End(P (s� � 0)) �= End(P (s� � 0)) �= C=hY;X2i;End(P (s�s� � 0)) �= End(P (s�s� � 0)) �= C=hY 2;X3i:



10 Kapitel 1. Kategorie O: Der Funktor V und AnwendungenDa� die Endomorphismenringe hier stets Quotienten der Koinvariantenalgebra sind, kommtniht von ungef�ahr, denn es gilt das folgendeLemma 1.3.3. Sei � ein dominantes ganzes Gewiht. Dann ist die minimale Anzahl minder Erzeuger von VP (x � �) gerade (P (x � �) :M(�)).Beweis: F�ur einen Modul M �uber der Koinvariantenalgebra C haben wir die folgenden C-Morphismen: M �= C 
C M pr
id�! C=C+ 
C M �=M=C+M:Da diese Abbildung surjektiv ist und C=C+ �= C gilt, liefert eine Wahl von Urbildern einerBasis von M=C+M ein minimales Erzeugendensystem von M als C-Modul. Damit erhaltenwir: min = dimVP (x � �)=C+VP (x � �) = dimHomC (VP (x � �)=C+VP (x � �); C )= dimHomC(VP (x � �)=C+VP (x � �); C=C+)= dimHomC(VP (x � �); C=C+)= dimHomg(P (x � �);M(�)) = [M(�) : L(x � �)℄ = (P (x � �) :M(�)):F�ur nihtregul�ares � l�auft das Argument v�ollig analog mit C� statt C. }Konvention 1.3.4. Betrahten wir S = S(h) als gerade graduierte Algebra, so da� S =Li2N S2i mit S2 = h gilt, so erbt die Koinvariantenalgebra C eine Graduierung, da dieOperation der Weylgruppe graderhaltend ist. Man kann dann f�ur x 2 W und � 2 h� denModul VP (x � �) als graduierten C-Modul au�assen. Wir betrahten im folgenden den ModulVP (x ��) als graduierten Modul, wobei sein h�ohster auftretende Grad l(x) sein soll. N�aheresdazu �ndet man in [So6℄ oder auh in Kapitel 4.Vor dem Beweis des Satzes verdeutlihen wir die Aussage noh an einem weiteren Beispiel.Beispiel 1.3.5. Sei g = sl(4).Dann ist die Weylgruppe W �= S4 �= hs1 := (1; 2); s2 := (2; 3); s3 := (3; 4)i.Sei x = s2s3s1s2. Mit Hilfe der Kazhdan-Lusztig-Polynome ergibt sih die minimale Anzahlvon Erzeugern des Moduls VP (x � �), in diesem Fall 2. Wir k�onnen VP (x � �) als direktenSummanden von C 
Cs2 C 
Cs3 C 
Cs1 C 
Cs2 C realisieren. Durh etwas aufwendigere Reh-nungen ergeben sih, wobei X der Kowurzel der einfahen Spiegelung s1 entspriht, explizitals Erzeuger e1 := 1
 1
 1
 1
 1;e2 := 1
 1
X 
 1
 1und eine Basis des Sokels von VP (x � �) der FormfX 
 Y 
X 
X 
 1;X 
 1
X 
X 
 1 +X 
 Y 
 1
X 
 1 +X 
 Y 
X 
 1
 1g:Betrahtet man VP (x � �) als Z-graduierten-Modul, dann ist e1 homogen vom Grad �4, e2vom Grad �2 und die beiden Sokelelemente vom Grad 4 bzw 2.Man kann in diesem Beispiel durh explizites Nahrehnen erkennen, da�� : e1 7! e2; e2 7! 0f : e1 7! X 
 Y 
 1
X 
 1�X 
 1
X 
X 
 1 e2 7! 0zwei C�Morphismen de�nieren, die niht kommutieren.



1.3. Endomorphismenringe von unzerlegbaren Projektiven 11De�nition 1.3.6. F�ur einen Modul M mit Filtrierung M = M0 � M1 �M2 � � � � � Mr �f0g und einen Untermodul N erhalten wir durh Ni := Mi \N eine Filtrierung auf N . Wirbezeihnen sie als auf N induzierte Filtrierung.Der Beweis des HauptsatzesWir f�uhren den Beweis nur f�ur regul�ares �. Es werden jedoh nur Argumente benutzt, dieauh f�ur singul�are Gewihte gelten.� 3)) 1): klar.� 2)) 3): VP (x � �) und damit Endg(P (x � �)) ist ein Quotient von C, also auh von Z.� 1) ) 2): Wir zeigen, da� der Endomorphismenring bei h�oheren Multiplizit�aten nihtkommutativ ist, indem wir zwei Morphismen � und f konstruieren, die niht miteinan-der kommutieren.Konstruktion von � bis auf ein Vielfahes d der Identit�atSei P = N0 � N1 � N2 � � � � � Nr � f0g eine Verma�ltrierung mit den Subquotien-ten Ni=Ni+1 �= M(�i) mit �i 2 h�. Diese Filtrierung induziert eine Quasivermafahneauf ker��P , das hei�t eine Filtrierung, deren Subquotienten isomorph zu Untermo-duln von Vermamoduln sind. Wir bezeihnen mit fM(�i) � M(�i) den entsprehendenSubquotienten und setzen J := fi j fM(�i) 6= 0g � f0; 1; : : : ; rg. Damit gilt in derGrothendiekgruppe die Gleihheit[P ℄ = rXi=0 [M(�i)℄ und [ker��P ℄ =Xi2J [fM(�i)℄: (1.2)Mit den Dimensionsargumenten zu Lemma 1.3.3 erhalten wir, da� die Kodimensi-on von V�P in VP gerade die Multiplizit�at des dominanten Vermamoduls ist, alsojJ j = r � (P :M(�)).Sei nun s 2 f0; 1; : : : ; rg mit s =2 J . Es gibt (siehe [Di℄) eine InklusionM(x��) ,!M(�s).Wegen der Projektivit�at von P liefert das einen nihttrivialen Morphismus �s : P ! Ns,also einen Endomorphismus von P . Nah Konstruktion gilt imV�s 6� V ker ��P und�s 62 C id, da �s 6= x � �. Diese Morphismen V�s haben alle die Eigenshaft, da�V�s(e1) =2 V ker ��P , wobei e1 2 VP von minimalem Grad �m = �l(x) sei.Sei nun  =2 C id homogen von minimalem Grad, so da�  (e1) =2 V ker ��P und sei~e2 :=  (e1) vom Grad �n.Dieses  ist bis auf ein Vielfahes der Identit�at bereits eines der beiden gesuhten nihtkommutierenden Abbildungen.Das ArgumentSei nun h 2 VP von maximalem Grad m = l(x).Wir behaupten, da� es homogene Elemente a 2 C vom Grad m + n und d 2 C vomGrad m� n oder d = 0 gibt, so da� durhf : e1 7! ae1ei 7! 0; falls i 2 f2; � � � ; kg



12 Kapitel 1. Kategorie O: Der Funktor V und Anwendungeneine C�lineare Abbildung auf VP de�niert wird, die niht mit  + d � id kommutiert.Dabei w�ahlen wir geeignete Erzeuger feig von VP abh�angig von d.Konstruktion von f und die Bestimmung von dWir de�nieren nun solhe Elemente a, d 2 C. Daf�ur beginnen wir mit dem einfahenFallI) Angenommen, es existiert ein (oBdA homogenes)  2 C+, so da�  ~e2 = h. Dannsei a :=  und d := 0.II) Angenommen, es existiert kein  2 C+, so da�  ~e2 = h. Nah [So6, Prop. 2.9.1℄existiert ein (oBdA homogenes) g 2 C+, so da� ge1 = h. Dann existiert aber auhein (homogenes) d 2 C+ mit deg d = m � n, de1 6= 0 und da = g f�ur passendesa 2 C homogen. Das so de�nierte a ist ebenfalls vom Grad m+ n.Wir setzen e2 := ~e2 + de1 und erg�anzen fe1; e2g zu einem minimalen Erzeugendensy-stem fe1; e2; � � � ; ekg von VP . Wir k�onnen dies sogar so w�ahlen, da� die Elemente mitaufsteigender Indizierung im Grad monoton wahsen.Wir �uberpr�ufen die Wohlde�niertheit von f :Sei dazu e1 = 0 f�ur ein  2 C. Dann ist f(e1) = ae1 = ae1 = 0. Sei  2 C homogenund e1 =Pki=2 �iei mit �i 2 C. Dann gilt deg() > m�n wegen unserer Annahme anden Grad der Erzeuger. Dann ist aber deg(f(e1)) = deg(ae1) > (m�n)+(m+n)�m=m und wegen der Struktur von VP also Null. Jetzt m�ussen wir nur noh zeigen, da� diebeiden angegebenen Morphismen niht kommutieren.Der Nahweis der Nihtkommutativit�atF�ur den ersten Fall erhalten wirf Æ �(e1) = f Æ  (e1) = f(e2) = 0:Andererseits aber � Æ f(e1) =  Æ f(e1) =  (ae1) = ae2 6= 0:F�ur den zweiten Fall gilt mit � :=  + d � idf Æ �(e1) = f( ~e2 + de1) = f(e2) = 0:andererseits aber � Æ f(e1) = �(ae1) = a (e1) + ade1 = ade1 6= 0:Somit haben wir also zwei Endomorphismen gefunden, die niht kommutieren. }Bemerkung 1.3.7. � Der zentrale Shritt im Beweis des Hauptsatzes besteht aus derSiherstellung eines Endomorphismus von VP (x � �), der linear unabh�angig zur Iden-tit�at ist und dessen Bild niht in ker��VP (x � �) enthalten ist. In der Tat k�onnen wir



1.4. Der Sokel von Projektiven 13eine Absh�atzung f�ur die Dimension des Homomorphismenraumes von VP (x � �) nahker��VP (x � �) angeben.Sei dazu � ein dominantes ganzes Gewiht und bezeihnen wir mit � das Ideal (ker��)des Zentrums. Die Einshr�ankung des Isomorphismus End(P (x � �)) �= End(VP (x � �))de�niert, da V ein Homologiefunktor ist und mit der Operation von Z vertausht, eineInklusion Homg(P (x � �); �P (x � �)) ,! HomC(VP (x � �); �VP (x � �)) =: B:Das induziert eine SurjektionHomg(P (x � �); P (x � �)=�P (x � �))!! oker(B ,! EndC(VP (x � �)) =: A:Da nun aber (wie aus dem vorherigen Beweis ersihtlih) dimA � [P (x ��) :M(�)℄, giltdimEndg(P (x � �)=�P (x � �)) � [P (x � �) :M(�)℄:� Man kann leiht eine Vektorraumbasis von VP (x � �) wie folgt angeben:Sei dazu P (x � �) = M1 � M2 � � � � � Mr � f0g eine Vermafahne mit Mi=Mi+1 �=M(�i). Sei 0 6= f�i 2 Homg(P (wo � �);M(�i)) (eindeutig bis auf einen Skalar). Diekanonishe Abbildung von Mi nah M(�i) liftet �uber f�i zu einer Abbildung hi. Dannist fhig1�i�r eine Basis von VP (x � �).Dazu nehmen wir Pri=1 ihi = 0 an. Sei x 2 P (wo � �) mit h1(x) 2 M1 nM2. DurhEinsetzen in obige Gleihung erh�alt man dann 1 = 0, da die Bilder aller anderen hi inM2 enthalten sind. Analog erh�alt man i = 0 f�ur alle i. Mit Dimensionsvergleih folgtdann die Behauptung.� Eine Basis des Sokels wird beshrieben durh die Abbildungensi : P (wo � �)!!L(wo � �) ,!M(�) inli,! M[P (x��):M(�)℄M(�) ,! P (x � �);wobei inli die Inklusion in den i-ten Summanden bedeutet.� Sind alle Multiplizit�aten einfah, so erzeugt h1 den Modul VP (x � �) �uber den Koinva-rianten.1.4 Der Sokel von ProjektivenWir bestimmen nun die Gestalt des Sokels eines unzerlegbaren Projektiven.Satz 1.4.1. F�ur ein dominantes ganzes Gewiht � giltsoP (x � �) = [P (x��):M(�)℄Mi=1 L(wo � �)Beweis: Der Sokel enth�alt nur einfahe Vermamoduln, denn sonst w�are0 6= dimHomg(L(y � �); P (x � �)) �= HomC(VL(y � �);VP (x � �)) �= HomC(0;VP (x � �));



14 Kapitel 1. Kategorie O: Der Funktor V und Anwendungenda V alle Einfahen ohne maximale Gelfand-Kirillov-Dimension annihiliert. Man erkennt, da�nur einfahe Vermamoduln im Sokel auftreten auh daran, da� P (x � �) eine Vermafahnehat, d.h. X�� 2 g� operiert injektiv auf P (x ��), also auh auf dem Sokel und somit bestehtdieser aus Vermamoduln.F�ur L := L(wo � �) � soP (x � �) betrahten wir die exakte Sequenz L ,! M(�)!!M(�)=L.Das liefert eine exakte SequenzHomg(M(�)=L; P (x � �)) ,! Homg(M(�); P (x � �)) f! Homg(L;P (x � �)):Da P (x � �) projektiv ist und [M(�) : L℄ = 1, gilt (unter der Verwendung von Satz 1.1.3):0 = HomC(V(M(�)=L);VP (x � �)) = Homg(M(�)=L; P (x � �)):Also ist f eine Injektion. MitdimHomg(M(�); P (x � �)) = dimHomC(C ;VP (x � �))= dimHomC(VL;VP (x � �))= dimHomg(L;P (x � �))folgt Homg(L;P (x � �)) = Homg(M(�); P (x � �)). Das ergibt die Behauptung. }1.5 Filtrierungen von Projektiven und InjektivenSei � 2 h� dominant und ganz. Sei P = P (x � �) 2 O� ein unzerlegbarer projektiver Modul.Dann kann man seine Vermafahne zu einer FiltrierungP =Mr �Mr�1 � � � � �M0 � f0g (1.3)vergr�obern mit Mi=Mi�1 �= My2W�; l(y)=iM(y � �)my;x , wobei my;x 2 N und r = l(x).Wir bezeihnen f�ur einen Modul M �uber einem Ring R mit Ideal I die Invarianten unterder Operation von I mit M I . Die obige Filtrierung kann man auh mit Hilfe von ker���Invarianten beshreiben:Satz 1.5.1. ([B℄) Die FiltrierungP = Nr � Nr�1 � � � � � N0 � f0gmit Ni := P ker��i+1 ist gerade die vergr�oberte Vermafahne (1.3).Wir werden nun diese Aussage dualisieren. Dazu verwenden wir folgende StandardaussageLemma 1.5.2. Seien M;N 2 O. Sei J /Z ein Ideal, dann erhalten wir einen IsomorphismusHomg(M=JM;N) �= Homg(M;NJ ):Es bezeihne ? die Dualit�at auf O. Das bedeutet,M? ist gerade der maximale h�halbeinfaheUntermodul der kontragredienten Darstellung von M . Sei r(�) der dualisierte VermamodulM(�). Dann gilt folgende Aussage:



1.5. Filtrierungen von Projektiven und Injektiven 15Lemma 1.5.3. Ein Modul M hat eine Vermafahne () M? hat eine r� Fahne, d.h. eineFiltrierung mit Subquotienten, die isomorph zu dualen Vermamoduln sind.Beweis: F�ur einen Vermamodul ist die Aussage klar. F�ur einen beliebigen Modul l�auft dasArgument mit Induktion �uber die L�ange der Vermafahne. }Damit erhalten wir folgendenSatz 1.5.4. Sei � ein dominantes ganzes Gewiht und I = I(x � �) die injektive H�ulle vonL(x � 0) in O. Dann hat I=(ker��)iI f�ur alle i 2 N eine r�Fahne. Insbesondere giltI=(ker��)I �= M[I:r(�)℄r(�):Beweis: F�ur P := P (x ��); � := ker�� und r := l(x)+1 betrahten wir die beiden SequenzenI = I=�rI !! I=�r�1I!!� � �!!I=�IP ? = (P �r)? !! (P �r�1)?!!� � �!!(P �)?:Wir behaupten, da� I=�iI �= (P �i)? gilt.Wir haben (I=�i)? ,! I? �= P , genauer sogar (vgl. Lemma 1.5.2) (I=�i)? ,! P �i . DurhDualisieren erhalten wir also h : (P �i)?!!I=�iI. Es bleibt also noh die Injektivit�at dieserAbbildung zu zeigen. Sei f 2 (P �i)? mit h(f) = 0. Wir w�ahlen eine Fortsetzung ~f von f aufP , das hei�t ein Urbild unter der kanonishen Abbildung P ?!!(P �i)?. Damit gilt also~f = nXs=1 zsgsf�ur passende Elemente zs 2 �i, gs 2 P � und n 2 N.F�ur p 2 P �i gilt dann aber~f(p) = nXs=1(zsgs)(p) = nXs=1 gs(zsp) = 0; (1.4)wobei wir benutzt haben, da� die Elemente des Zentrums unter dem Chevalleyautomorphis-mus �x bleiben (siehe [Ja2, (3.5)℄ oder Lemma 2.6.3). Damit haben wir aber gezeigt, da� dieAbbildung h injektiv ist.Mit dem vorangehenden Satz und Lemma 1.5.3 folgen dann alle Behauptungen. }Bemerkung 1.5.5. Wir betrahten nun mit den Bezeihnungen des vorangehenden SatzesP bzw. I mit einer Vermafahne, bzw. einer Fahne, deren Subquotienten isomorph zu dualenVermamoduln sind. Diese induzieren auf P �i bzw. (I=�i) eine Fahne, deren Subquotientenisomorph zu Untermoduln von Vermamoduln bzw. Quotienten von dualen Vermamoduln sind.Auh wenn man das Ergebnis des vorhergehenden Satzes niht benutzt, kann man rein kom-binatorish die L�ange solher Quasivermafahnen bzw. "Quasi-dualen-Vermafahnen\ wie folgtbestimmen.



16 Kapitel 1. Kategorie O: Der Funktor V und AnwendungenBezeihnen wir mit Pwo �= Iwo den injektiv-projektiven unzerlegbaren Modul in O� mit ein-fahem Kopf L, dann wird die L�ange der entsprehenden Fahnen gegeben durh[I=�iI : L℄ = dimHomg(I=�iI; Iwo)(Lemma 1.5.2)= dimHomg(I; I�iwo)= dimHomg(I; Iwo)�i= dim(VI)�i= dim(VP )�i= [P �i : L℄(Satz 1.5.1)= jfx 2W j l(x) < igj =: mi: (1.5)Insbesondere haben also die auf P �i bzw. (I=�i) induzierten Fahnen dieselbe L�ange.F�ur die "einfahen\ F�alle, in denen alle Multiplizit�aten einfah sind, k�onnen wir die auf denModul (ker��)iP (wo ��) induzierte Quasivermafahne auh wie im folgenden Korollar und deranshlie�enden Bemerkung angegeben beshreiben. Im allgemeinen ist dies aber wohl einetiefgehende Angelegenheit.Korollar 1.5.6. Sei � ein dominantes ganzes Gewiht. F�ur alle x 2W gelte(P (x � �) :M(�)) � 1:Dann induziert eine Vermafahne von P (wo ��) eine Quasivermafahne auf ker��P (wo ��) mitSubquotienten isomorph zu radM(�i) f�ur passende �i 2 h�.Beweis: Wir shreiben zur Abk�urzung � := ker��. Sei P (wo � �) = N0 � N1 � � � � � Nr =M(�) � f0g eine Vermafahne. Weil der Annihilator eines Vermamoduls M(x � �) gerade U�ist, gilt �P (wo ��) � N1, also �P (wo ��)\P (wo ��) = (�P (wo ��)\N1) = f0g �= radM(wo ��).Dieses Prinzip wenden wir jetzt auh auf den Rest der Vermafahne an.Dazu betrahten wir die K�oherdarstellung V , die P (wo ��) entspriht. Die Punkte des K�ohersstehen nah Satz 1.1.1 in Bijektion zu den Elementen in W �. Sei Vx der Vektorraum, der inV dem Weylgruppenelement x entspriht. Es giltVx �= Homg(P (x � �); P (wo � �)) �= VP (x � �)als Vektorraum. Das Ideal � operiert auf V , indem es auf jedem VP (x ��) durh das maximaleIdeal C�+ von C� operiert.Nun ist M(�) gerade P (wo � �)�, also entspriht der Untermodul �P (wo � �) \ M(�) vonP (wo � �) gerade der Unterdarstellung f ~Vxgx2W� mit ~Vx = (�VP (x � �)) \ VP (x � �)�. AusGradgr�unden erhalten wir ~Ve=�VM(�)\VM (�)� = f0g, also �P (wo ��)\M(�) � radM(�).(Man sieht an dieser Beshreibung, da� sogar Gleihheit gilt.)Betrahten wir die vergr�oberte Vermafahne (1.3), dann entspriht dem Modul �P (wo ��)\Migerade die Unterdarstellung f ~V ixgx2W� mit ~V ix=(�VP (x � �)) \ VP (x � �)�i . Dann ist aber( ~V ix)=( ~V i�1x ) = f0g, falls l(x) � i. Somit erhalten wir f�ur alle i die Aussage(�P (wo � �) \Mi) = (�P (wo � �) \Mi�1) � My2W�;l(y)=i radM(y � �)my;x :



1.5. Filtrierungen von Projektiven und Injektiven 17Andererseits kennen wir die Multiplizit�aten:[�P (wo � �) : L(x � �)℄ = [P (wo � �) : L(x � �)℄� [I(wo � �)=�I(wo � �) : L(x � �)℄(Satz 1:5:4)= [P (wo � �) : L(x � �)℄� [r(�) : L(x � �)℄= [P (wo � �) : L(x � �)℄� [P (x � �) :M(�)℄� [P (wo � �) : L(x � �)℄� 1:Das liefert nun insgesamt die Behauptung. }Bemerkung 1.5.7. F�ur Wurzelsysteme vom Rang 2 kann man explizit nahrehnen, da�die Subquotienten der auf �iP (wo � �) induzierten Quasivermafahne isomorph zu gewissenradiM(�j) sind.



KAPITEL2Deformation der Kategorie O undHarish-Chandra-Bimoduln
Im folgenden Kapitel werden wir zuerst projektive Objekte in der Kategorie derHarish-Chandra-Bimoduln mit festem verallgemeinertem zentralen Charakter vonrehts beshreiben. Anshlie�end werden wir die f�ur unsere �Uberlegungen ma�gebli-hen Ergebnisse aus [So3℄ zusammenfassen. Dort wird ein Kombinatorikfunktor aufeiner deformierten Kategorie O eingef�uhrt. Dieser erm�ogliht es, die Volltreue einesentsprehenden Funktors f�ur Harish-Chandra-Bimoduln mit trivialem verallgemei-nertem zentralen Charakter von beiden Seiten zu zeigen (siehe [So3℄). Wir werdenzuerst die einzelnen Varianten des Kombinatorikfunktors erl�autern, um den bereitsbekannten Rahmen abzusteken. Als Referenz dazu diene insbesondere [So2℄ und[So3℄.Shlie�lih werden wir in Abshnitt 2.6 den von Soergel de�nierten Kombinatorik-funktor V f�ur Harish-Chandra-Bimoduln mit trivialem verallgemeinertem zentralenCharakter auf beliebigen verallgemeinerten ganzen zentralen Charakter ausdehnen.Wir erhalten dadurh zu jeweils beliebigem verallgemeinertem zentralen Charaktervon links und rehts einen Funktor von dem zugeh�origen Blok in die Kategorie derBimoduln �uber dem Zentrum der universell Einh�ullenden Algebra.Das zentrale Resultat des Kapitels besagt, da� diese Funktoren auh f�ur singul�areganze Bl�oke treu auf Projektiven bleiben. Der Vollst�andigkeit halber geben wir auhnoh einige Eigenshaften an, die sih auf den singul�aren Fall �ubertragen lassen. Zunennen w�are hierzu die Vertr�aglihkeit mit Tensorprodukten.2.1 Harish-Chandra-BimodulnSei (immer noh) g eine halbeinfahe Liealgebra �uber C und U = U(g) ihre universellEinh�ullende Algebra mit Zentrum Z. F�ur einen U-Bimodul M de�nieren wir die adjungier-te Operation von g auf M durh x � m := xm � mx f�ur x 2 g, m 2 M . Der Bimodul Mhei�t lokal-g-endlih, falls jedes m 2 M in einem endlihdimensionalen Teilraum liegt, der18



2.2. Die Kategorie HI 19invariant unter der adjungierten Operation von g ist. Wir de�nieren die Kategorie H derHarish-Chandra-Bimoduln als die volle Unterkategorie aller U-Bimoduln, die1. endlih erzeugt und2. lokal-g-endlih sind.Wir w�ahlen ein Chevalleysystem fx�; h�g�2R f�ur g, also x� 2 g�, h� 2 h mit [x�; x��℄ = h�und �(h�) = 2. Dann de�niert � : g ! g durh x� 7! x�� und h� 7! h� einen Antiauto-morphismus von g, der sih zu einem Isomorphismus U �= Uopp fortsetzt. Wir w�ahlen alsIsomorphismus U(g � g) ! U 
 U die Fortsetzung der Abbildung g � g ! U 
 U , de�niertdurh (x; y) 7! x
 1 + 1
 y.Somit erhalten wir (abh�angig von der Wahl dieser Isomorphismen) eine Kette von �Aquiva-lenzen von KategorienU �mod� U �= U 
 Uopp �mod �= U 
 U �mod �= U(g� g)�mod �= g� g�mod:Die adjungierte Operation von g entspriht unter der gesamten �Aquivalenz der Operation vonk := f(x;��(x))g. Da g halbeinfah ist, ist es auh k. Damit ist lokal-g-endlih �aquivalent zulokal-k-endlih und damit zu halbeinfah unter k.Die universell Einh�ullende U ist nat�urlih ein Bimodul �uber sih selbst und lokal-g-endlih, dadie kanonishe Filtrierung invariant unter der adjungierten Operation ist. F�ur ein Ideal I / Umit endliher Z-Kodimension, d.h. dimC Z=Z \ I < 1, ist U=I ein Harish-Chandra-Modul,der von rehts von I annihiliert wird. Wir werden zuerst die Unterkategorie solher Modulnuntersuhen.2.2 Die Kategorie HISei I / U ein Ideal mit endliher Z-Kodimension. Wir betrahten die UnterkategorieHI = fM 2 H jMI = 0galler Harish-Chandra-Moduln, welhe von rehts von I annihiliert werden. Ist insbesondereI = U(ker��)n (mit n 2 N+) f�ur einen zentralen Charakter �� : Z ! C , so sind die Objektein HI Bimoduln mit verallgemeinertem zentralen Charakter von rehts.Jeder g-Modul E kann als U-Bimodul aufgefa�t werden, indem man ihn mit der trivialenRehtsstruktur versieht. Wir bezeihnen ihn dann mit El.F�ur jeden endlih erzeugten U�Bimodul X ist die Menge der ad-g-endlihen Vektoren sogarein Untermodul ([Di, 1.7.9℄). Wir bezeihnen ihn mit Xadf . Die Moduln der Form El
U=I f�urendlihdimensionales E sind alle in HI , denn sie sind o�ensihtlih endlih erzeugt und es gilt(El
X)adf = El
Xadf = El
X f�ur jeden Harish-Chandra-Bimodul X. Denn o�ensihtlihist El
Xadf � (El
X)adf . Andererseits sind aber die isotypishen Komponenten als k-Moduldieselben.Wir geben nun zuerst eine Beshreibung der Projektiven in HI an.Satz 2.2.1 (Projektive in HI).Die projektiven Objekte in HI sind gerade die direkten Summanden von Moduln der FormEl
U=I, wobei E die endlihdimensionalen g-Moduln durhl�auft. HI hat gen�ugend Projektive.



20 Kapitel 2. Deformation der Kategorie O und Harish-Chandra-BimodulnBeweis: 1. Die Abbildung� : Homg�g(El 
 U=I;X) ! Homk(El;X)� 7! ~�mit ~�(e) := �(e
 1) ist eine Injektion.Denn sei C 1 = h1 + IiC der eindimensionale triviale k-Untermodul von U=I. Der kano-nishe Isomorphismus von Vektorr�aumen El 
 C 1 �= El ist auh ein k-Isomorphismus.Somit ist ~� ein k-Modulhomomorphismus. Da �(e 
 (u + I)) = �(e 
 (1 + I)u) =�(e
 (1 + I))u = ~�(e)u, ist � injektiv.2. � ist Isomorphismus, falls X 2 HI (oder allgemeiner RAnnX � I).Sei  : El ! X k�linear. Betrahte die komplex-lineare Abbildung� : El 
 U=I ! Xe
 u 7!  (e)u:Aufgrund unserer Voraussetzung ist die Abbildung wohlde�niert, und man kann direktnahrehnen, da� sie auh ein Bimodulhomomorphismus ist. Somit haben wir ein Urbildf�ur  gefunden.3. El 
 U=I ist projektiv.Der Funktor X 7! Homk(El;X) ist exakt, da alle Harish-Chandra-Moduln halbeinfah�uber k sind. Mit Hilfe des funktoriellen Isomorphismus � erhalten wir, da� auh X 7!Homg�g(El 
 U=I;X) exakt ist.4. Jedes Objekt in HI ist projektiv pr�asentierbar.Insbesondere gibt es gen�ugend Projektive.Sei X 2 HI . Nun existiert ein endlihdimensionaler g�Modul E, mit einer SurjektionEl
U=I!!X. (Dazu w�ahlen wir endlih viele Erzeuger fx1; � � � ; xrg von X. Weil X einHarish-Chandra-Bimodul ist, gibt es einen endlihdimensionalen k-stabilen Teilraum Evon X, der alle diese Erzeuger enth�alt. Man rehnet leiht nah, da� EU = UE �= El
Uist. Deswegen induziert die Inklusion vonE inX einen BimodulmorphismusEl
U ! X,der surjektiv ist, weil das Bild alle Erzeuger enth�alt. Diese Abbildung faktorisiert �uberI.) Der Kern dieser Surjektion erf�ullt wiederum obige Voraussetzungen und somit ist Xprojektiv pr�asentierbar.5. Alle Projektiven sind von der angegebenen Form.Sei P ein projektives Objekt in HI . Dann existiert eine Surjektion (in HI) wie oben,die aber spaltet, da P projektiv ist. }Zuletzt wollen wir noh die einfahen Objekte in HI mit I = U(ker��)i beshreiben. F�ur �; �dominante ganze Gewihte seiW(�;�) := �w 2W ���� w(�) < 0;8� 2 ��w�1(�) < 0;8� 2 �� � ;



2.2. Die Kategorie HI 21wobei �� "die\ Basis f�ur W� ist, also �� := f� 2 � j h�+ �; ��i = 0g. Insbesondere ist �� = ;,falls � regul�ar ist und somit W(�;�) =W , falls auh � regul�ar ist.F�ur M;N 2 O sei L(M;N) die abk�urzende Shreibweise f�ur HomC (M;N)adf .Satz 2.2.2 (Einfahe Objekte in HI).Sei i 2 N+ .1. Alle einfahen Objekte in HI mit I = U(ker��)i haben die Form L(M i(�); L(x � �)).2. L(M i(�); L(x � �)) 6= 0 () x 2W(�;�).Beweis: 1. Jedes einfahe Objekt hat ehten zentralen Charakter von rehts, also folgtdie Aussage aufgrund der Kenntnisse der einfahen Objekte in O� = O1� bzw. in derKategorie der Harish-Chandra-Bimoduln mit ehtem zentralen Charakter von rehtsund dem Isomorphismus L(M i(�); L(x � �)) �= L(M(�); L(x � �)) aus [So1, 4 (a)℄.2. Dies folgt direkt aus der Beshreibung der einfahen Objekte in H1� (vgl. [Ja2, Korollar6.26℄) und dem Isomorphismus L(M i(�); L(x � �)) �= L(M(�); L(x � �)) (siehe [So1℄). }Wir formulieren nun noh eine Verallgemeinerung von Satz 1.4.1, auf die wir sp�ater nohzur�ukgreifen werden. Diese Aussage konnte niht in der Literatur gefunden werden.Lemma 2.2.3. Sei i 2 N+ . Sei X 2 HI projektiv mit I = U(ker��)i f�ur ein dominantesganzes Gewiht �. Dann ist der Sokel von X eine direkte Summe von Moduln der FormL(M i(�); L(wo � �)) f�ur geeignete Gewihte �.Beweis: Es reiht zu zeigen, da� X als Linksmodul frei �uber U(n�) ist. Dann l�auft das Argu-ment v�ollig analog zu Satz 1.4.1.Wir shreiben zur Abk�urzung � := (ker��)i. Nah [MS, Lemma 5.7℄ (oder implizit in [Ko,Theorem 0.13℄) ist die universell Einh�ullende U ein freier Z 
 U(n�)-Modul, also giltU �=MN �Z 
 U(n�)�als Z 
 U(n�)-Modul mit einer geeigneten Indexmenge N . Somit gilt also�Z=�
 U(n�)�
(Z
U(n�)) U �=MN �Z=�
 U(n�)�als Z=�
 U(n�)-Modul. Nun de�niert die Multiplikation einen Isomorphismus�Z=� 
 U(n�)�
(Z
U(n�)) U �= U=Iz 
 n
 u 7! znuals Z=�
U(n�)-Modul. Denn man �uberpr�uft ohne M�uhe die Wohlde�niertheit der Abbildung.O�ensihtlih ist sie surjektiv und mit der kanonishen Graduierung vertr�aglih und damitbijektiv. Die Vertr�aglihkeit mit der Linksoperation folgt direkt mit den De�nitionen, da dasZentrum insbesondere mit U(n�) kommutiert.Somit ist also U=I ein freier U(n�)-Modul.



22 Kapitel 2. Deformation der Kategorie O und Harish-Chandra-BimodulnSei nun E ein endlihdimensionaler g-Modul, dann erhalten wir folgende Isomorphismen alsU(n�)-Moduln U=I 
E �= MM U(n�)
E�= MM �U 
U(b) U(n�)�
E�= MM U 
U(b) �U(n�)
E��= MM 0 U 
U(b) U(n�)�= MM 0 U(n�)f�ur geeignete Indexmengen M und M 0. Dabei wurde im dritten Shritt die Tensoridentit�at(siehe [GL, Proposition 1.7℄) benutzt.Damit sind also alle Projektiven inHI als Linksmoduln U(n�)-frei und somit auh ihre Sokel.Das liefert die Behauptung. }Im n�ahsten Kapitel werden wir die Hilfsmittel bereitstellen, mit denen das obige Lemmain der Tat als Verallgemeinerung von Satz 1.4.1 ersheint. F�ur regul�ares � erhalten wir mitKorollar 2.3.7, Satz 2.2.1 und Lemma 2.3.4, da� X 
U M i(�) eine Vermafahne hat. NahLemma 2.3.5 hat dann jeder Projektive eine Vermafahne. Das liefert dann mit den Ergebnissenaus [So1℄ direkt die Behauptung von Lemma 2.2.3 f�ur regul�ares �.2.3 Die Kategorie Oi� und der "dike\ VermamodulF�ur � 2 h� sei � := � + P (R) das vershobene Gewihtegitter. Mit �+ bezeihnen wir den"Trihter\ der dominanten Gewihte in �.Wir de�nieren f�ur ein dominantes Gewiht � und i 2 N+ die Kategorie Oi� als die volleUnterkategorie aller g-Moduln M , f�ur die gilt:1. M ist als g-Modul endlih erzeugt,2. lokal b�endlih und3. M = M�2�+P (R)M i� , wobei M i� = fm 2 M j (ker �)i m = 0g, also direkte Summeverallgemeinerter Gewihtsr�aume ist.F�ur einen g�Modul M und ein Gewiht � setzen wir M1� = fm 2 M j (ker �)i m = 0; f�urein ig = SiM i� . Wir de�nieren zu � 2 h� und i 2 N+ den "verdikten-Vermamodul\M i(�) := U 
U(b) S(h)=(ker �)i:Bemerkung 2.3.1. F�ur den Blok mit trivialem verallgemeinertem Charakter kann manden Modul M i(0) auh erhalten, indem man den Vermamodul M(0) mit der LokalisierungT von S an S+ = ker 0 deformiert und anshlie�end mit (S+)i spezialisiert. Das liegt daran,



2.3. Die Kategorie Oi� und der "dike\ Vermamodul 23da� S= inl�1(I) �= T=I f�ur jedes Ideal I / T verm�oge der o�ensihtlihen Abbildung. (F�urf 2 S= inl�1(I) und oBdA. f(0) = 1 ist ein Inverses gegeben durh (1 � ~f + ~f2 � � � � ~f i�1)mit ~f := f � f(0). Siehe dazu auh Abshnitt 2.4.)Lemma 2.3.2. Sei i 2 N+ . F�ur dominantes Gewiht � ist M i(�) projektiv in Oi�.Beweis: Sei N 2 Oi�. Dann giltHomg(M i(�); N) �= Homg(U 
U(b) S(h)=(ker �)i; N) �= Homb(S(h)=(ker �)i; N) �= (N i�)n:Der letzte Isomorphismus ist nat�urlih durh das Auswerten an der Eins gegeben. Da aber alleGewihte von N zu demselben Weylgruppenorbit geh�oren, gilt (N i�)n = N i�. Die ZuordnungN 7! N i� ist exakt. Damit folgt die Behauptung. }Korollar 2.3.3. dimHomg(M i(�);M(�)) = dimM(�)i� = dimM(�)� = 1.Bevor wir den Hauptsatz zeigen, erw�ahnen wir noh einige Standardresultate. Insbesonderegeben sie die Motivation und einen alternativen Beweis von Lemma 2.2.3 f�ur den regul�arenFall.Lemma 2.3.4. Jeder verallgemeinerte Vermamodul hat eine Vermafahne. F�ur jeden endlih-dimensionalen Modul E und i 2 N+ hat E 
M i(�) eine Vermafahne.Beweis: Da (ker �)i endlihe Kodimension in S(h) hat, existiert also eine Filtrierung vonS(h)=(ker �)i als b-Modul mit eindimensionalen Subquotienten. Anwenden des exakten Funk-tors U 
U(b) � liefert eine Vermafahne. Die zweite Behauptung folgt direkt aus der ersten undder Tatsahe, da� E 
M(�) eine Vermafahne hat. }Lemma 2.3.5. ([BGG, Proposition 2℄)M =M1 �M2 in Oi� hat eine Vermafahne() M1 und M2 haben eine Vermafahne.Beweis: Die Folgerung von rehts nah links ist klar. F�ur die andere ist zu zeigen, da� f�ur0 6= v 2M� und � maximal der Modul M=Uv eine Vermafahne hat. Denn damit gilt (oBdAv 2 (M1)�) dann M=Uv = M1=Uv �M2. Dieser Modul hat kleinere L�ange und somit folgtdie Behauptung mit Induktion. (Induktionsanfang: M ein Vermamodul, also unzerlegbar).Wir w�ahlen eine Filtrierung M = M0 � M1 � M2 � � � � � f0g mit Vermasubquotienten.Sei j maximal mit v 2 Mj . Da � maximales Gewiht von M , also auh von Mj=Mj+1 ist,gilt Mj=Mj+1 �= M(�) und wird vom Bild von v unter der kanonishen Projektion erzeugt.Andererseits wird v von n annihiliert, also ist Uv homomorphes Bild von M(�). Insgesamtbekommen wir also einen g�MorphismusM(�)!!Uv ,!Mj!!M(�):Die Abbildung ist niht Null, also injektiv, und somit Uv \Mj+1 = 0. Wir erhalten danndie gew�unshte Filtrierung als Bild der Filtrierung von M unter der kanonishen ProjektionM!!M=Uv. }In [So1℄ wurde der Annihilator eines verdikten Vermamoduls bestimmt mit Hilfe des folgen-den Satzes:



24 Kapitel 2. Deformation der Kategorie O und Harish-Chandra-BimodulnSatz 2.3.6. ([So1, Proposition 2℄)Sei M ein g�Modul, der von einem verallgemeinerten Gewihtsvektor v 2M1� (mit � 2 h�)erzeugt wird, und die Dimension des verallgemeinerten Gewihtsraumes M1� sei endlih.Au�erdem sei M frei erzeugt �uber U(n�), d.h. U(n�)
M1� ~!M via u
 v 7! uv. Dann giltAnnUM = U AnnZM:F�ur den verdikten Vermamodul zum Gewiht � gelten nat�urlih die Voraussetzungen desSatzes. Fassen wir nun Z via Harish-Chandra-Isomorphismus als Teilraum von S = S(h) auf,so ergibt die Vervollst�andigung am maximalen Ideal �(�) eine Inklusion j : Ẑ�(�) ,! Ŝ(ker�).Somit erhalten wirKorollar 2.3.7. F�ur � 2 h� und i 2 N+ giltAnnUM i(�) = U AnnZM i(�) = U(��1 Æ j�1((ker �)i) � U(ker��)i:Falls � regul�ar ist, gilt sogar Gleihheit.Insbesondere gilt f�ur I = U(ker��)i und M 2 Oi�, da� L(M i(�);M) 2 HI .2.4 Die Deformationskategorie D�(T )Zuerst f�uhren wir einige Bezeihnungen ein. Es sei T = S(ker 0) die Lokalisierung von S an0 2 h� mit maximalem Ideal m.Wir bezeihnen mit MT (�) := U 
U(b) (C � 
 T ) den T -deformierten Vermamodul. Dabeioperiert b auf C � wie gew�ohnlih und auf T via der Abbildung b!!h ,! S ,! T .Wir de�nieren die Deformationskategorie D�(T ) als die kleinste volle Unterkategorie vong
 T �mod, die1. MT (�) f�ur � 2 �+ enth�alt,2. abgeshlossen ist unter Tensorieren mit endlihdimensionalen g-Moduln und3. mit einem Objekt auh alle seine direkten Summanden enth�alt und4. abgeshlossen ist unter der Bildung endliher direkter Summen.Eigenshaften von D�(T )� F�ur einen endlihdimensionalen g�Modul E hat der g 
 T�Modul E 
 MT (�) eineFiltrierung mit Subquotienten isomorph zu MT (� + �), wobei � die Gewihte von Edurhl�auft.� Der verdikte Vermamodul M i(�) ist zu dem spezialisierten Modul MT (�) 
T T=miisomorph.� Die Gewihtsr�aume eines Moduls M 2 D�(T ) seien de�niert alsM� := fm 2M j h m = (h+ �(h))| {z }2T m 8h 2 hg:Dies sind freie T�Moduln von endlihem Rang.



2.4. Die Deformationskategorie D�(T ) 25Operation des Zentrums und BlokzerlegungJedes Element x 2 Z 
 T de�niert einen Endomorphismus von MT (�), der die Gewihts-raumzerlegung respektiert. Somit operiert x auf dem h�ohsten Gewihtsraum, einem freienT�Modul vom Rang 1, durh Multiplikation mit einem Element aus T . Da der Modul vondiesem Raum erzeugt wird, ist dadurh auh shon der gesamte Endomorphismus festgelegt.Sei �� : Z 
 T ! T die dadurh induzierte Abbildung, das hei�t, f�ur x 2 Z 
 T gilt��(x)m = xm f�ur alle m 2MT (�).Der Tr�ager (im folgenden als supp bezeihnet) eines deformierten Vermamoduls MT (�) istabgeshlossen in Z 
 T . Genauer gilt, da die Gewihtsr�aume endlih erzeugt sind, die FormelsuppMT (�) = suppM� (MT (�))� =[� supp((MT (�))�) =[� V(Ann(MT (�))�)= V(Ann(MT (�))�) = ker��;wobei f�ur J � Z
T das Symbol V(J) den Zariskiabshlu� von J bez�uglih des (Prim-)Spek-trums von (Z 
 T ) bezeihnet (vgl. [Bo1, II, 4℄).Die Inklusion ker�� ,! Z 
 T de�niert einen Isomorphismus speT ~! suppMT (�). Somitenth�alt der Tr�ager von MT (�) genau einen abgeshlossenen Punkt, n�amlih �(�)
T +Z
m.Damit haben die Tr�ager von MT (�) und MT (�) genau dann nihttrivialen Shnitt, wenn �und � dasselbe maximale Ideal des Zentrums de�nieren, beziehungsweise, falls sie im gleihenWeylgruppenorbit liegen.Blokzerlegung nah zentralem CharakterSei nun Tr(�) = S�(�)=� supp(MT (�)). Der Tr�ager eines beliebigen Moduls aus D�(T ) ist ineiner endlihen Vereinigung solher Tr(�) enthalten.Insgesamt liefert uns das eine Zerlegung der Kategorie in durh maximale Ideale des Zentrumsindizierte Bl�oke D�(T ) =M� D��(T );wobei der Blok D��(T ) gerade die Unterkategorie aller Objekte darstellt, deren Tr�ager inTr(�) enthalten sind.Blokzerlegung nah dem WurzelgitterDie Gewihtsr�aume eines Moduls M aus D�(T ) sind T�Moduln. Nehmen wir nun ein Ele-ment  2 h�=ZR, so ist L�2M� ein g
 T�Untermodul von M . Dadurh erhalten wir eineBlokzerlegung D�(T ) = M2�=ZRD�(T ):



26 Kapitel 2. Deformation der Kategorie O und Harish-Chandra-BimodulnFeinste BlokzerlegungKoppelt man nun in gewisser Weise beide Zerlegungen, kann man diese Zerlegung noh ver-feinern. Genauer setzen wir D�(T ) = D�(�)� \ D�+ZR� :Das liefert nun die Zerlegung D�(T ) = M�2�+D�(T ): (2.1)VershiebungsfunktorenWir bezeihnen mit pr� die Projektion auf D�(T ) gem�a� (2.1). F�ur �, � 2 h� mit � � � einganzes Gewiht de�nieren wir den Vershiebungsfunktor��� : D�(T ) �! D�(T )M 7! pr� �E(�� �)
M�;wobei E(� � �) den endlihdimensionalen irreduziblen g�Modul mit h�ohstem Gewiht imWeylgruppenorbit (mit Fixpunkt Null) von (�� �) bezeihnet.Bez�uglih der Spezialisierung gelten die folgenden Resultate:Satz 2.4.1. ([So2℄, [So3℄)1. Die Spezialisierung � 
T T=m am abgeshlossenen Punkt liefert eine Bijektion zwishenden Isomorphieklassen aller Objekte in D�(T ) und der Projektiven in O�. Insbesonderegilt MT (�)
T T=m �=M(�).2. F�ur J := (ker �)i � T mit i 2 N+ ergibt die J-Spezialisierung � 
T T=J bis auf Isomor-phie eine Bijektion zwishen den Objekten von D�(T ) und den Projektiven in Oi�.3. Die Spezialisierung vertausht jeweils mit der Vershiebung.Beweis: Siehe [So2, Kapitel 2.1℄ und [So3, Theorem 6℄. }2.5 Der Funktor V f�ur die deformierte Kategorie OWir formulieren hier nohmals den Endomorphismensatz f�ur deformierte Projektive in vollerAllgemeinheit.Sei dazu � ein dominantes Gewiht. Sei PT (�) die durh Satz 2.4.1 de�nierte T -Deformationdes antidominanten Projektiven aus O�. Sei W := hs� j � 2 R; h�; ��i 2 Zi die bez�uglih �ganze Weylgruppe. Wir betrahten die Abbildungh� : Z 
 T �
id�! S 
 T (+�)
id�! S 
 T an�! T 
TW T; (2.2)wobei +� den Komorphismus zur Translation um � bezeihnet. Sei W� der Stabilisator von� in W. Es gilt damit folgender



2.6. Der Funktor V f�ur Harish-Chandra-Bimoduln 27Satz 2.5.1. (vgl. [So3, Theorem 9℄)Sei � dominant und h� die Abbildung aus (2.2). Dann de�niert die Multiplikation eine Sur-jektion Z 
 T!!Endg
T (PT (�)) mit Kern ker h�. Das Bild von h� ist TW� 
TW T . Somitinduziert das einen IsomorphismusTW� 
TW T �= Endg
T (PT (�)):Beweis: Siehe [So3, Theorem 9℄ unter Verwendung von [So2, Endomorphismensatz℄. Die Tat-sahe, da� � niht notwendigerweise ganz ist, �andert die Aussagen von [So3, Theorem 9℄ niht,wenn man die Weylgruppe durh die bez�uglih � ganze Weylgruppe ersetzt. }Wir erinnern nun an die De�nition des besagten Funktors.Sei � ein ganzes dominantes Gewiht. Sei PT (�) 2 D�(T ) die Deformation des antidominantenProjektiven P� 2 O�. Dann seiV = V� : D�(T ) ! TW� �mod�T (2.3)M 7! Homg
T (PT (�);M):Da alle Objekte in D0(T ) projektiv sind, ist dieser Funktor exakt.2.6 Der Funktor V f�ur Harish-Chandra-BimodulnIn [So3℄ wird ein Funktor V von dem Blok der Harish-Chandra-Bimodulnmit verallgemeiner-tem trivialem zentralem Charakter von beiden Seiten in die Z�Bimoduln de�niert, mit derEigenshaft, da� er alle einfahen Bimoduln mit nihtmaximaler Gelfand-Kirillov-Dimensionannihiliert und den anderen auf einen Modul der Dimension 1 abbildet. Im folgenden wollenwir diesen Funktor auf singul�are Bl�oke fortsetzen. Es wird gezeigt, da� er f�ur beliebigenganzen verallgemeinerten zentralen Charakter ebenfalls treu auf Projektiven ist. Wir k�onnendann auh zeigen, da� einige weitere Eigenshaften erhalten bleiben.Vershiebungsfunktoren f�ur Harish-Chandra-BimodulnDie Operation des Zentrums von U(g � g) zerlegt die Kategorie H in Bl�oke. Mit analogenBezeihnungen wie in Kapitel 1.1 erhalten wirH = M(�;�)2MaxZ�MaxZ �H� = M�;�2h�=(W �) �H�;wobei �H� aus allen Harish-Chandra-Bimoduln besteht, die verallgemeinerten zentralen Cha-rakter � von links und � von rehts haben.Es seien �, �, �0, �0 dominante ganze Gewihte. Wir bezeihnen mit pr(�;�0) die Projektionauf den Blok �H�0 .Wir de�nieren den Vershiebungsfunktor�(�;�0)(�;�0) : �H�0 �! �H�0X 7! pr(�;�0) �X 
E(�� �)l 
E(�0 � �0)r�;



28 Kapitel 2. Deformation der Kategorie O und Harish-Chandra-Bimodulnwobei E(���) den endlihdimensionalen irreduziblen g�Modul mit h�ohstem Gewihtim Weylgruppenorbit (mit Fixpunkt Null) von (�� �) bezeihnet.Wir setzen �L� := HomC (M(�); L(wo � �))adf , und �P n� sei seine projektive Deke in�Hn� := fX 2 �H� j 0 = X(z � ��(z))ng:Entsprehend seien n�P� und n�H� de�niert.Wir bezeihnen mit �s bzw. �rs die Vershiebung durh die s-Wand von links bzw. vonrehts. Pr�aziser hei�t das, wir w�ahlen zu Gewihten � und � jeweils Gewihte �0 und�0, so da� � � �0 und � � �0 ganz sind und W�0 = W�0 = f1; sg gilt. Dann sind dieVershiebungen durh die Funktoren�s := �(�;�)(�0;�) Æ �(�0;�)(�;�) : �H� �! �H� bzw.�rs := �(�;�)(�;�0) Æ �(�;�0)(�;�) : �H� �! �H�de�niert. (Bis auf nat�urlihe �Aquivalenz sind diese Funktoren unabh�angig von der Wahlvon �0 und �0.)F�ur M;N 2 O sei L(M;N) die abk�urzende Shreibweise f�ur HomC (M;N)adf .Lemma 2.6.1. Seien �; � dominante ganze Gewihte und W� �W�. Dann gilt:�(�;�)(�;�)�P n� �= �P n� bzw. �(�;�)(�;�) n�P� �= n�P�:Beweis: Wir zeigen nur die erste Aussage, die andere geht v�ollig analog. Der Modul auf derlinken Seite ist o�ensihtlih projektiv in �Hn� . Au�erdem istdimHom��(�;�)(�;�)�P n� ;L�M(�); L(x � �)�� = dimHom��P n� ; �(�;�)(�;�)�L(M(�); L(x � �))��nur ungleih Null, falls x das l�angste Element ist (siehe [Ja1, 4.12 (3)℄). In diesem Fall ist derRaum aber eindimensional. }2.6.1 Die De�nition des Funktors und seine EindeutigkeitWir wollen nun den "Kombinatorikfunktor\ V de�nieren.Die De�nition:Seien dazu �; � (niht notwendigerweise ganze) dominante Gewihte. Wir nehmen eine FolgefP ng = f�P n� gn2N von projektiven Deken von �L� in �Hn�. Mit einer passenden Wahl vonSurjektionen pi : P i!!P j f�ur j � i erhalten wir ein projektives System, d.h. f�ur festesX 2 �H� ein injektives System fHomH(P i;X)g.Wir de�nieren den Funktor V(�;�) (oder einfah V) durhVX := lim�!HomH(P i;X):Der Funktor ist exakt ([La, S.171℄) und annihiliert alle Einfahen au�er dem einfahen �L�mit maximaler Gelfand-Kirillov-Dimension in diesem Blok und es gilt dimV(�L�) = 1.



2.6. Der Funktor V f�ur Harish-Chandra-Bimoduln 29Eindeutigkeit:Dar�uberhinaus ist er sogar eindeutig durh diese Bedingungen. Denn sei W ebenfalls einFunktor mit all diesen Eigenshaften. Wir w�ahlen dazu einen Basisvektor v aus W (�L�) undkompatible Urbilder vi 2 W P i unter den Projektionen W pi . Da jedes X 2 �H� shon ineinem �Hn� f�ur gen�ugend gro�es n liegt, ist die AbbildungVX = lim�!HomH(P i;X) ! W Xffmg 7! (W fn)(vn)f�ur gen�ugend gro�es n wohlde�niert. Man kann leiht nahpr�ufen, da� diese Abbildungendann eine �Aquivalenz der beiden Funktoren bestimmen.Insbesondere k�onnen wir bei der De�nition des Funktors statt eines Systems von projektivenDeken in �Hn� auh ein System von projektiven Deken in n�H� w�ahlen.V als Funktor in die Kategorie der Bimoduln �uber dem Zentrum:Wir k�onnen V auh als Funktor in die Bimoduln �uber dem Zentrum Z au�assen, indem wirVX mit der von X geerbten Z-Bimodulstruktur versehen. Durh Vervollst�andung an denIdealen ker�� bzw. ker�� kann man VX auh als SW� 
 SW�-Modul behandeln. Im folgen-den werden wir dies niht mehr untersheiden.Zur Abk�urzung shreiben wir ab sofort S� statt SW�.2.6.2 Der ChevalleyantiautomorphismusDer Chevalleyantiautomorphismus � (zur De�nition siehe Kapitel 2.1) liefert einen Algebren-isomorphismus U 
 U �= Uopp 
 Uopp und de�niert einen Funktor � : H ! H, der gerade dieLinks- und Rehtsoperation von g vertausht. Explizit bedeutet das f�ur einen Bimodul X:� �(X) = X als Vektorraum� (u; v) 2 g� g operiert auf �(X) wie (v; u) auf X.Wir shreiben statt �(X) auh X�. Es gelten folgende mehr oder weniger o�ensihtliheAussagen:Lemma 2.6.2. F�ur X;Y 2 H und ein beliebiges Gewiht � und n 2 N+ gilt1. �(X 
 Y ) �= �(Y )
 �(X) als Bimoduln2. HomH(X;Y ) = HomH(�(X); �(Y )) als Vektorr�aume.3. X ist projektiv in Hn� () �(X) ist projektiv in n�H.4. X ist unzerlegbar () �(X) ist unzerlegbar.5. X ist einfah () �(X) ist einfah.



30 Kapitel 2. Deformation der Kategorie O und Harish-Chandra-BimodulnBeweis: Die nat�urlihen Isomorphismen sind durh die mengentheoretishe Identiti�at gege-ben. Man �uberpr�uft leiht, da� dies tats�ahlih Morphismen in den entsprehenden Kategoriensind. Die Untermoduln von �(X) sind o�ensihtlih diesselben wie die Untermoduln von X.Insbesondere gilt also die letzte der obigen Aussagen. Die Behauptung �uber die Projektivit�atund Unzerlegbarkeit folgt aus der Gleihheit der Morphismenr�aume. }Eine weitere wihtige Eigenshaft bez�uglih des Zentrums der universell Einh�ullenden Algebrawollen wir ebenfalls festhalten:Lemma 2.6.3. (vgl. [Di, Lemma 7.4.2℄, [Ja2, (3.5)℄)Der Chevalleyantiautomorphismus � induziert die Identit�at auf dem Zentrum Z von U .Beweis: Da � ein Algebrenantiautomorphismus ist, l�a�t er insbesondere das Zentrum invari-ant. Nun gilt aber �(z) = �(�(z)) f�ur jedes Element z aus dem Zentrum, da � eingeshr�anktauf U(h) nah De�nition die Identit�at darstellt. Der Harish-Chandra-Isomorphismus ist aberinsbesondere injektiv, somit gilt z = �(z) f�ur alle z 2 Z. }F�ur �; � 2 h� liefert das eine �Aquivalenz von Bl�oken �H� ~! �H�. Dies wird beispielsweise in[So1℄ behandelt.2.6.3 Der Funktor V und VershiebungenIm folgenden wollen wir untersuhen, wie sih V mit Vershiebungen verh�alt. Wir erw�ahneneinige einfahe Aussagen, die shlie�lih dazu dienen werden, den Hauptsatz dieses Kapitels�uber die Volltreue des Funktors auf Projektiven zu zeigen.Lemma 2.6.4. Sei n 2 N+ . Seien �; �; �0; �0 dominante ganze Gewihte mit W�0 � W� undW�0 �W�. F�ur einen Bimodul X 2 �H� gilt folgende Gleihheit als Vektorr�aumeHomH(�0P n� ; �(�0;�)(�; �)X) = HomH(�P n� ;X) undHomH(n�P�0 ; �(�;�0)(�; �)X) = HomH(n�P�;X):Damit also auh V�(�; �0)(�; �) X = VX undV�(�0 ; �)(�; �) X = VX:Beweis: Das ist gerade die Aussage der Adjungiertheit der entsprehenden Vershiebungs-funktoren gepaart mit der Aussage in Lemma 2.6.1. }Lemma 2.6.5. Sei n 2 N+ . Seien �; �; � dominante ganze Gewihte mit W� � W�. F�ureinen Modul M 2 Oi� erhalten wir g-Bimodulisomorphismen�(�;�)(�;�)L(M(�)i;M) �= L(���M(�)i;M) �= L(M(�)i;M): (2.4)Beweis: Der letzte Isomorphismus ist klar, da ���M(�)i �= M(�)i als g-Moduln. Die Vektor-raumisomorphismen HomC (M 
 E;N) �= HomC (M;E� 
N) �= HomC (M;N) 
 E� sind mitder g-Bimodulstruktur vertr�aglih und induzieren den ersten Isomorphismus. }



2.6. Der Funktor V f�ur Harish-Chandra-Bimoduln 31Lemma 2.6.6. Seien �; �; � dominante ganze Gewihte und � regul�ar. Dann gibt es einenat�urlihe �Aquivalenz von FunktorenV�(�;�)(�;�) �= res(�;�)(�;�) Vvon �H� nah S�
S��mof, wobei res(�;�)(�;�) die Restriktion von S�
S��mof ! S�
S��mofbezeihnet. Analoges gilt f�ur Vershiebungen von rehts.Beweis: F�ur � regul�ar ist das nur eine Umformulierung von [So3, Theorem 12℄.F�ur Vershiebung von der anderen Seite betrahten wir die Komposition von Funktoren�H� ��! �H� V�! Z �mod�Z ~��! Z �modZ; (2.5)wobei ~�, ebenso wie �, gerade die Links-und Rehtsoperation miteinander vertausht. O�en-sihtlih ist diese Komposition gerade der Funktor V f�ur �H�. Nun gilt aber nah Lemma 2.6.2Punkt 1, da� auf nat�urlihe Weise �(�(�;�)(�;�)X) �= �(�;�)(�;�)�(X) f�ur einen Bimodul X 2 �H� gilt.Somit erhalten wir folgendes kommutierende Diagramm�H��(�;�)(�;�)
��

� // �H��(�;�)(�;�)
��

V // S �mod�S�res(�;�)(�;�)
��

~� // S� �mod�Sres(�;�)(�;�)
���H� � // �H� V // S� �mod�S� ~� // S� �mod�S�: (2.6)

F�ur singul�ares � gilt nah Lemma 2.6.4 als Vektorraum V�(�;�)(�;�)X �= VX f�ur X 2 �H�.Dies ist aber dann auh ein S�-Linksmodulisomorphismus. Die S�� Rehtsstruktur ist nahLemma 2.6.5 gegeben durh Einshr�ankung der S-Rehtsstruktur auf X. F�ur Vershiebungauf der anderen Seite benutze man ein (2.6) entsprehendes kommutatives Diagramm, um esauf den bereits gezeigten Fall zur�ukzuf�uhren. }Eine Art adjungierte Version des obigen Lemmas ist folgendesLemma 2.6.7. Seien �; �; � dominante ganze Gewihte mit W� � W� und � regul�ar. Danngibt es eine nat�urlihe �Aquivalenz von FunktorenV�(�;�)(�;�) (�) �= (S 
 S�)
S
S� V(�); (2.7)V�(�;�)(�;�) (�) �= (S� 
 S)
S�
S V(�): (2.8)Beweis: F�ur � regul�ar ist (2.8) nur eine Umformulierung der Aussagen [So3, Theorem 12mit Proposition 6℄. Zum Beweis von (2.7) betrahten wir wiederum die Komposition vonFunktoren (2.5). Ein analoges Diagramm zu (2.6) liefert den Beweis. }F�ur singul�ares � sollte diese Aussage ebenfalls rihtig sein, ben�otigt aber eine bessere Kenntnisder Bimoduln mit singul�arem verallgemeinertem zentralen Charakter von beiden Seiten.



32 Kapitel 2. Deformation der Kategorie O und Harish-Chandra-Bimoduln2.6.4 Die Volltreue des Funktors V auf ProjektivenWir erhalten nun als Verallgemeinerung der Resultate von [So3℄ den folgendenHauptsatz 2.6.8 (Verallgemeinerter Struktursatz).F�ur jeden Blok �H� mit � und � dominante ganze Gewihte existiert ein bis auf �Aquivalenzeindeutiger exakter Funktor V : �H� �! C �mod;mit der Eigenshaft, da� er alle einfahen Objekte mit Ausnahme des einfahen Objektes mitmaximaler Gelfand-Kirillov-Dimension in diesem Blok annihiliert.Sei n 2 N+ . Der Funktor induziert f�ur P 2 �H� und Q 2 �Hn� projektiv einen Isomorphismus	 : HomH(P;Q) �= HomZ
Z(VP;VQ);falls � regul�ar ist. F�ur singul�ares � erhalten wir zumindest eine Injektion.Beweis: Die Existenz des Funktors und die durh die geforderten Eigenshaften gegebeneEindeutigkeit haben wir bereits in Abshnitt 2.6.1 gezeigt.Wir fahren also mit dem zweiten Teil der Behauptung fort.	 ist injektiv: V ist exakt, also ein Homologiefunktor, d.h. es gilt V(im(�)) = im(V(�)) f�uralle Morphismen � :M ! N und M;N 2 H.Denn sei i : im� ,! N die Inklusion. Dann gilt im(V�) = im(V(i Æ �)) = im(Vi Æ V�) =im(Vi) = V(im �). Bei der vorletzten Gleihheit wurde benutzt, da� V� surjektiv ist.Nun hat aber das Bild von � 6= 0 stets nihttrivialen Shnitt mit dem Sokel von N , also giltmit Lemma 2.2.3 V(im �) = im(V�) 6= f0g. Somit ist 	 eine Injektion.	 ist surjektiv: Nun zeigen wir noh Dimensionsgleihheit. Seien P 2 �H� und Q 2 �Hn�projektiv mit �, � dominant ganz. Sei � regul�ar. Wir w�ahlen ein regul�ares � im um � ver-shobenen Gewihtegitter. Dann erhalten wirdimMW� HomH(P;Q) (1)= dimHomH(�(�;�)(�;�)�(�;�)(�;�)P;Q)(2)= dimHomH(�(�;�)(�;�)P; �(�;�)(�;�)Q)(3)= dimHomS
S(V�(�;�)(�;�)P;V�(�;�)(�;�)Q)(4)= dimHomS
S((S 
 S)
S�
S VP; (S 
 S)
S�
S VQ)= dimHomS�
S(VP; (S 
 S)
S�
S VQ)= dimHomS�
S(VP;MW� VQ)= MW� dimHomS�
S(VP;VQ)Die erste Gleihheit gilt nah [BG, 4.2 )℄, die zweite wegen der Adjungiertheit der beidenFunktoren. Die darauffolgende Gleihung ist gerade die Volltreue des Funktors auf regul�arenBl�oken (vgl. [So3, Theorem 13℄). Mit Lemma 2.6.7 folgt die vierte Gleihheit. Der Rest istdann klar, da S 
 S freier S 
 S�- Modul vom Rang jW�j ist (vgl. [Bo3, 4-6,V 5℄). }



2.6. Der Funktor V f�ur Harish-Chandra-Bimoduln 33Bemerkung 2.6.9. Wir vermuten, da� die Surjektivit�at auh f�ur singul�ares � gilt. Dazum�ussten wir zeigen, da� �(�;�)(�;�)Q projektiv ist in HI f�ur geeignetes I, so da� der Struktursatz[So3, Theorem 13℄ gilt.Auh f�ur singul�aren verallgemeinerten zentralen Charakter von beiden Seiten, erhielten wirdamit das Resultat durh eine entsprehende Rehnung wie oben, unter der Voraussetzung,da� (S 
 S�) 
S�
S� VY �= V�(�;�)(�;�)Y als S 
 S�-Bimoduln f�ur Y = P und Y = Q gilt.Dazu nehmen wir an, da� es ein X 2 �H� gibt, mit �(�;�)(�;�)X �= Y . Dies ist keine gro�eEinshr�ankung, da wir notfalls statt Y eine direkte Summe Y � : : :� Y nehmen k�onnen, wasan unserem Dimensionsargument nihts �andert.Wir erhalten damit folgende Isomorphismen als S 
 S�-Bimoduln:V�(�;�)(�;�)Y �= V�(�;�)(�;�)�(�;�)(�;�)X�= V�(�;�)(�;�)�(�;�)(�;�)X�= res(�;�)(�;�) �(S 
 S)
(S�
S) VX��= (S 
 S�)
(S�
S�) res(�;�)(�;�) VX�= (S 
 S�)
(S�
S�) V�(�;�)(�;�)X�= (S 
 S�)(S�
S�)VY:Dabei wird im ersten Isomorphismus nur die De�nition von X benutzt. F�ur den zweiten Iso-morphismus verwende man, da� man jede Vershiebung als Komposition einer Rehts- und ei-ner Linksvershiebung shreiben kann. Genauer hei�t das: �(�;�0)(�;�0) �= �(�;�0)(�;�0)�(�;�0)(�;�0) �= �(�;�)(�;�0)�(�;�0)(�;�0)als Funktoren von �H�0 nah �H�0 f�ur beliebige ganze Gewihte �, �0, � und �0.F�ur den dritten Isomorphismus benutzen wir Lemma 2.6.6 und dann Lemma 2.6.7. Imn�ahsten Shritt mahen wir von der Tatsahe Gebrauh, da� die Rehts- und Linksbimodul-operationen vertaushen. Zuletzt verwenden wir nohmals Lemma 2.6.6. Mit der De�nitionvon X folgt die Aussage f�ur Y und damit die gesamte Behauptung.Nun sei wiederum I � U ein Ideal mit endliher Z-Kodimension. Insbesondere k�onnen wirI = U(ker��)i f�ur ein beliebiges dominantes Gewiht � w�ahlen. Dann gelten die folgendenVerallgemeinerungen von [So3℄ f�ur die Gelfand-Kirillov-Dimensionen. Als Quelle f�ur die Stan-dardaussagen gelte wiederum [Ja2℄. Sie dienen als Vorbereitung zum Beweis des Satzes 2.6.13,der besagt, da� V mit Tensorproduktbildung vertausht.Lemma 2.6.10. Sei X 2 HI ; Y 2 IH. Dann giltGKdim X � GKdim (X 
U Y ) � GKdim Y:Beweis: O�ensihtlih ist RAnn(X 
U Y ) � RAnnY . Aufgrund des Beweises von Satz 2.2.1Teil 4 existiert ein endlihdimensionaler g�Modul E mit einer SurjektionEl 
 U=RAnn(X 
U Y )!!X 
U Y:Also gilt ([Ja2, 8.6℄)GKdim (X 
U Y ) � GKdim (El 
 U=RAnn(X 
U Y )):



34 Kapitel 2. Deformation der Kategorie O und Harish-Chandra-BimodulnAndererseits existiert nah [Ja2, 6.11℄ eine Injektion U=RAnn(X 
U Y ) ,! E�l 
 X 
U Y .Somit erhalten wir GKdim (X 
U Y ) = GKdim (El 
 U=RAnn(X 
U Y )).Insgesamt ergibt das (vgl. [Ja2, 8.8 und 10.3℄)GKdim (X 
U Y ) = GKdim (U=RAnn(X 
U Y )) � GKdim (U=RAnnY ) = GKdim Y:Die andere Ungleihung gilt nat�urlih v�ollig analog. }Lemma 2.6.11. Sei X 2 HI ; Y 2 IH. Dann giltGKdim X � GKdim Torj(X;Y ) � GKdim Y:Beweis: F�ur j=0 ist das gerade Lemma 2.6.10. W�ahlt man nun eine projektive Au�osungP� von Y in IH, dann ist Torj(X;Y ) = Hj(X 
U P �). Man erh�alt GKdim (Tori(X;Y )) �GKdim (X 
U P j) � GKdim (X) und nat�urlih Analoges f�ur Y . }Lemma 2.6.12. Seien � und � dominante ganze Gewihte. Sei �L� der einfahe Bimodul in�H� mit maximaler Gelfand-Kirillov-Dimension. Dann gilt f�ur �, �, � ganz und dominantV(�L� 
U �L�) �= V(�L�):Beweis: Sei zuerst � = �, dann ist �L� = so(U=U ker��) � U=U ker��. Sei K der Kokerndieser Inklusion. Der Funktor � 
U �L� liefert die exakte SequenzTor1(K; �L�)! �L� 
U �L� ! U=U ker�� 
U �L�| {z }�=�L� !!K 
U �L� :Wendet man darauf den exakten Funktor V an, erh�alt man eine exakte Sequenz der FormVTor1(K; �L�)! V(�L� 
U �L�)! V(�L�)!!V(K 
U �L�):Es gilt nah Lemma 2.6.11 aber VTor1(K; �L�) = 0, da in K nur einfahe Moduln mitnihtmaximaler Gelfand-Kirillov-Dimension vorkommen. Ebenso gilt V(K 
U �L�) = 0 nahLemma 2.6.10. Das ergibt den behaupteten Isomorphismus.Vershiebung auf die Wand liefert dann auh einen entsprehenden Isomorphismus f�ur � = ��.F�ur �� 6= � 6= � betrahten wir die Abbildungomp : L(�(�);�(wo � �))
U L(�(v);�(wo � �)) ! L(�(v);�(wo � �))f 
 g 7! f Æ i Æ g;wobei i die Inklusion des Sokels �(wo � �) in �(�) bezeihnet. Die Wohlde�niertheit folgtdirekt aus den De�nitionen der Operationen und [Ja2, 6.8 (6)℄. Es ist sogar ein nihttrivialerU-Bimodulmorphismus, also surjektiv. Das liefert dann eine surjektive AbbildungV(�L� 
U �L�)!!V(�L�);und es reiht somit aus, die Dimensionen zu vergleihen. Nun gilt aberdimV(�L� 
U �L�) = [�L� 
U �L� : �L� ℄= [��L� 
U �L� : ��L� ℄� [�L� 
U �L� : �L� ℄= 1:Das ergibt somit die Behauptung f�ur beliebige dominante ganze Gewihte �, � und �. }



2.6. Der Funktor V f�ur Harish-Chandra-Bimoduln 35Zuletzt zeigen wir noh (vgl. [So3, Proposition 13℄), da� der Funktor mit Tensorieren ver-tausht. Sei (
U ) der Bifunktor HI � IH ! H, der zwei Bimoduln �uber U miteinandertensoriert. Analog sei (
Z) f�ur Z-Bimoduln de�niert.Satz 2.6.13. Seien �, �, � dominant ganz. Dann erhalten wir eine nat�urlihe �Aquivalenzvon Bifunktoren (
Z)(V � V) �= V(
U ) : �H� � �H� �! �H� :Beweis: Wir konstruieren induktiv eine nat�urlihe Transformation.De�nition der nat�urlihen Transformation:Sei zuerst � = �. Wir w�ahlen nihttriviale Morphismen f�;� : 1�P� = �P� �! L(�(�);�(�))und f�;� : 1�P� = �P� �! L(�(�);�(�)). Das liefert aufgrund der Projektivit�at von �P�und der Gestalt des Sokels von L(�(�);�(�)) eine Abbildung � = �1(�; �; �), so da� dasDiagramm �P�f�;�
��

�
sshhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhh

�P� 
U �P� f�;�
f�;� // L(�(�);�(�)) 
U U= ker�� = L(�(�);�(�)) (2.9)kommutiert. Shlie�lih k�onnen wir wiederum mit universellen Eigenshaften induktiv Abbil-dungen �n = �n(�; �; �) de�nieren, so da� das folgende Diagramm kommutiert.
// n�P� prn //�n

��

n�1� P�
&&NNNNNNNNNNNN�n�1

��

: : : �L�
// n�P� 
U n�P� prn
prn // n�1� P� 
U n�1�P� 88ppppppppppp

(2.10)
Vershiebung zum singul�aren Punkt liefert dann eine nihttriviale Abbildung �(�;��)(�;�) f�;�. Wirk�onnen sie auf einen geeigneten direkten Summanden 1�P�� zu einer nihttrivialen Abbil-dung f�;�� : 1�P�� �! L(�(��);�(�)) einshr�anken und erhalten eine nihttriviale Abbil-dung 1�P� 
U 1�P�� �! L(�(��);�(�)). Aufgrund der Projektivit�at und der Gestalt desSokels von L(�(��);�(�)) liefert das wiederum eine Abbildung �1(�; �;��), so da� ein(2.9) entsprehendes Diagramm kommutiert. Analog zu (2.10) liefert das dann auh Morphis-men �n(�; �;��).F�ur den allgemeinen Fall de�nieren wir�n(�; �; �) := �(�;�)(�;��)�n(�; �;��):Insgesamt liefert das f�ur X 2 �H� und Y 2 �H� eine nat�urlihe Transformation �X;Y durhV(X) 
 V(Y ) �X;Y�! V(X 
U Y )ffng 
 fgng 7! ffn 
 gn Æ �n(�; �; �)g: (2.11)



36 Kapitel 2. Deformation der Kategorie O und Harish-Chandra-BimodulnDie daf�ur notwendigen kommutativen Diagramme folgen direkt aus den De�nitionen. DieVertr�aglihkeit mit der Operation des Zentrums �uberpr�uft man ebenfalls direkt ohne gr�o�ereM�uhe.Nun bleibt noh die Bijektivit�at zu zeigen.Surjektivit�at: F�ur die Surjektivit�at k�onnen wir uns auf einfahe Bimoduln beshr�anken. Dennsei X 0 f,! X g!! X 00 exakt, dann erhalten wir das kommutative DiagrammV(X 0)
Z V(Y ) V(f)
id //�X;Y
��

V(X) 
Z V(Y ) V(g)
ZV(id) //�X;Y
��

V(X 0 0)
Z V(Y )�X;Y
��

// 0V(X 0 
U Y ) V(f
id) // V(X 
U Y ) V(g
id) // V(X 0 0 
U Y ) // 0 (2.12)mit exakten Zeilen. Nehmen wir nun an, da� die beiden �au�eren vertikalen Abbildungen sur-jektiv sind, erhalten wir mit dem F�unferlemma die Surjektivit�at der mittleren Abbildung.Analoges gilt nat�urlih f�ur Tensorieren von der anderen Seite.F�ur (X;Y ) 6= (�L�; �L�) liefert Lemma 2.6.10 die Behauptung. F�ur (X;Y ) = (�L�; �L�) folgtsie mit Lemma 2.6.12.Injektivit�at: F�ur die Injektivit�at nehmen wir zuerst an, da� X 2 �Hi� projektiv ist. Es seiJ = (ker��)i � Z. Dann ist X nah Satz 2.2.1 ein projektiver U=UJ -Rehtsmodul. Damitist also der Funktor V(X 
U �) exakt. Wir werden nun mit Induktion �uber die L�ange vonY argumentieren. Wir �uberpr�ufen daher zuerst die Aussage f�ur einfahe Moduln Y . Wiruntersheiden die beiden F�alle:Y 6= �L� : Dann ist V(X 
U Y ) = 0 nah Lemma 2.6.10 und V(X) 
Z V(Y ) ist o�en-sihtlih ebenfalls trivial.Y = �L� : Sei zuerst � = �. F�ur � = ker�� gilt dann V(Y ) = V(U=�U), und wir erhaltendimV(X 
U Y ) = dimV(X 
U U=(�U))= dimV(X=X�)= dimVX � dimV(X�)= dimVX � dim((VX)�)= dimVX=((VX)�)= dimVX 
Z Z=�= dimVX 
Z VY;wobei wir f�ur die erste Gleihung das Lemma 2.6.10 und f�ur die vierte Gleihheit nurdie Operation des Zentrums auf VX verwendet haben. F�ur � = �� folgt die Gleihheitder Dimensionen durh Vershieben (von rehts). Damit folgt dann auh einfah dieAussage f�ur beliebiges ganzes �.Nun ist der Funktor VX 
Z V(�) zumindest rehtsexakt. Sei M ,! Y!!N eine kurzeexakte Sequenz mitM , N 6= 0. Somit stimmt nah Induktionsannahme die Behauptung



2.6. Der Funktor V f�ur Harish-Chandra-Bimoduln 37f�ur M und N und wir erhaltendim(VX 
Z VY ) � dim(VX 
Z VM) + dim(VX 
Z VN)= dimV(X 
U M) + V(X 
U N)= dimV(X 
U Y )Da alle R�aume endlihdimensional sind, folgt damit die Bijektivit�at. F�ur beliebiges Xw�ahle man eine projektive Pr�asentierung von X. }



KAPITEL3Hauptserien, Vervollst�andigung undDualit�at
In diesem Kapitel f�uhren wir die sogenannten Hauptserien ein und wiederholen diewihtigsten Resultate �uber Vervollst�andigung im Sinne von [Jo5℄.Mit Hilfe dieser Ergebnisse erhalten wir als erstes Resultat, da� das Duale einerHauptserie wiederum eine solhe ist. Das Hauptresultat dieses Kapitels beshreibtdie Homomorphismen und Erweiterungen zwishen Hauptserien. Insbesondere er-halten wir die Unzerlegbarkeit aller Hauptserien. Diese kann jedoh auh ohne Ver-wendung der Vervollst�andigungsfunktoren gezeigt werden (siehe Lemma 3.3.1). AlsFolgerung daraus erhalten wir die Existenz sogenannter "getwisteter Kippmoduln\und ihre Charakterformeln.Alle Ergebnisse dieses Kapitels lassen sih ohne Probleme auh auf singul�are ganzeGewihte �ubertragen.3.1 Hauptserien und Josephs Vervollst�andigungsfunktorenWir wollen im folgenden Abshnitt kurz die Zusammenh�ange zwishen Josephs Vervollst�andi-gungsfunktoren und unseren Hauptserien beshreiben.Wir fassen zuerst die f�ur uns wesentlihen Aussagen von [Jo5℄ und [Jo4℄ nohmals zusammen.Wir bezeihnen f�ur Weylgruppenelemente x und y und ein dominantes Gewiht � 2 h� mitP(x��;y��) die Hauptserie L��(x � �);r(y � �)�. Falls � = 0 shreiben wir einfah P(x;y) undstatt P(x;x) einfah Px.De�nition 3.1.1. F�ur x 2 W ist Josephs Vervollst�andigungsfunktor Cx auf O0 de�niertdurh Cx(M) := L(�(x�1 � 0);M) 
U �(0):Statt Cs� shreiben wir meist einfah C�.F�ur M einen dualen Vermamodul bezeihnen wir solhe Objekte aus O ebenfalls als Haupt-serien. 38



3.2. Hauptserien und ihre dualen Hauptserien 39Eigenshaften1. ([Jo4, 2.2℄) Der Funktor Cx ist kovariant und linksexakt.2. ([Jo5, 2.9℄) Es gibt eine nat�urlihe �Aquivalenz von Funktoren Cx �= Cs1 � � �Csr , wobeix = s1 � : : : � sr eine reduzierte Zerlegung von x ist.3. ([Jo5, Lemma 2.10℄) Es gilt Cxr(0) �= r(x � 0) f�ur alle x 2W .4. Nah De�nition entspriht Cx�1r(y � 0) gerade der Hauptserie L(�(x � 0);r(y � 0)) =P(x;y) unter der �Aquivalenz von Kategorien aus [BG℄. In der Grothendiekgruppe gilt(nah [Jo5, 3.1℄) [Cxr(y � 0)℄ = [�(xy � 0)℄f�ur alle x, y 2W . Einen Beweis dieser Tatsahe �ndet man in [Di, 9.6.2℄.5. ([Jo4, Lemma 2.5℄) F�ur eine einfahe Wurzel � istC��(x � 0) �= (�(s�x � 0) falls s�x < x�(x � 0) sonst. (3.1)Auf Vermamoduln stimmt somit Josephs Vervollst�andigungsfunktor mit dem von En-right de�nierten (siehe [E℄) �uberein. Zusammen mit den bereits genannten Eigenshaftengilt insbesondere f�ur alle y 2WL��(wo � 0);r(y � 0)�
U �(0) �= �(woy � 0):6. Die Inklusion �(s� � 0) ,! �(0) liefert f�ur jede einfahe Wurzel � und jeden Modul Min O0 eine kanonishe Abbildung ��M : M �! Cs�M .� Wir bezeihnen mit D��M ihr Bild. Der Kern dieser Abbildung ist (nah [Jo4,Lemma 2.4℄) der gr�o�te �-endlihe Untermodul von M , das hei�t der gr�o�te Un-termodul, der nur Kompositionsfaktoren der Form L(x �0) mit hx �0; ��i > 0 besitzt.Wir bezeihnen M als �-frei, falls die Abbildung ��M injektiv ist. Insbesondere istalso jeder Vermamodul �-frei.Man beahte, da� diese De�nition niht mit der in [Ja2℄ �ubereinstimmt.� Wir nennen M �-ofrei, falls M? �-frei ist und setzen D+�M := (D�� (M?))?. Ins-besondere ist also jeder duale Vermamodul �-ofrei.7. Der Vektorraumisomorphismus HomC (M;N�) �= (N 
 M)� induziert (vgl. [Ja2, 6.8(11)℄) einen Isomorphismus L(M;N)� �= L(N?;M?) f�ur alle Moduln M und N aus O.3.2 Hauptserien und ihre dualen HauptserienWir wollen nun zeigen, da� das Duale einer Hauptserie wiederum eine Hauptserie ist. Genauergilt der folgendeHauptsatz 3.2.1 (Dualit�atssatz).F�ur alle Weylgruppenelemente x gibt es einen Isomorphismus von Harish-Chandra-BimodulnP?(x;y) ~�!P(wox;woy):



40 Kapitel 3. Hauptserien, Vervollst�andigung und Dualit�atBeweis: Der Beweis l�auft durh Induktion �uber die L�ange von x.Sei nun x = e und z = woy. Au�erdem de�nieren wir a und b 2 W durh wo = az undb = awo. Dann erhalten wir die folgenden IsomorphismenP(wo;woy) = L��(wo � 0);r(woy � 0)��= L��(a�1b � 0);r(z � 0)� �= L��(0);Cb�1Car(z � 0)��= L��(0);Cb�1r(az � 0)� �= L��(0);Cb�1�(wo � 0)��= L��(0);�(b�1wo � 0)� �= L��(0);�(y � 0)�= P?(e;y);da b�1wo = w�1o a�1wo = w�1o z = y gilt. Das liefert den Induktionsanfang.F�ur eine einfahe Spiegelung s mit xs > x liefert die exakte Sequenz�(x � 0) ,! �s�(x � 0)!!�(xs � 0)f�ur alle y 2W (wegen Eigenshaft 4 des vorherigen Abshnitts) eine exakte Sequenz0 L��(x � 0);r(y � 0)�| {z }:=A an � �rsL��(x � 0);r(y � 0)�| {z }:=B  � L��(xs � 0);r(y � 0)�| {z }=P(xs;y)  0: (3.2)(F�ur den mittleren Term siehe man Lemma 2.6.5.) Andererseits liefert die exakte Sequenz�(woxs � 0) ,! �s�(wox � 0)!!�(wox � 0)die exakte Sequenz0 L��(woxs � 0);r(woy � 0)�| {z }P(woxs;woy)  � �rsL��(wox � 0);r(woy � 0)�| {z }:=D an � L��(wox � 0);r(woy � 0)�| {z }:=C  0:Nah Induktionsannahme existiert ein Isomorphismus  : C? ~!A. Nun vertausht (mit [Ja2,6.8 und 4.12℄) die Dualisierung mit der Vershiebung, das hei�t wir k�onnen einen Isomorphis-mus � : D� = (�sC)� �= �sC� w�ahlen. Das liefert einen Isomorphismus ~ = �s Æ � : D� �!�rsA = B. Wir erhalten das folgende Diagramm0 oo A oo an
OO  B oo

OO ~ P(xs;y) oo 00 oo C? oo an? D? oo P?(woxs;woy) oo 0 (3.3)
Man kann durh etwas aufwendige Rehnungen zeigen, da� dieses Diagramm sogar kommu-tiert und einen Isomorphismus zwishen den Kernen liefert. F�ur unseren Fall reiht es jedohaus, da� auf der rehten Seite jeweils Kerne der kanonishen Abbildung stehen, diese alsoisomorph sind. (Siehe auh Bemerkung 3.2.3 b.) }Das folgende Lemma ist eigentlih ein Korollar aus dem Hauptsatz. Es ist allerdings das zen-trale Hilfsmittel zum Beweis des Homomorphismensatzes.Wir geben zwei Argumente an, die dieses Lemma beweisen. Das erste ist rein kombinato-rish und unabh�angig vom Hauptsatz, aber l�a�t wohl den eigentlihen Grund der Aussageniht erkennen. Das zweite geht eher auf die De�nitionen zur�uk und verwendet neben demHauptsatz, da� ein durh C� vervollst�andigter Modul stets �-frei ist.



3.2. Hauptserien und ihre dualen Hauptserien 41Lemma 3.2.2. Seien x, y 2W und M := L(�(x � 0);r(y � 0))
U �(0) 2 O0 die zugeh�origeHauptserie. Dann ist f�ur jede einfahe Spiegelung s = s� mit xs > x der Modul M stets�-ofrei.Beweis: Das folgt direkt aus [Jo5, 2.2℄ unter Verwendung der Charakterformeln f�ur Hauptse-rien. Denn mit den Bezeihnungen aus [Jo5℄ gilt f�ur M := Cx�1r(y � 0):[D+�M ℄ = �[C�M ℄ + [M ℄ + s[M ℄= �[�(sx�1y � 0)℄ + [�(x�1y � 0)℄ + [�(s(x�1y) � 0)℄= [�(x�1y � 0)℄= [M ℄und nah De�nition von D+� ist M somit �-ofrei. Also ist die Aussage bewiesen.Man kann es aber auh wie folgt sehen:Wir betrahten den dualen Modul M? �= L(�(wox � 0);r(woy � 0)). Es sei x < xs1, alsowox > woxs1. Wir w�ahlen eine reduzierte Zerlegung wox = sr � : : : � s1 mit si = s�i . NahDe�nition gilt M? = C�1 � � �C�rr(woy � 0). Insbesondere (siehe [Jo5, 3.2℄) ist dieser Modul�1-frei, also ist M selbst �1-ofrei. Das ist gerade die Behauptung. }Bemerkung 3.2.3.a.) Wir k�onnen mit einem Isomorphismus von Pwoxs;woz in das Duale von Pxs;z einen ent-sprehenden Isomorphismus von Pwox;woz in das Duale von Px;z f�ur xs > x auh expliziterangeben. Aufgrund der De�nitionen gilt:�L��(x � 0);r(z � 0)��? �= �L(�(0);Cx�1r(z � 0)��? �= L��(0); �Cx�1r(z � 0)�?�De�nieren wir nun y = wox, dann erhalten wir mit [Jo5, 2.6℄ und Lemma 3.2.2Cx�1r(z � 0) �= �Cs(CsCx�1r(z � 0))?�?;also L��(0); �Cx�1r(z � 0)�?� �= L��(0);Cs�Cxs�1r(z � 0)�?��= L��(s � 0);C(woxs)�1r(woz � 0)��= L��(wox � 0);r(woz � 0)�:b.) Im n�ahsten Kapitel wird unabh�angig von Hauptsatz 3.2.1 gezeigt, da� das Diagramm(3.3) im Beweis des Hauptsatzes 3.2.1 (bis auf einen Skalar) kommutiert, da der entspre-hende Morphismenraum eindimensional ist..) Die Art des Beweises von Hauptsatz 3.2.1 zeigt, da� die Aussage des Hauptsatzes nihtdirekt auf der De�nition der Vervollst�andigungsfunktoren basiert, sondern vielmehr aufder Existenz einer exakten Sequenz der Form (3.2). Der entsprehende abstrakte Kontext



42 Kapitel 3. Hauptserien, Vervollst�andigung und Dualit�atwird sh�on in [AL℄ beshrieben. Andererseits erm�ogliht es die Beshreibung der Hauptse-rien als semiinduzierte Moduln (siehe ebenfalls [AL℄) oder auh als geometrishe Objekte.Dabei bedeutet letzteres die Beshreibung der Hauptserien als lokale Kohomologiegruppenvon Linienb�undeln auf der Fahnenmannigfaltigkeit (siehe [AL℄) oder auh direkt als D-Moduln unter Verwendung der geometrishen Beshreibung der Vershiebungsfunktoren,wie sie beispielsweise in [BGi℄ zu �nden ist.d.) Die Argumente gelten v�ollig entsprehend auh f�ur singul�are ganze Gewihte.3.3 Endomorphismenringe und Selbsterweiterungen derHauptserienIn diesem Abshnitt wollen wir einige Endomorphismenringe und Selbsterweiterungen vonHauptserien bestimmen. Ein erster Shritt in diese Rihtung ist die Unzerlegbarkeit derHauptserien. Obwohl dies ansheinend eine wohlbekannte Tatsahe ist, war ein Beweis inder Literatur niht aufzu�nden.Deshalb zeigen wir zuerst folgendesLemma 3.3.1. Alle Hauptserien Px;y (mit x, y 2W ) sind unzerlegbar.Beweis: Betrahten wir wiederum zu x 2 W eine Sequenz der Form (3.2), vertaushen via� die Links- und Rehtsstruktur und wenden darauf unseren Funktor nah O an. Shlie�lihshreiben wir die erhaltene Sequenz einfah als A ,! �sA!!B.Nehmen wir nun an, A sei zerlegbar, dann ist es auh B. Denn sei A = C � D. Da dieInklusion der Identit�at auf dem auf die Wand geshobenen Modul A entspriht, liefert diesedirekte Summenzerlegung zwei exakten Sequenzen der FormC ,! �sC !! oker1D ,! �sD !! oker2 :mit oker1� oker2 �= B. Nehmen wir nun an, B sei unzerlegbar und sei oker1 = 0. Wiruntersheiden die beiden folgenden F�alle:I.) Es gibt kein x 2 W mit xs > x und [C : L(xs � 0)℄ 6= 0. Dann ist aber �sC = 0, waszum Widerspruh f�uhrt.II.) Es gibt ein x 2 W mit xs > x und [C : L(xs � 0)℄ 6= 0. Der Einfahheit halber w�ahlenwir x maximal. Dann gilt aber [�sC : L(xs � 0)℄ = 2[C : L(xs � 0)℄.Damit folgt die Zerlegbarkeit von B. Induktiv erhalten wir (da alle Vermamoduln unzerlegbarsind) die gesuhte Aussage. }Eine st�arkere Aussage als die Lokalit�at der Endomorphismenringe liefert der folgende Haupt-satz. Zu dessen Beweis ben�otigen wir das zentraleLemma 3.3.2. Sei � eine einfahe Spiegelung. Sei f : M ! N ein Morphismus ungleihNull in O0, wobei M ein �-ofreier Modul ist. Dann ist die induzierte AbbildungC�f : C�M ! C�Nniht trivial.



3.3. Endomorphismenringe und Selbsterweiterungen der Hauptserien 43Beweis: Der Vervollst�andigungsfunktor ist linksexakt. Deshalb liefert die exakte Sequenz0! ker f ,!M!! im f ! 0(unter Verwendung von [Jo4, 3.4℄) eine exakte Sequenz0! C� ker f ,! C�M C�f�! C� im f!!X ! 0:Wir m�ussen zeigen, da� C� ker f 6= C�M gilt. Nehmen wir Gleihheit an, alsoC� ker f = C�M; (3.4)und betrahten wir (siehe [Jo5, 3.2℄) die folgenden zwei exakte Sequenzen:0! C� ker f ,! C2� ker f �! D+� ker f !! D� ker f ! 00! C�M ,! C2�M �! D+�M !! D�M ! 0;wobei der Funktor D� die Komposition der Funktoren D+�C� nah [Jo4, 3.6℄ ist. Somiterhalten wir aufgrund unserer Annahme (3.4) die folgende Gleihheit: D+� ker f = D+�M .Andererseits ist M aber �-ofrei, also M = D+�M , und D+� ker f ist nah De�nition eineTeilmenge von ker f . Weil f nihttrivial ist, ist die Teilmenge eht in M enthalten. Damiterhalten wir aber einen Widerspruh und somit ist C�f niht die Nullabbildung. }Das Lemma 3.2.2 sihert die Existenz "gen�ugend vieler\ �-ofreier Moduln und maht dasvorhergehende Lemma zu einem starken Hilfsmittel.Mit diesen Ergebnissen k�onnen wir nun Endomorphismen und einige spezielle Homomorphis-menr�aume von Hauptserien bestimmen. Es stellt sih insbesondere heraus, da� sie sih indiesen F�allen in der Tat wie Vermamoduln verhalten.Hauptsatz 3.3.3 (Homomorphismensatz).Seien x, y 2W und s eine einfahe Spiegelung, so da� y > ys. Wir setzen zur Abk�urzungA := L��(x � 0);r(y � 0)�;B := L��(x � 0);r(ys � 0)�:Dann gelten die folgenden Aussagen:a.) EndH(A) = EndH(B) = C .Insbesondere haben alle Hauptserien eindimensionale Endomorphismenringe.b.) HomH(A;B) = 0.F�ur x = wo bedeutet das gerade Homg(�(woy � 0);�(woys � 0)) = 0..) HomH(A; �sA) = HomH(A; �sB) = HomH(B; �sA) = HomH(B; �sB) = C .d.) dimEndH(�sA) = dimEndH(�sB) = 2.e.) HomH(B;A) = C .F�ur x = wo bedeutet das gerade Homg(�(woys � 0);�(woy � 0)) = C .



44 Kapitel 3. Hauptserien, Vervollst�andigung und Dualit�atf.) Die Sequenz 0! A an! �sA an! B ! 0 (3.5)spaltet niht in H.g.) F�ur tx < x mit einer einfahen Spiegelung t giltHomH(Px;Ptx) = C :Beweis: a.) Ist x = wo, dann entsprehen A und B nah Eigenshaft 5 in Abshnitt 3.1einem Vermamodul und die Aussagen sind wohlbekannt. Andernfalls gilt nah (eventuellmehrmaligem Anwenden von) Lemma 3.3.2 f�ur beliebiges z 2WEndH �L(�(x � 0);r(z � 0))� ,! EndH �L(�(wo � 0);r(z � 0))�= EndO(�(woz � 0)) = CDas ergibt die Behauptung.b.) W�are die Aussage falsh, erhielten wir mit einer Shlu�weise wie oben eine nihttrivialeAbbildung vom Vermamodul �(woy�0) in den Vermamodul �(woys�0). Mit der Bedingungys < y, also woy < woys, erhalten wir einen Widerspruh. Deswegen besteht der fragliheMorphismenraum nur aus der Nullabbildung..) Wir erhalten aus (3.5) die exakte Sequenz0! EndH(A)| {z }�=C �! HomH(A; �sA) �! HomH(A;B)| {z }=0 ;wobei wir bereits die beiden �au�eren Terme bestimmt haben. Damit gilt die erste Aussage.Die �ubrigen Behauptungen folgen direkt aus �sA �= �sB und der Selbstadjungiertheit derVershiebung �s.d.) Diese Aussage ist nun o�ensihtlih, da �s selbstadjungiert ist und die Eigenshaft �2s �=�s � �s erf�ullt.e.) Betrahten wir einen (bis auf Skalar eindeutigen) Morphismusf 2 HomH(P(e;ys);P(e;y)) = Homg(r(ys � 0);r(y � 0)):Dieser induziert mit Lemma 3.3.2 einen nihttrivialen Morphismus von B nah A. Ande-rerseits liefert die Sequenz (3.5) auh eine InklusionHomH(B;A) ,! HomH(B; �sA)und somit ist dimHomH(B;A) = 1.f.) Wenden wir den Funktor HomH(B; �) auf die gegebene Sequenz (3.5) an, liefert das mitdem bereits Bewiesenen die exakte Sequenz0! HomH(B;A) ��! HomH(B; �sA) an Æ�! HomH(B;B):Damit hat aber die Identit�at id 2 HomH(B;B) kein Urbild unter der letzten Abbildung.Somit spaltet die Sequenz niht.



3.3. Endomorphismenringe und Selbsterweiterungen der Hauptserien 45g.) F�ur x = wo entspriht das Urbild einem dominanten Vermamodul und die Aussage istaufgrund der Charakterformeln f�ur Hauptserien klar.Ansonsten induziert jede nihttriviale Abbildung f 2 HomH(Px;Ptx) einen von Null ver-shiedenen Morphismus in HomH(P(xz;x);P(txz;tx)) f�ur jede einfahe Spiegelung z mit derEigenshaft xz > x. Vertausht man die Links- und Rehtsoperation von g, erh�alt manalso f1 2 HomH(P(x;xz);P(tx;txz)) das niht die Nullabbildung ist.Wiederholt man dieses gesamte Verfahren, erh�alt man shlie�lihHomH(Px;Ptx) ,! HomH(Pwo ;Pwoa) = Homg(�(0);Cawor(woa � 0)) = Cf�ur eine geeignete einfahe Spiegelung a. Da� es aber eine nihttriviale Abbildung zwishenden beiden besagten R�aumen gibt, ist bereits bekannt ([Jo4, 4.7℄). }Mit Hilfe des vorangehenden Hauptsatzes erhalten wir ein neues Ergebnis, das best�atigt, da�sih die Hauptserien wie Vermamoduln verhalten. Genauer zeigen wir das Vershwinden derSelbsterweiterungen und gewisser Erweiterungen "benahbarter\ Hauptserien.Dennoh �andert das nihts an der Tatsahe, da� es gravierende Untershiede geben kann. Zunennen w�aren da beispielsweise h�oherdimensionale Morphismenr�aume zwishen einer Haupt-serie und ihrer dualen oder auh die Nihtrigidit�at (siehe dazu Kapitel 5.2.2).Satz 3.3.4 (Erweiterungen von Hauptserien).Seien x und y 2W beliebig. Sei A = L��(x � 0);r(y � 0)� und B = L��(x � 0);r(ys � 0)� f�urs eine einfahe Spiegelung mit y > ys.Dann gilt f�ur ~A := A
U �(0) und ~B := B 
U �(0) bez�uglih Erweiterungen in O0 :a.) Ext1( ~A; ~A) = Ext1( ~B; ~B) = 0.b.) Ext1( ~A; ~B) = 0..) Ext1( ~A; �s ~A) = Ext1( ~B; �s ~B) = 0.d.) Ext1( ~B; ~A) = C .F�ur x = wo sind das gerade die bekannten Aussagen f�ur Vermamoduln.Beweis: a.) Sei A f�! E g�! A eine Erweiterung mit trivialem zentralen Charakter vonrehts. F�ur x = wo das l�angste Element ist ~A ein Vermamodul und die obige Sequenzspaltet. Sei also x 6= wo und die Behauptung stimme f�ur alle Weylgruppenelemente mitgr�o�erer L�ange. Wir w�ahlen eine einfahe Spiegelung t, so da� xt > x und erhaltenfolgendes kommutierende Diagramm in H:0 // A f //
OOOO an E g // //

OOOO
A //
OOOO an 00 // �rtA �rt f // �rtE �rt g // // �rtA // 0Die (kanonishe) Abbildung in der Mitte ist surjektiv nah dem F�unferlemma. Mit demShlangenlemma erhalten wir die KernsequenzC := L(�(xt � 0);r(y � 0)) ,! E0!!L(�(xt � 0);r(y � 0))



46 Kapitel 3. Hauptserien, Vervollst�andigung und Dualit�atmit �rtE0 �= �rtE.Wir bestimmen zuerst die Dimension einiger Morphismenr�aume. Die Kernsequenz spaltetnah Induktionsvoraussetzung. Diese Informationen lieferndimHomH(�rtA;E) = dimHomH(�rtC;E)= dimHomH(C; �rtE)= dimHomH(C; �rtE0)= dimHomH(�rtC;E0)= dimHomH(�rtC;C � C)= dimHomH(�t�(C); �(C) � �(C))= 2nah Hauptsatz 3.3.3 .Andererseits gilt HomH(C;E) = 0, denn jeder nihttriviale Morphismus h�atte sein Bildentweder im Bild von f , oder aber die Komposition mit g w�are nihttrivial. Insgesamtg�abe es also eine Abbildung von C nah A, was (nah Vertaushung der Links- undRehtsoperation von g) ein Widerspruh zu Hauptsatz 3.3.3 b darstellte.Betrahten wir nun die exakte SequenzHomH(A;E) ,! HomH(�rtA;E)! HomH(C;E);so folgt insbesondere aus unseren berehneten DimensionsformelndimHomH(A;E) = 2:Kehren wir zur�uk zur urspr�unglihen Sequenz, liefert das die exakte Sequenz0! HomH(A;A) fÆ�! HomH(A;E) gÆ�! HomH(A;A):Betrahten wir die Dimensionen (1-2-1), so erhalten wir die Surjektivit�at der rehtenAbbildung. Ein Urbild der Identit�at liefert somit den geforderten Spalt. Somit gilt dieerste Behauptung.b.) Sei B f�! E g�! A (3.6)eine Erweiterung mit trivialem zentralen Charakter von rehts. Sei 0 6= h 2 HomH(A;E).Gilt imh � im f , erhalten wir einen Widerspruh zu Hauptsatz 3.3.3 b, also ist g Æ h 6= 0und mit Hauptsatz 3.3.3 a somit h bis auf einen Skalar der gesuhte Spalt. Wir m�ussenalso nur noh begr�unden, warum es ein solhes nihttriviales h gibt.Wir w�ahlen dazu t wie oben, wenden �rt auf (3.6) an und erhalten eine spaltende Kernse-quenz B0 ,! E0!!A0:Wir w�ahlen einen Spalt � 2 HomH(A0; E0) und erhalten �rt� 2 HomH(�rtA0; �rtE0). Miteinem entsprehenden Diagramm wie in Teil a.) liefert das eine nihttriviale Abbildungin Homg(A;E). Das ist aber dann gerade eine Abbildung der geforderten Art.



3.4. Getwistete Kippmoduln 47.) Die exakte Sequenz (3.5) liefert die exakte Sequenz: : : ! Ext1O( ~A; ~A)! Ext1O( ~A; �s ~A)! Ext1O( ~A; ~B)! : : : ;wobei wir bereits wissen, da� die beiden �au�eren R�aume trivial sind, also ist es auh derin der Mitte. Das liefert die erste Aussage. Die zweite folgt direkt aus �s ~A �= �s ~B und derSelbstadjungiertheit von �s.d.) Wir betrahten wiederum die exakte Sequenz (3.5). Das liefert die exakte Sequenz0 ! HomO( ~B; ~A) ! HomO( ~B; �s ~A) ! HomO( ~B; ~B)! Ext1O( ~B; ~A) ! Ext1O( ~B; �s ~B) ! : : : :Durh Dimensionsvergleih (1-1-1-?-0), erhalten wir dimExt1O( ~B; ~A) = 1. Das ist aber geradedie Behauptung. }3.4 Getwistete KippmodulnIn diesem Abshnitt wollen wir getwistete Kippmoduln de�nieren. Diese Moduln sind unzer-legbar und haben eine Filtrierung, deren Subquotienten getwistete Vermamoduln sind. Imfolgenden shreiben wir als Abk�urzung �x(y) anstatt L(�(x � 0);r(y � 0))
U �(0). Wir nen-nen diese Moduln auh "wox-getwistete\ Vermamoduln. Insbesondere liefert das unter der�Aquivalenz zu O f�ur x = wo (mit dem neutralen Element getwistete) Vermamoduln und f�urx = e duale Vermamoduln.Die grundlegende Eigenshaft der getwisteten Vermamoduln, die zur Existenz getwisteterKippmoduln f�uhrt, formulieren wir in dem folgendenLemma 3.4.1. Seien x, y, z 2W . Es gilt1. Homg(�x(y);�x(z)) 6= 0 =) y � z.2. Ext1O(�x(y);�x(z)) 6= 0 =) y < z.Beweis: Angenommen es existiere eine nihttriviale Abbildung f 2 HomH ��x(y);�x(z)�,dann induziert diese (wie im Beweis von Hauptsatz 3.3.3) induktiv eine nihttriviale Abbil-dung g 2 HomH ��wo(y);�wo(z)�. So eine Abbildung existiert aber nur, falls woy � woz, alsoy � z ist. Das ist die erste Behauptung.F�ur die zweite Aussage sei y 6� z, denn wir wissen bereits, da� Hauptserien keine nihttri-vialen Selbsterweiterungen besitzen. F�ur x = e ist die Aussage klar aufgrund der bekanntenErweiterungen von dualen Vermamoduln. F�ur eine Sequenz der Form�x(z) ,! E!!�x(y) (3.7)erhalten wir eine exakte Sequenz0! Homg(�x(y);�x(z)) �! Homg(�x(y); E) �! Homg(�x(y);�x(y)):Der erste Ausdruk der Sequenz ist nah dem bereits bewiesenen Teil trivial, und der Raum aufder rehten Seite ist als Endomorphismenring einer Hauptserie eindimensional. Somit reihtes aus zu zeigen, da� Homg(�x(y); E) 6= 0 ist. Denn dann liefert ein Urbild der Identit�atid 2 Endg(�x(y)) einen Spalt f�ur die Sequenz (3.7). Mit einer entsprehenden Argumentationwie in Satz 3.3.4 b erhalten wir eine Abbildung der geforderten Art. }



48 Kapitel 3. Hauptserien, Vervollst�andigung und Dualit�atMit einigen Standardargumenten (siehe bspw. [So7℄) liefert das die Existenz getwisteter Kipp-moduln:Satz 3.4.2 (Existenz und Charakter getwisteter Kippmoduln).1. F�ur alle y 2 W existiert ein (bis auf Isomorphismus eindeutiger) unzerlegbarer ModulT x(y) 2 O0, f�ur den die folgenden Eigenshaften gelten:a.) Ext1(�x(z); T x(y)) = 0 f�ur alle z 2Wb.) T x(y) 2 O0 hat eine �x-Fahne, (d.h. eine Fahne, deren Subquotienten zu gewissen�x(z) isomorph sind) die mit �x(y) � T x(y) 2 O0 beginnt.2. Die Charaktere sind gegeben durh die folgende Formel:[T x(y)℄ = Xz2W [T (woy � 0) : �(woz � 0)℄[�x(z)℄;wobei Two(y) = T (woy � 0) den "gew�ohnlihen\ Kippmodul zum Gewiht woy � 0 bezeih-net.Beweis: Der erste Teil des Satzes folgt mit Standardargumenten.F�ur den zweiten Teil konstruieren wir Moduln mit den entsprehenden Charakterformeln undzeigen dann, da� sie die harakterisierende Eigenshaften der Kippmoduln erf�ullen.Wir w�ahlen zu einem festen x 2 W eine einfahe Spiegelung s mit xs < x. Wir nehmen an,die Charakterformel gelte bereits f�ur T x. (Der Induktionsanfang ist trivial.)Die exakte Sequenz �x(y) ,! T x(y)!! okerliefert ein kommutatives Diagramm der Form0 // �x(y) �

� f //an
��

T x(y) g // //an
��

oker //an
��

00 // �rs�x(y) �

� �rt f // �rsT x(y) �rt g // // �rs oker // 0:Die vertikalen Abbildungen sind alles Injektionen. Die linke Injektion ist klar. Die rehteerhalten wir mit Induktion �uber die L�ange der Fahne unter Verwendung des F�unferlemmas.Damit erhalten wir dann auh die Injektion in der Mitte.Die Kokernsequenz ist dann von der Form�xs(y) ,! T!!K:Dabei ist wiederum leiht zu sehen, da� K eine �xs-Fahne hat. Analog zum Beweis vonLemma 3.3.1 erhalten wir die Unzerlegbarkeit von T .Wir werden nun noh zeigen, da� T die Eigenshaft 1a.) erf�ullt.Angenommen, es existiere eine nihttriviale Erweiterung0! T f�! E g�! �xs(z)! 0: (3.8)



3.4. Getwistete Kippmoduln 49Die Vershiebung (von rehts) durh die s-Wand liefert eine Kernsequenz der Form0! T x(y) �! E0!!�x(z)! 0: (3.9)Angenommen, E ist unzerlegbar, dann ist es (analog zu Lemma 3.3.1) auh E0. Das ist aberein Widerspruh dazu, da� T x ein x-getwisteter Kippmodul ist und deshalb (3.9) spaltet. Alsoist E �= A�B f�ur gewisse Moduln A und B in O0. Da T unzerlegbar ist, liegt das Bild unterf bereits in einem der Summanden, sagen wir f(T ) � A. Dann ist A=f(T ) � B �= �xs(z).Wegen der Unzerlegbarkeit der Hauptserie mu� also f(T ) = A sein und B �= �xs(z). Verm�ogedieses Isomorphismus k�onnen wir eine nihttriviale Abbildung von �xs(z) nah E konstru-ieren, deren Bild trivialen Shnitt mit f(T ) hat, also nah Anwendung von g immer nohniht Null ist. Das liefert aber wegen der Eindimensionalit�at des Endomorphismenringes von�xs(z) bis auf einen Skalar einen Spalt zu g.Also gilt Ext1O(�xs(z � 0); T ) = 0.Somit ist T ein Modul, der gerade die harakterisierenden Bedingungen des getwisteten Kipp-moduls T xs(y) erf�ullt. Die Konstruktion von T liefert dann aber induktiv f�ur alle x 2W geradedie gew�unshte Charakterformel[T (woy) : �(woz)℄ = [Two(y) : �wo(z)℄= [Twos(y) : �wos(z)℄= [T x(y) : �x(z)℄: }Bemerkung 3.4.3.� Der antidominante Projektive ist stets ein x-getwisteter Kippmodul f�ur alle Weylgrup-penelemente x. Dies folgt direkt aus der Konstruktion im Beweis, da dieser Modul,wenn man ihn durh die Wand shiebt, gerade die direkte Summe mit sih selbst er-gibt (vgl. [Jo4, Lemma 3.16℄). Insbesondere liefert das also eine F�ulle untershiedliherFiltrierungen.� Diese getwisteten Moduln haben (im Gegensatz zu den "normalen\ Kippmoduln) imallgemeinen keine duale �x-Fahne bzw. �wox-Fahne. Der Morphismenraum zwishen�x(z) und seinem dualen ist in vielen F�allen niht eindimensional, wie man in denBeispielen in Abshnitt 5.2.2 erkennen kann. Das liefert dann auh, da� sie nihttrivialerweitern k�onnen.� Es gilt stets T x(e) = �x(0) �= r(x�1 � 0).� F�ur sl2 sind die gew�ohnlihen Kippmoduln T s(s) = T (0) = P (s�0) und T s(e) = T (s�0) =�(s �0). Andererseits erhalten wir die s-getwisteten Kippmoduln T e(e) = r(0) und denantidominanten Projektiven mit der Fahne �e(s) = �(s � 0) ,! T e(s)!!r(0).Ohne Shwierigkeiten k�onnen wir die Charakterformeln �uberpr�ufen:T e(e) = Xz2W [T (s � 0) : �(woz � 0)℄[�e(z)℄= [�(s � 0) : �(s � 0)℄[�e(e)℄= [r(0)℄:



50 Kapitel 3. Hauptserien, Vervollst�andigung und Dualit�atF�ur den zweiten getwisteten Kippmodul erhalten wirT e(s) = Xz2W [T (0) : �(woz � 0)℄[�e(z)℄= Xz2W [P (s � 0) : �(woz � 0)℄[�e(z)℄= [�e(e)℄ + [�e(s)℄= [P (s � 0)℄:� Die Fahne des antidominanten Projektiven als x-getwisteter Kippmodul endet jeweilsmit r(x�1wo � 0) und beginnt mit dem Vermamodul �(x�1 � 0).



KAPITEL4Kategorie O und Graduierungen
Im folgenden wollen wir regul�are Bl�oke der Kategorie O in gewissem Sinne "gra-duieren\. Das bedeutet, da� die Grothendiekgruppe eines solhen Bloks zu einerZ-graduierten Gruppe wird, die isomorph zur Hekealgebra ist. Verm�oge dieses Iso-morphismus k�onnen wir Vershiebungsfunktoren als graduierte Funktoren au�assenund kombinatorish beshreiben. Das liefert uns induktiv graduierte Versionen derprojektiven, injektiven und einfahen Objekte, sowie der Vermamoduln und ihrerdualen. Wir zeigen, da� die Dualit�at in gewisser Weise mit der Graduierung ver-tr�aglih ist und gewinnen eine graduierte Reziprozit�atsformel. Soweit verwenden wirniht die Ergebnisse der Kazhdan-Lusztig-Theorie.Mit Hilfe von Kazhdan-Lusztig-Polynomen erhalten wir jedoh Aussagen �uber gra-duierte Multiplizit�aten. Insbesondere k�onnen wir in dem graduierten Kontext dieKoeÆzienten der Kazhdan-Lusztig-Polynome deuten.Dieses Kapitel soll au�erdem als Vorarbeit zur Graduierung der Hauptserien dienen,mit deren Hilfe wir im Verlauf der Arbeit primitive Quotienten untersuhen wollen.Wir beginnen mit wohlbekannten Tatsahen �uber die Grothendiekgruppe von O0 und �ubergraduierte Moduln.F�ur � 2 h� und x einem Weylgruppenelement bezeihnen wir im folgenden mit�(x � �) den Vermamodul zum h�ohsten Gewiht x � � und mitr(x � �) den entsprehenden dualen Vermamodul.F�ur M;N 2 O sei L(M;N) die abk�urzende Shreibweise f�ur HomC (M;N)adf .F�ur eine Modulkategorie A bezeihnen wir mit [A℄ die zugeh�orige Grothendiekgruppe.Das ist also die freie Gruppe, die von den Isomorphieklassen der Objekte in A erzeugtwird mit der zus�atzlihen Relation A + B = C, falls es eine kurze exakte SequenzA ,! C!!B gibt.Soll diese Relation jeweils nur im Fall einer spaltenden Sequenz gelten, sprehen wir vonder spaltenden Grothendiekgruppe und bezeihnen sie mit < A >.51



52 Kapitel 4. Kategorie O und Graduierungen4.1 Die Grothendiekgruppe, Vershiebungsfunktoren undder Funktor VDie im folgenden Lemma formulierte Aussage ist zwar o�ensihtlih, jedoh f�ur das folgendeKapitel von zentraler Bedeutung.Lemma 4.1.1. Wir haben einen Isomorphismus von abelshen Gruppen[10H0℄ �! [0H10℄ �! [O0℄ �! Z[W℄�L(�(0);�(x�1 � 0))� 7! [L(�(0);�(x � 0))℄ 7! [�(x � 0)℄ 7! x�1Das Bild von [P (x � 0)℄ ist Xy2W[P (x � 0) : �(y � 0)℄y�1.Beweis: Hierbei wurde nur verwendet, da� die Isomorphieklassen der Vermamoduln mit tri-vialem zentralen Charakter eine Basis der Grothendiekgruppe des trivialen Bloks von Obilden und die Projektiven eine Vermafahne haben. }Das liefert uns das bereits implizit in [So2℄ enthaltene Resultat:Satz 4.1.2. 1. Wir erhalten eine beidseitige Operation der Weylgruppe auf [O0℄ durhsM := �sM �M bzw: Ms := �rsM �M:2. Wir erhalten eine beidseitige Operation der Weylgruppe auf < S �mof �S > durhsM := S 
Ss M bzw: Ms :=M 
Ss S:3. Der Funktor V induziert eine W -�aquivariante Abbildung auf den Grothendiekgruppen.Beweis: Da �s exakt ist, liefert er einen Gruppenhomomorphismus auf der Grothendiek-gruppe. Die Operation ist nat�urlih durh ihre Wirkung auf Isomorphieklassen der Verma-moduln festgelegt. Die Linksmultiplikation in der Weylgruppe liefert via Lemma 4.1.1 eineLinksoperation der Weylgruppe auf [O0℄. Dort gilt aber �s�(x � 0) = �(x � 0) + �(xs � 0) =�(x � 0) + �((sx�1)�1 � 0).F�ur die Rehtsoperation verwenden wir den Isomorphismus[O0℄ �! [O0℄[�(x � 0)℄ 7! ��(x�1 � 0)� :(Auf der Bimodulnseite entspriht das gerade dem Vertaushen der Links- mit der Rehts-operation der Liealgebra.)Die Rehtsmultiplikation der Weylgruppe liefert analog zur Linksmultiplikation die gew�unsh-te Operation. Mit Hilfe von [Jo4, 3.2℄ kann man auh direkt einsehen, da� �rs�(x � 0) =�(x � 0) + �(sx � 0) in [O0℄ gilt, da der Vermamodul und seine Dualisierung in der Grothen-diekgruppe dasselbe Element repr�asentieren.Die letzten beiden Aussagen folgen direkt aus Lemma 2.6.7. }



4.2. Allgemeines �uber Graduierungen 53�Ubertragung in die Kombinatorik der HekealgebraWir bezeihnen nun mit H die Hekealgebra zur Weylgruppe W . Das ist nah De�nition derfreie Z[v; v�1℄-Modul mit Basis fHx j x 2 Wg zusammen mit den RelationenH2s = He + (v�1 � v)Hs f�ur jede einfahe Spiegelung s undHxHy = Hxy; falls l(x) + l(y) = l(xy):(Zur Existenz einer solhen Algebra siehe [Bo3, IV,2, Ex.22℄.)Die bereits in diesem Abshnitt angef�uhrten Aussagen h�angen eng mit der Hekealgebrazusammen. Wir fassen sie zusammen in dem folgendenKorollar 4.1.3. Die folgenden DiagrammeH�(Hs+v)
��

v=1Hx 7!x�1 // Z[W℄(s+1)�
��

x�1 7!�(x�0) // [O0℄�s
��

L(�(0);�) // [0H10℄�s
��

V // < S �mof �S >M 7!S
SsM
��H v=1Hx 7!x�1 // Z[W℄ x�1 7!�(x�0) // [O0℄ L(�(0);�) // [0H10℄ V // < S �mof �S >H(Hs+v)�

��

v=1Hx 7!x�1 // Z[W℄�(s+1)
��

x�1 7!�(x�0) // [O0℄�rs
��

L(�(0);�) // [10H0℄�rs
��

V // < S �mof �S >M 7!M
SsS
��H v=1Hx 7!x�1 // Z[W℄ x�1 7!�(x�0) // [O0℄ L(�(0);�) // [0H10℄ V // < S �mof �S >kommutieren.4.2 Allgemeines �uber Graduierungen4.2.1 Graduierte ModulnIn diesem Abshnitt wollen wir die wihtigsten De�nitionen und Aussagen �uber graduierteModuln bereitstellen. Im folgenden sei "graduiert\ stets Z�graduiert.Sei A ein graduierter Ring und M =Ln2ZMn ein graduierter A�Modul.F�ur m 2 Z de�nieren wir den im Grad vershobenen Modul Mhmi durh Mhmin :=Mn�m.Die Modulstruktur dabei ist dieselbe wie die von M . F�ur zwei graduierte A�ModulnM undN verwenden wir die folgenden Bezeihnungen. Es seiHomA(M;N) = fA-lineare Abbildungen von M nahNg :Darin enthalten ist die MengehomA(M;N) = fgraderhaltendeA-lineare Abbildungen von M nahNg :Allgemeiner seiHomA(M;N)i = f� 2 HomA(M;N) j �(Mj) � Nj+i; 8j 2 Zg :



54 Kapitel 4. Kategorie O und Graduierungendie Menge aller Morphismen vom Grad i. Es gilt also homA(M;N) = HomA(M;N)0.Wir bezeihnen mit gHomA(M;N) :=Mi2ZHomA(M;N)idie zugeh�orige graduierte Gruppe. Diese ist kanonish in Qi2ZHomA(M;N)i eingebettet. FallsM endlih erzeugter A-Modul ist, induziert das einen IsomorphismusHomA(M;N) ~! gHomA(M;N): (4.1)Direkt aus den De�nitionen erhalten wirhomA(Mhii; N) = gHomA(M;N)i = homA(M;Nh�ii): (4.2)Wir erhalten insbesondere eine Graduierung auf EndA(M). Wir bezeihnen mit gmof �Adie Kategorie aller graduierten endlihdimensionalen Rehts-A-Moduln mit graderhaltendenMorphismen.4.2.2 Graduierte KategorienWir wollen nun als Verallgemeinerung Graduierungen auf Kategorien de�nieren. Als Spezial-fall davon erhalten wir die Kategorie von graduierten Moduln �uber einem festen graduiertenRing. Als Referenz diene hierbei [AJS℄.De�nition 4.2.1. Eine Z-graduierte Kategorie (oder auh Z�Kategorie) besteht aus einemTupel �C; fhnign; f�n;mgn;m�, wobei n;m 2 Z und� C eine additive Kategorie,� hni ein additiver Funktor auf C ist und� �n;m eine nat�urlihe Transformation zwishen den Funktoren hni Æ hmi und hn + midarstellt.Dabei sollen die nahstehenden Bedingungen [GRAD℄ erf�ullt sein.Da (wie man sih leiht �uberzeugen kann) die Kategorie aller graduierten Moduln �uber einemfesten graduierten Ring mit den oben de�nierten Gradvershiebungen als die wihtigstenBeispiele einer solhen graduierten Kategorie dienen, shreiben wir statt hni(M) eher Mhni.Da wir den Begri� "Vershiebungsfunktoren\ bereits in einem v�ollig anderen Sinn verwenden,nennen wir diese Funktoren hier Shiftfunktoren.Die Bedingungen (GRAD)(ID)(ASS) F�ur alle Objekte M in C gilt Mh0i =M , das hei�t h0i ist der Identit�atsfunktor.Die nat�urlihen Transformationen ��;�+� (h�i(��;� )) und ��+�;� Æ (��;�h�i) zwishenh�i Æ h�i Æ h�i nah h� + �+ �i stimmen �uberein.Die Funktoren hvi und h�vi (mit v 2 Z) de�nieren eine �Aquivalenz von Kategorien.Graduierte A�Moduln bilden eine Z� Kategorie mit den �ublihen Shiftfunktoren (vergleiheKapitel 4.2.1) und den o�ensihtlihen nat�urlihen Transformationen.



4.3. Graduierbarkeit von Moduln und Funktoren 55De�nition 4.2.2. Seien �A; fhmigm; f�i;jgi;j� und �C; fhnign; f n;mgn;m� jeweils Z-Katego-rien. Ein Funktor von Z�Kategorien ist ein System (T ; f�ngn2Z), wobei T ein additiverFunktor von A nah C ist und �n eine nat�urlihe Transformation von T Æ hni nah hni Æ Tsein soll, so da� die Bedingungen (FUNKTOR) erf�ullt sind.Die Bedingungen (FUNKTOR)(ID)(KOMM) �0 = idDas Diagramm T hvih�i(M)��h�i
��

T ��;� // T h� + �i(M) ��+�
**TTTTTTTTTTTTTTTT h� + �iT (M)h�iT h�i(M) h�i�� // h�ih�iT (M)  �;�T 44jjjjjjjjjjjjjjjjkommutiert.Das f�ur uns zentrale Beispiel eines solhen Funktors �ndet man im n�ahsten Abshnitt (Bei-spiel 4.3.2).Wir de�nieren zu einer Z�Kategorie ~C = �C; hni; �n;m� mit Objekten M und N aus C diegraduierte Gruppe gHomC(M;N) =Mi2ZHomC(Mhii; N): (4.3)Die Eigenshaften der Shiftfunktoren liefern (vgl. 4.2)HomC(Mhii; N) = gHomC(M;N)i = HomC(M;Nh�ii): (4.4)Betrahten wir nun die Verallgemeinerung von (4.2), so erhalten wir f�ur L;M;N 2 C einebilineare Abbildung gHom(L;M)� gHom(M;N) �! gHom(L;N) (4.5)(f; g) 7! g Æ f;wobei wir noh erkl�aren m�ussen, was g Æ f hei�en soll. Dazu sei f vom Grad i, also f 2HomC(Lhii;M) und g vom Grad j. Wir betrahten nun die Kompositionh := g Æ f : Lhi+ ji �i;j(L)�1������! Lhiihji hjif��!Mhji g�!N: (4.6)Dann ist h 2 HomC(Lhi+ ji; N), also vom Grad i+ j.Man kann nun nahpr�ufen, da� die durh (4.5) de�nierte Verkn�upfung assoziativ ist und ~Cmit diesen Morphismen eine additive Kategorie bildet. Die Endomorphismenr�aume werdendadurh zu graduierten Ringen.4.3 Graduierbarkeit von Moduln und FunktorenIm folgenden Abshnitt wird beshrieben, inwiefern man die Kategorie O und Vershiebungs-funktoren "graduieren\ kann.



56 Kapitel 4. Kategorie O und Graduierungen4.3.1 Kategorie O als Modulkategorie �uber einem graduierbaren RingWir betrahten f�ur einen regul�aren ganzen Blok (oBdA. sei es O0) in O mit projektivemErzeuger P die �Aquivalenz von KategorienO0 ~! mof �Endg(P ) (4.7)M 7! Homg(P;M)Unser Ziel ist es, eine Unterkategorie dieses Bloks zu graduieren. Wir beshr�anken uns aufden regul�aren Fall, um unn�otige Verwirrung zu vermeiden. Die Aussagen gelten allerdings mitleiht modi�zierten Beweisen auh f�ur singul�are Bl�oke.Wir k�urzen A := Endg(P )ab. Au�erdem seien A-Moduln, wenn niht anders gesagt, immer Rehts-A-Moduln.Wir erinnern zuerst noh an eine allgemein g�ultige Aussage �uber Tensorprodukte von gradu-ierten Moduln.Lemma 4.3.1. Seien R, S graduierte Ringe, M ein graduierter R-S�Bimodul und N eingraduierter S-Modul.Dann ist M 
S N ein graduierter R�Modul.Beweis: O�ensihtlih kann man den R�Modul M 
N graduieren, indem man setzt(M 
N)i :=Xk Mk 
Ni�k �M 
N:Dabei bezeihne Mk 
 Ni�k den Teilraum von M 
 N , der von den Elementen der Formm
 n mit m 2Mk und n 2 Ni�k erzeugt wird. Dies ist o�ensihtlih vertr�aglih mit der R-Modulstruktur. Wir betrahten die kanonishe Surjektion von R-Moduln M 
N!!M 
S N .Der Kern wird erzeugt von Elementen der Form ms
 n�m
 sn, wird also von homogenenElementen erzeugt. Das ergibt die Behauptung. }Das liefert nun das Standardbeispiel eines Funktors graduierter Kategorien:Beispiel 4.3.2. Seien R und S graduierte Ringe und X ein endlihdimensionaler graduierterR-S�Bimodul. Dann de�niert � 
R X : gmof �R! gmof �Seinen Funktor graduierter Kategorien mit den nat�urlihen Transformationen gegeben durhdie nat�urlihen IsomorphismenMhni 
R X �= (M 
R X)hni:F�ur den folgenden zentralen Satz ben�otigen wir noh eine Aussage �uber Graduierbarkeit vondirekten Summanden.Lemma 4.3.3. Seien M und N endlihdimensionale Moduln �uber einem graduierten RingS. Sei N unzerlegbar und seien N und M �N graduiert. Dann ist auh M graduiert.



4.3. Graduierbarkeit von Moduln und Funktoren 57Beweis: Seien i : N ,! N �M und p : N �M ! N die kanonishen Abbildungen Inklusionund Projektion. Seien i =Pj ij beziehungsweise p =Pj pj die entsprehenden Zerlegungennah der Graduierung. Nun ist aber p Æ i =Pn pn Æ i�n die Identit�at auf N . Da nah Voraus-setzung EndA(N) lokal ist, mu� aber mindestens einer der Summanden, sagen wir pn0 Æ i�n0invertierbar sein. Sei � das Inverse. Damit spaltet aber �Æpn0 : M�N ! Nh�n0i durh i�n0 .Der Kern dieser Abbildung ist der gesuhte Lift f�ur M . Genauer gilt sogar, da� die direkteSumme der Lifts von M und N gerade der Lift von M �N ist. }4.3.2 Projektive und Einfahe als graduierbare ObjekteIm folgenden wollen wir eine Graduierung auf Endg(P ) erkl�aren.Satz 4.3.4. F�ur projektive Objekte Q, Q0 2 O0 kann man durh den Funktor V eine Gradu-ierung auf Homg(Q;Q0) erkl�aren. Insbesondere wird Endg(P ) dadurh zu einem graduiertenRing.Beweis: Einen Beweis �ndet man in [BGS℄. Da wir aber eigentlih weniger ben�otigen, als dortgezeigt wird, geben wir hier nohmals einen Beweis an.Da die Operation der Weylgruppe mit der Graduierung auf der symmetrishen Algebrabez�uglih der Cartanshen vertr�aglih ist, ist der Endomorphismenring C des antidominantenProjektiven ein graduierter Ring. F�ur eine einfahe Spiegelung s ist Cs � C ein graduierterTeilring, also ist die Koinvariantenalgebra ein graduierter Cs�Modul. Ebenso ist der trivialeModul C ein graduierter Cs�Modul. Nah Lemma 4.3.1 ist also C 
Cs C ein graduierterC�Modul. Nun erhalten wir aber alle Projektiven aus unserem Blok durh direkte Sum-men von direkten Summanden sukzessiver Tensorprodukte. Somit sind nah Lemma 4.3.3alle VQ f�ur projektive Moduln Q graduiert. Nah (4.1) ist f�ur projektive Q;Q0 damit auhHomC(VQ;VQ0 ) graduiert. Mit Hilfe der Volltreue unseres Funktors (siehe Satz 1.1.3) liefertdas eine Graduierung auf Homg(Q;Q0). Insbesondere wird Endg(P ) wegen (4.2) zu einemgraduierten Ring. }Das obige Verfahren liefert somit eine Graduierung auf den projektiven endlihdimensionalenEndg(P )-Rehtsmoduln. Sie ist in gewissem Sinne eindeutig, denn es gilt dasLemma 4.3.5 ("Eindeutigkeit der Graduierung\).Sei B ein graduierter Ring und N 2 mod�B unzerlegbar und von endliher L�ange. Au�erdemexistiere ein Lift M 2 gmod�B von N . Dann ist dieser Lift eindeutig bis auf Isomorphieund Shift, das hei�t f�ur M 0 2 gmod�B mit v(M) �= v(M 0) �= N gilt stets M �= M 0hni alsgraduierte Moduln f�ur passendes n 2 Z.In diesem Fall sagen wir dann etwas salopp, "die Graduierung ist eindeutig bis auf einenShift\.Beweis: (siehe [BGS, Lemma 2.5.3℄). Da M unzerlegbar ist, ist sein Endomorphismenringlokal. Sei nun M 0 ein weiterer graduierter Modul, der nah dem Vergessen der Graduierungzu M isomorph ist. Dann giltHomB(M;M) = HomB(M 0;M) =Mn homB(M 0;Mhni):Sei nun id =P idi die entsprehende Zerlegung der Identit�at. Wenn nun keines dieser idi einIsomorphismus w�are, so w�are es auh die Summe niht, da die Nihtautomorphismen nah



58 Kapitel 4. Kategorie O und GraduierungenVoraussetzung ein Ideal bilden. Somit liefert uns das einen graderhaltenden Isomorphismuszwishen M 0 und einem gewissen Mhni. Das ist gerade die Behauptung. }Konvention 4.3.6. Wir w�ahlen P := Lx2W P (x � 0) minimal. Um mit der Literatur inEinklang zu stehen, betrahten wir S = S(h) als (gerade) graduierte Algebra, so da� S =Li2N S2i mit S2 = h gilt. Die Koinvariantenalgebra C erbt wiederum eine Graduierung. Wieim Beweis von Satz 4.3.4 gezeigt, k�onnen wir f�ur x 2W den Modul VP (x � 0) als graduiertenC-Modul au�assen. Wir betrahten im folgenden f�ur beliebiges ganzes Gewiht � den ModulVP (x � �) als graduierten Modul, wobei sein h�ohster auftretende Grad gerade l(x) sein soll.F�ur den singul�aren Fall sei x von minimaler L�ange gew�ahlt.F�ur die "Endomorphismenringe\ VP (wo � �) und VP (wo � 0) des semiregul�aren bzw. re-gul�aren antidominanten Projektiven de�niert das dann eine kanonishe graderhaltende In-klusion VP (wo � �)h�1i ,! VP (wo � 0).Der Endomorphismenring Endg(P ) wird durh diese Vereinbarungen sogar zu einem nihtne-gativ graduierten Ring. Details dazu �ndet man in [So6℄ und [BGS, Theorem 1.1.3℄.De�nition 4.3.7 (Graduierbare Moduln).Sei B ein graduierter Ring. Wir nennen einen ModulM in mof �B graduierbar, falls es einengraduierten Modul ~M gibt, der nah dem Vergessen der Graduierung zuM isomorph ist. Wirnennen ~M dann einen Lift von M .Ein ModulM 2 O0 soll graduierbar hei�en, falls Homg(P;M) ein graduierbarer A-Modul ist.Dabei sei A = Endg(P ) mit der durh Konvention 4.3.6 de�nierten Graduierung versehen.Einen entsprehenden Lift nennen wir oftmals auh einfah Lift von M .Insbesondere sind also die projektiven Objekte (wegen Satz 4.3.4) graduierbar und die Gra-duierung ist nah Lemma 4.3.5 eindeutig bis auf einen Shift. Durh die Konventionen 4.3.6wird der Shift eindeutig festgelegt.F�ur die einfahen Objekte sieht die Sahe nun wirklih einfah aus:Lemma 4.3.8. Jeder einfahe Modul in O0 ist graduierbar. Ein entsprehender Lift ist rein,d.h. er lebt nur in einem Grad.Beweis: Wir betrahten in Homg(P; P (x � 0)) = HomC(V(P );VP (x � 0)) den eindimensiona-len Untervektorraum L , der von der kanonishen Projektion auf den entsprehenden Sum-manden erzeugt wird. Wir w�ahlen ein Vektorraumkomplement. Das ist aber dann auh einA-Untermodul, da das Bild von g Æ f f�ur g 2 Homg(P; P (x � 0)) und f 2 A stets im Radikalvon P (x � 0) liegt. O�ensihtlih ist aber dann die Projektion von HomC(VP;VP (x � 0)) nahL eine graderhaltende Abbildung, wobei der Quotient im Grad Null lebt. }Allgemein sieht man leiht ein, da� ein einfaher graduierter Modul �uber einem nihtnegativgraduierten Ring rein ist, denn sonst w�are der Anteil im h�ohsten Grad ein Untermodul.Somit ist das vorausgehende Lemma eine einfahe Folgerung aus der Positivit�at der Gradu-ierung von A, die wir jedoh niht voraussetzen wollen. (Siehe dazu auh die Bemerkung inKonvention 4.3.6.)Korollar 4.3.9. Die durh Lemma 4.3.8 und Konvention 4.3.6 de�nierten Lifts der einfa-hen Moduln sind alle vom Grad Null.



4.4. Vershiebungsfunktoren und Graduierung 59Man beahte, da� der Lift von P (x � 0) (bis auf Isomorphie) niht von der reduzierten Dar-stellung von x abh�angt, die zu seiner Konstruktion benutzt wurde.Warnung: Im folgenden werden wir bez�uglih der Notation niht mehr zwishen einem pro-jektiven Modul in O0 und seinem durh die obigen Konventionen induktiv de�nierten Liftuntersheiden.De�nition 4.3.10 (Lift eines graduierbaren Funktors).Seien B und C graduierte Ringe. Wir nennen einen Funktor F : mof �B �! mof �C gradu-ierbar, falls es einen Funktor graduierter Kategorien ~F : gmof �B �! gmof �C gibt, der Finduziert. Wir bezeihnen ~F wiederum als Lift von F .Anders ausgedr�ukt ist also ~F ein Lift von F , falls er ein Funktor graduierter Kategorien istund das Diagramm gmof �B ~F���! gmof �Cv??y ??yvmof �B F���! mof �Ckommutiert, wobei v den Vergi�funktor bezeihnet. Ein Funktor auf O0 soll graduierbar hei-�en, falls er einen graduierbaren Funktor auf mof �A induziert.4.4 Vershiebungsfunktoren und GraduierungDie Vershiebungsfunktoren auf O sind exakt, also insbesondere rehtsexakt. Mit Hilfe desfolgenden Lemmas k�onnen wir diese Funktoren auh anders beshreiben.Zur Abk�urzung shreiben wir nun A f�ur den graduierten Ring Endg(P ).Lemma 4.4.1. Seien R und S Ringe. Es gibt eine �Aquivalenz von Kategorien8<: rehtsexakte Funktorenmof �R �! mof �S;die mit direkten Summen vertr�aglih sind 9=; ~! R�mof �SF 7! F (R)� 
R X  X:Dabei ist F (R) nah De�nition ein Rehts-S-Modul. Andererseits liefert aber die Linksmulti-plikation auf R jeweils Rehts-S-Modulmorphismen, also eine Linksmodulstruktur auf F (R).Beweis: siehe [Ba, 2.2℄. }Sei nun �s : O0 ! O0 die Vershiebung durh die s-Wand. Das induziert mit Lemma 4.4.1 denFunktor � 
A Hom(P; �sP ) auf mof �A. Dieser ist aber (vgl. Beispiel 4.3.2) nah Satz 4.3.4und Lemma 4.3.1 graduierbar. Mit unseren Konventionen w�ahlen wir den Lift� 
A HomC(VP;C 
Cs VP h�1i):Wir bezeihnen die graduierte Version ebenfalls mit �s.



60 Kapitel 4. Kategorie O und GraduierungenBemerkung 4.4.2. Die graduierte Version des Vershiebungsfunktors �s ist mit der Kon-vention 4.3.6 insofern "vertr�aglih\, da� beispielsweise �s�(0) �= P (s � 0) gilt. Allgemein istein Isomorphismus durhHomC(VP;VP (x � 0)) 
A HomC(VP;C 
Cs VP h�1i) �! HomC(VP;C 
Cs VP (x � 0)h�1i)g 
 f 7�! (id
g) Æ fgegeben.4.4.1 Vermamoduln als graduierbare ObjekteWir haben bereits gezeigt, da� die projektiven und die einfahen Objekte graduierbar sind.Da Vershiebung durh die Wand ein graduierbarer Funktor ist, sind also auh die durh dieWand geshobenen graduierbaren Moduln graduierbar.F�ur x 2W und s eine einfahe Spiegelung mit xs > x liefert die exakte Sequenz�(x � 0) j,! �s�(x � 0) k!! �(xs � 0) (4.8)die exakte Sequenz von A-ModulnHomg(P;�(x � 0)) j,! Homg(P; �s�(x � 0)) k!! Homg(P;�(xs � 0)): (4.9)Da nun aber dimHomg(�(x �0); �s�(x �0)) = [�s�(x �0) : L(x �0)℄ = 1 gilt, ist die Abbildungj f�ur graduierbares �(x � 0) graduierbar. Damit ist der Kokern ebenfalls graduierbar. Wirerhalten somit induktiv, da� alle Vermamoduln graduierbar sind. Nah Lemma 4.3.5 wissenwir, da� diese Graduierung bis auf einen Shift eindeutig ist. Wir w�ahlen mit �(0) = P (0)einen Lift von �(xs � 0) so, da� die Surjektion in (4.9) graderhaltend ist. Damit ist die ka-nonishe Surjektion P (x � 0)!!�(x � 0) graderhaltend und somit h�angt der Lift niht von derreduzierten Darstellung von x ab.Warnung: Wenn es aus dem Zusammenhang klar ist, werden wir der Einfahheit halber inder Notation niht zwishen einem Projektiven oder einem Vermamodul und seinem induktivde�nierten Lift untersheiden. Ebenso werden wir mit den einfahen Moduln verfahren.Wir w�ahlen Isomorphismen VP �= VP � = gHomC(VP;C) (vgl. [So6℄) als graduierte C-Moduln. Insbesondere also einen graduierten Isomorphismus C �= Copp. Wir betrahten (unterVerwendung von ([So6, Lemma 2.9.2℄) die folgenden Isomorphismen graduierter Vektorr�aume:HomC(VP;C 
Cs VP h�1i) �= HomC �(C 
Cs VP h�1i)� ;VP ��= HomC �(C 
Cs VP )�h1i;VP � (4.10)�= HomC �(C 
Cs VP )h�1i;VP �:Die (graderhaltende) Multiplikation(C 
Cs VP ) �! VP
m 7! m



4.4. Vershiebungsfunktoren und Graduierung 61liefert also eine C-lineare Abbildungf : VP �! C 
Cs VP h�1i (4.11)vom Grad 1. Diese induziert eine nihttriviale AbbildungHomg(P;�(x � 0)) �! Homg(P;�(x � 0))
A HomC(VP;C 
Cs VP h�1i) (4.12)� 7�! �
 f:Sie ist also bis auf einen Skalar gerade die Abbildung j aus (4.9), also nah De�nition graduiertvom Grad 1. Insgesamt liefert das die folgende graduierte Form von (4.8):Satz 4.4.3. F�ur x 2 W und s eine einfahe Spiegelung mit xs > x haben wir eine exakteSequenz von graduierten Moduln�(x � 0)h1i ,! �s�(x � 0)!!�(xs � 0):Beweis: bereits gegeben. }Korollar 4.4.4. F�ur alle x 2W gilt:[�(x � 0) : L(x � 0)hji℄ = (1 falls j = 0,0 sonst:Beweis: Die (bis auf einen Skalar eindeutige) Surjektion P (y �0)!!�(y �0) ist f�ur jedes y 2Wgraderhaltend. Andererseits ist aber P (y � 0) projektive Deke von L(y � 0). }Anmerkungena.) Man kann einen graduierten Lift der Vermamoduln auh dadurh erhalten, da� man dieVermamoduln als projektive Moduln in "gestutzen\ Unterkategorien von O betrahtet.N�aheres dazu �ndet man in [BGS℄ oder auh in [St℄. Es wird sih noh herausstellen, da�diese Graduierung mit unserer �ubereinstimmt.b.) Unter den Isomorphismen graduierter Vektorr�aumeHomC(VP;C 
Cs VP h�1i) �= HomC((C 
Cs VP )h�1i);VP )�= HomCs(VP;HomC(C;VP ))h1i�= HomCs(VP;VP )h1ientsprehen sih die Abbildung f , die Multiplikationsabbildung und die Identit�at (alsAbbildung vom Grad 1). Diese Gradvershiebung um 1 ersheint hier etwas k�unstlih.Es wird aber im Verlauf der Arbeit deutlih werden, warum sie eingef�uhrt wurde. Sieentspriht der Inklusion EndCs(VP (wo � �)) ,! EndC(VP (wo � 0)) mit W� = fe; sg.



62 Kapitel 4. Kategorie O und Graduierungen4.4.2 Duale Vermamoduln und Injektive als graduierbare ObjekteWir haben bereits gezeigt, da� die Vermamoduln graduierbar sind. Wir wollen nun mit Hilfevon Vershiebungsfunktoren beweisen, da� auh die dualen Vermamoduln graduierbar sind.Lemma 4.4.5. F�ur alle x 2W ist der duale Vermamodul r(x � 0) sowie der injektive unzer-legbare Modul I(x � 0) graduierbar.Beweis: Bekanntlih gibt es eine exakte Sequenz der Formr(xs � 0) k,! �sr(xs � 0) j!!r(x � 0): (4.13)f�ur x 2W und s eine einfahe Spiegelung mit xs > x. Nun gilt aberdimHomg(r(xs � 0); �sr(xs � 0)) = dimHomg(r(xs � 0); �sr(x � 0))= dimHomg(�sr(xs � 0);r(x � 0))= [�sr(xs � 0) : L(x � 0)℄= 1:F�ur graduierbares r(xs �0) ist also auh �sr(xs �0) graduierbar mit graduierbarer Abbildungk. Beginnend mit dem graduierten einfahen Vermamodul �(wo � 0) = r(wo � 0) erhalten wirdadurh induktiv die Graduierbarkeit aller dualen Vermamoduln. Dabei wird die Graduierungeindeutig festgelegt durh die Forderung, da� die Abbildung j jeweils graderhaltend sein soll.Die Graduierbarkeit der Injektiven erhalten wir nun induktiv, indem wir beginnend mit r(0)sukzessive durh die W�ande shieben. Die Argumente sind genau analog zu denen f�ur dieProjektiven. Da� dies jeweils unabh�angig von der gew�ahlten reduzierten Zerlegung von xist, pr�ufe man direkt nah oder verwende Satz 4.4.8, der (unabh�angig von den bisherigenResultaten) im n�ahsten Kapitel gezeigt wird. }Analog zu Satz 4.4.3 erhalten wirSatz 4.4.6. Sei x 2 W und s eine einfahe Spiegelung mit xs > x. Dann erhalten wir diefolgende exakte Sequenz graduierter Modulnr(xs � 0)h1i k,! �sr(xs � 0) j!!r(x � 0):Beweis: Mit f wie in (4.11) erhalten wir wiederum die nihttriviale AbbildungHomg(P;r(xs � 0)) �! Homg(P;r(xs � 0))
A HomC(VP;C 
Cs VP h�1i)� 7�! �
 f;die also bis auf einen Skalar gerade der Abbildung k aus (4.13) entspriht. Die Surjektion istnah De�nition vom Grad Null. Daraus folgt die Behauptung. }4.4.3 Nihtgraduierbare ObjekteWir sollten hier noh als Bemerkung einf�ugen, da� es keinesfalls rihtig ist, da� alle Objektein O0 graduierbar sind. Allerdings ist es niht einfah, einen solhen nihtgraduierbaren Mo-dul explizit anzugeben. Es reiht jedoh aufgrund des nahfolgenden Satzes aus, ein Ideal derKoinvariantenalgebra anzugeben, das niht homogen ist.



4.4. Vershiebungsfunktoren und Graduierung 63Satz 4.4.7 (Nihtgraduierbarkeit).Sei I /VP (wo �0) = C ein Ideal und Q 2 O0 graduierbar mit VQ �= C=I. Dann ist I homogen.Beweis: Umformulierung mit Hilfe des Annihilators:Sei also der Modul Homg(P;Q) mit einer Graduierung als A = EndC(VP ) = Endg(P )-Rehtsmodul versehen. Dabei trage A die vereinbarte Graduierung. Shr�anken wir die Ope-ration ein, wird Homg(P (wo � 0); Q) zu einem graduierten Endg(P (wo � 0))-Rehtsmodul. Nunist (siehe bspw. [CR, 2.19℄)Homg(P (wo � 0); Q) = Homg(P (wo � 0)
C VP (wo � 0); Q) = HomC(VP (wo � 0); C=I);also wird X := HomC(VP (wo � 0);VP (wo � 0)=I) zu einem graduierten EndC(VP (wo � 0))-Rehtsmodul, wobei EndC(VP (wo � 0)) = Endg(P (wo � 0)) � A die induzierte Graduierungtr�agt. (An dieser Stelle mu� X ausnahmsweise niht unbedingt die durh unsere Konventio-nen erkl�arte Graduierung haben!)Sei nun I niht homogen. Wir behaupten, da� AnnEnd(VP (wo�0))X niht homogen ist. Dasliefert dann den gew�unshten Widerspruh (siehe [Bo2, II, 11.3, Proposition 4℄).Die Bestimmung des Annihilators:F�ur den Annihilator giltAnn := AnnEnd(VP (wo�0))X = HomC(VP (wo � 0); I) � HomC(VP (wo � 0);VP (wo � 0)):Sei dazu g 2 Ann, also f Æ g = 0 f�ur alle f 2 X. Insbesondere folgt damit im g � I, wenn wirf�ur f die kanonishe Projektion w�ahlen.Sei umgekehrt g 2 HomC(VP (wo �0); I) und f 2 X beliebig. Nun wird X von der kanonishenProjektion an erzeugt, also existiert ein h 2 EndC(VP (wo � 0)) mit f = an Æh und h l�a�t Iinvariant. Also gilt f Æ g = an Æh Æ g = 0 und somit g 2 Ann.Die Nihthomogenit�at des Annihilators:Wir erhalten einen Isomorphismus von EndC(VP (wo � 0))-RehtsmodulnAnn ~! If 7! f(1):Dabei ist die Wohlde�niertheit und die Bijektivit�at klar, da VP (wo � 0) = C kommutativ undzyklish als Modul �uber sih selbst ist. Au�erdem gilt f�ur f 2 Ann und g 2 EndC(VP (wo � 0))mit g(1) = i (f � g)(1) = f(g(1)) = f(i) = if(1) = g(1)f(1) = f(1) � g;wobei mit �g jeweils die Rehtsoperation von g bezeihnet wurde. Das liefert die Vertr�aglih-keit mit der EndC(VP (wo � 0))-Rehtsoperation. Also ist der besagte Annihilator nur dannhomogen, falls es auh I � EndC(VP (wo � 0)) = C ist. }



64 Kapitel 4. Kategorie O und GraduierungenFalls nun ein solhes inhomogene Ideal der Koinvariantenalgebra existiert, liefert das uns viades zu V linksadjungierten rehtsexakten Funktors P (wo � 0) 
C � einen nihtgraduierbarenQuotienten des antidominanten Projektiven. F�ur Wurzelsysteme vom Rang 2 existiert keinsolhes Ideal. F�ur Typ A3 k�onnen wir beispielsweise (mit den Bezeihnungen aus [St℄) dasvon x + yz erzeugte Ideal w�ahlen. Es bleibt jedoh die Frage o�en, ob im Fall einfaherMultiplizit�aten in der Tat alle Moduln graduierbar sind.4.4.4 Vershiebungen "nah oben\ und "nah unten\:Einige kurze exakte SequenzenIn den vorherigen Abshnitten haben wir untersuht, wie sih Vermamoduln �(x�0) und dualeVermamoduln r(xs �0) f�ur xs > x unter Vershiebungen durh die s-Wand verhalten. Vergi�tman die Graduierung, so gilt �s�(x � 0) �= �s�(xs � 0) und analog �sr(x � 0) �= �sr(xs � 0).Somit ist es niht erforderlih, zu untersheiden, ob man "von oben\ oder "von unten\ durhdie Wand shiebt.Im graduierten Fall ist die Situation eine andere. Sie birgt aber zus�atzlih den Vorteil, da�man einem durh die Wand geshobenen Vermamodul ansieht, "von wo er her kommt\.Um diese Aussagen zu pr�azisieren, m�ussen wir zuerst einige Notationen einf�uhren. F�ur einenC-Modul M liefert die Multiplikation eine Abbildung mult : C 
Cs M �! M . Wir erhaltensomit insbesondere einen Morphismusm : HomC(VP;C 
Cs VP h�1i) mult Æ�! HomC(VP;VP ) = Endg(P ): (4.14)vom Grad -1.Bei Vershiebungen von Einfahen "von oben durh die Wand\ (siehe [Ja2℄) wird alles anni-hiliert. F�ur Vershiebungen "von unten durh die Wand\ ist die Situation niht so einfah,jedoh k�onnen wir die folgenden Multiplizit�aten bestimmen. (Siehe auh Korollar 4.4.11.)Satz 4.4.8. Sei x 2W und s eine einfahe Spiegelung mit xs > x. Dann gilt:[�sL(xs � 0) : L(xs � 0)hji℄ = (1 falls j = �1;0 sonst:Dabei ist L(xs � 0)h1i ein Untermodul und L(xs � 0)h�1i ein Quotient.Beweis: Wir wissen (siehe bspw. [Ja2, 4.13 (3')℄), da� nah dem Vergessen der Graduierung[�sL(xs � 0) : L(xs � 0)℄ = 2 gilt. Somit reiht es aus, zwei Shifts zu �nden, f�ur die obigeMultiplizit�at niht Null ist.Nun liefert aber � 
 f wie in (4.11) eine Inklusion L(xs � 0) ,! �sL(xs � 0) vom Grad 1.Andererseits de�nierth : Homg(P;L(xs � 0)) 
A HomC(VP;C 
Cs VP ) ! Homg(P;L(xs � 0))f 
 g 7! f Æm(g);mit m wie in (4.14) eine Surjektion vom Grad 1 in die andere Rihtung. Insgesamt ist dasgerade die Behauptung. }Insbesondere liefert das die Unabh�angigkeit (bis auf Isomorphie) des induktiv de�niertengraduierten Lifts von r(x � 0) von der reduzierten Darstellung von x. F�ur diese Lifts gilt das



4.4. Vershiebungsfunktoren und Graduierung 65Korollar 4.4.9. F�ur alle x 2W gilt[r(x � 0) : L(x � 0)hii℄ = (0 falls i 6= 01 falls i = 0:Beweis: Die Aussage folgt induktiv, beginnend mit x = wo, aus dem Satz unter Verwendungder Aussage des Satzes 4.4.6. }Nah diesen Vorbereitungen beweisen wir nun den folgendenSatz 4.4.10. F�ur x 2 W und s eine einfahe Spiegelung mit xs > x erhalten wir folgendeexakte Sequenzen von graduierten Moduln:�(x � 0) j,! �s�(xs � 0) k!! �(xs � 0)h�1i; (4.15)r(xs � 0) k,! �sr(x � 0) j!!r(x � 0)h�1i: (4.16)Beweis: Es gilt dimHomg(�s�(xs�0);�(xs�0)) = 1. Somit ist jede solhe Abbildung homogen.Wir wollen zeigen, da� sie mit unseren Konventionen eine homogene Abbildung vom Grad 1ist, indem wir sie explizit konstruieren.Wir betrahten nun die folgende Abbildungh : Homg(P;�(xs � 0))
A HomC(VP;C 
Cs VP h�1i) ! Homg(P;�(xs � 0))f 
 g 7! f Æm(g);wobei m wie in (4.14) de�niert sei. Diese Abbildung ist ein Rehts-A-Modulmorphismus vomGrad 1 und nihttrivial, also bis auf einen Skalar genau die gesuhte Abbildung. Somit erhaltenwir eine Sequenz graduierter Moduln�(x � 0) j,! �s�(xs � 0) k!! �(xs � 0)h�1i;wobei noh zu kl�aren ist, ob j graderhaltend ist.Wir wissen aber, da� v(�s�(xs � 0)) �= v(�s�(x � 0)) und unzerlegbar ist. Mit Satz 4.4.3 folgtdie Behauptung. F�ur die dualen Vermamoduln l�auft das Argument v�ollig analog. }Falls wir auf die Benutzung der Kazhdan-Lusztig-Theorie verzihten, erhalten wir dennohdas folgendeKorollar 4.4.11. Mit den Voraussetzungen des Satzes gilt:[�sL(xs � 0) : L(x � 0)hji℄ = (1 falls j = 0;0 sonst: (4.17)Beweis: folgt direkt aus der Sequenz (4.15) und Korollar 4.4.4. }Korollar 4.4.12. F�ur x 2W und eine einfahe Spiegelung s mit xs > x gelten die folgendenIsomorphismen graduierter Moduln:�s�(x � 0) �= �s�(xs � 0)h1i (4.18)�sr(x � 0) �= �sr(xs � 0)h�1i: (4.19)



66 Kapitel 4. Kategorie O und GraduierungenBeweis: Die Behauptung folgt direkt mit den S�atzen 4.4.3 und 4.4.6. }Korollar 4.4.13. F�ur x 2W ist I(x � 0) injektive H�ulle von L(x � 0).Beweis: Nah De�nition ist I(x �0) unzerlegbar und injektiv. Durh die induktive Konstrukti-on (siehe 4.13) erhalten wir mit vorigem Korollar und Satz 4.4.6 eine graderhaltende Injektionr(x � 0) ,! I(x � 0). Also folgt die Behauptung aus Korollar 4.4.9. }Korollar 4.4.14. Mit den Voraussetzungen des Satzes gilt f�ur die Multiplizit�aten:[�(x � 0) : L(xs � 0)hji℄ = (1 falls j = 1,0 sonst:Beweis: Angenommen, es gelte [�(x � 0) : L(xs � 0)hji℄ 6= 0. Nah Satz 4.4.8 gilt[�s�(x � 0) : L(xs � 0)hki℄ = (1 falls k = j � 1,0 sonst.Also [�s�(xs � 0)h1i : L(xs � 0)hki℄ = (1 falls k = j � 1,0 sonst.Aufgrund der Funktoralit�at also[�(x � 0)h1i : L(xs � 0)hj + 1i℄ = 1 und [�(xs � 0) : L(xs � 0)hj � 1i℄ = 1:Andererseits ist nah Korollar 4.4.4 aber L(xs � 0) der Kopf von �(xs � 0), also j = 1 und dieBehauptung folgt. }Korollar 4.4.15. [r(x � 0) : L(xs � 0)hji℄ = (1 falls j = �1,0 sonst:Beweis: l�auft analog zu (oder durh Dualisierung von) Korollar 4.4.14. }4.5 Graduierung und Dualit�atWir wollen nun einen Lift des Dualit�atsfunktors auf O0 de�nieren. Mit dessen Hilfe k�onnenwir dann zeigen, da� duale Moduln von graduierbaren Moduln ebenfalls graduierbar sind.Der Dualit�atsfunktor ? (zur De�nition siehe Abshnitt 1.5) ist exakt, deswegen reiht es aus,einen Lift auf Projektiven zu erkl�aren, da gmof �A gen�ugend Projektive hat. Die ProjektivenDeken von Einfahen werden unter ? zu injektiven H�ullen. Die einfahen Moduln bleiben �x.



4.5. Graduierung und Dualit�at 674.5.1 Eigenshaften der "graduierten Dualit�at\Wir stellen nun die Forderung an unseren Lift, da� er den (Lift des) einfahen Vermamodul(im Grad Null) �x lassen und mit Vershiebungen vertaushen soll.Dadurh ist diese "graduierte Dualit�at\ bereits eindeutig durh ihre Wirkung auf dem domi-nanten Vermamodul festgelegt. (Denn dadurh erh�alt man die Wirkung auf allen Projektiven.F�ur einen beliebigen Modul w�ahle man eine projektive Au�osung und dualisiere.)Die gesamte Information liefert das folgendeLemma 4.5.1. Falls ein Lift d der Dualit�at existiert, mu� f�ur x 2W und j 2 Z gelten:d�(x � 0)hji �= r(x � 0)h�ji;dL(x � 0)hji �= L(x � 0)h�ji unddP (x � 0) �= I(x � 0):Beweis: Dualisieren wir die Sequenz (4.15) f�ur xs = wo, erhalten wird(�(wo � 0)h�1i) ,! �sr(wo � 0)!!r(wos � 0)hjif�ur ein bestimmtes j. Damit mu� nah Satz 4.4.10 und Korollar 4.4.12 aber j = 0 sein undwir erhalten d(�(wos �0)) �= r(wos �0) und d(�(wo �0)h�1i) �= r(wo �0)h1i. Induktiv erhaltenwir daraus die erste Behauptung.Aufgrund der Lemmata 4.4.9 und 4.4.4 gilt dann aber auh die zweite Behauptung.F�ur die letzte Aussage reiht es damit aus, zu zeigen, da� I(x � 0) injektive H�ulle von L(x � 0)ist, da P (x � 0) dessen projektive Deke ist. Das ist gerade Korollar 4.4.13. }4.5.2 Existenz einer "graduierten Dualit�at\F�ur einen C-Modul k�onnen wir durh M� := HomC(M; C ) = HomC (M; C ) eine Dualit�atauf C � gmof de�nieren, da C kommutativ ist. Nah [So6℄ sind die Bilder VP (x � 0) derProjektiven unter V selbstdual. Dies gilt mit unseren Konventionen an den Grad sogar alsgraduierte C-Moduln. Mit geigneten Isomorphismen (eindeutig bis auf Skalar) erhalten wirEndg(P ) = Endg(Mx2W P (x � 0))= Endg(Mx2W VP (x � 0))= Endg(Mx2W dVP (x � 0))= Endg(P )opp: (4.20)Damit erhalten wir eine Dualit�at � auf mof �A durh M� := HomA(M;A) f�ur M 2 mof �Aund sogar eine Dualit�at ~ auf gmof �A durh (M~)�i :=M�i .Diese Dualit�at hat die Eigenshaft, da� sie kontravariant und exakt ist. Sie bildet eineneinfahen Modul Lhji im Grad j auf Lh�ji ab. Dadurh wird seine projektive Deke aufdie injektive H�ulle von Lh�ji, also des einfahen Moduls im Grad �j abgebildet. Man kannnahpr�ufen, da� sie au�erdem mit Vershiebung vertausht. Dazu sei M 2 gmof �A und



68 Kapitel 4. Kategorie O und GraduierungenV := HomC(VP;C
Cs VP h�1i) der graduierte A-Bimodul, der die Vershiebung �s durh dieWand beshreibt. Dann erhalten wir folgende Isomorphismen graduierter A-Rehtsmoduln:(�sM~)~ �= HomA(M~ 
A V;A)�= HomA(M~;HomA(V;A))�= HomA(A;M 
A V ~)�= M 
A V ~�= M 
A V�= �sM:Dabei wurde die Isomorphie V �= V ~ benutzt, welhe sih durh die Wahlen in (4.20) ergibt.4.6 Graduierung, Kombinatorik und HekealgebraIm folgenden Abshnitt wollen wir die graduierten Vershiebungsfunktoren mit Hilfe derHekealgebra kombinatorish beshreiben. Daf�ur f�uhren wir eine "graduierte Grothendiek-gruppe\ von O0 ein.Durh die Festlegung der Lifts von Projektiven bilden die graduierbaren Objekte eine gra-duierte Kategorie im Sinne von Abshnitt 4.2.2. Das liefert die Motivation zur Einf�uhrungdieser "graduierten Grothendiekgruppe\.De�nition 4.6.1. a) F�ur einen graduierten Ring B betrahten wir die graduierte Kategoriegmof �B aller endlihdimensionaler graduierter B-Rehtsmoduln. Ihre Grothendiekgrup-pe [gmof �B℄ wird zur graduierten Gruppe durh hni[M ℄ := [Mhni℄.b) Ist insbesondere B = A der Endomorphismenring des projektiven Erzeugers P von O0,so bezeihnen wir auh mit [OZ0 ℄ = [gmof �A℄ die zugeh�orige Grothendiekgruppe undnennen sie die graduierte Grothendiekgruppe von O0.F�ur einen graduierten A-Modul M gilt [M ℄ = Lni=1[Lihmii℄ mit einfahen Moduln Li imGrad mi. Genauer gilt die Gleihung[M ℄ = Mx2W [M : L(x � 0)hii℄[L(x � 0)hii℄: (4.21)Es ist also [M : L(x � 0)hii℄ = dimHom(P (x � 0)hii;M). Es gilt insbesondere (da es auh nahdem Vergessen der Graduierung der Fall ist)[�(x � 0) : L(y � 0)hii℄ 6= 0 =) y � x:Au�erdem ist [�(x � 0) : L(x � 0)hii℄ = (0 falls i 6= 01 falls i = 0:Das bedeutet, da� f[�(x � 0)hni℄ j x 2 W;n 2 Zg und f[L(x � 0)hni℄ j x 2 W;n 2 Zg jeweilseine Z-Basis von [OZ0 ℄ bilden. Durh vn[M ℄ := [Mhni℄ wird [OZ0 ℄ zu einem Z[v; v�1℄-Modul.Das liefert uns nun eine graduierte Form von Lemma 4.1.1:



4.6. Graduierung, Kombinatorik und Hekealgebra 69Lemma 4.6.2. Wir erhalten folgende Isomorphismen von abelshen GruppenH �! [OZ0 ℄ �! (Z[v; v�1℄)[W ℄vnHx 7! [�(x � 0)hni℄ 7! vnx�1Beweis: folgt mit Lemma 4.1.1 direkt aus den De�nitionen. In der Tat sind das sogar Z[v; v�1℄-Modulmorphismen. }Wir k�onnen nun die wihtigsten Ergebnisse zusammenfassen in dem folgendenHauptsatz 4.6.3 (Graduierte Kombinatorik).Das folgende Diagramm kommutiert: H�(Hs+v)
��

vnHx 7![�(x�0)hni℄ // [OZ0 ℄�s
��H vnHx 7![�(x�0)hni℄ // [OZ0 ℄: (4.22)

Beweis: folgt aus Lemma 4.6.2, den S�atzen 4.4.3 und 4.4.10. }Unser Ziel ist es nat�urlih nun, die den projektiven und einfahen Moduln entsprehendenElemente in der Hekealgebra zu beshreiben.Wir de�nieren die "Vermamultiplizit�aten\ [M : �(x � 0)hii℄ durh die Gleihung[M ℄ = Mx2W [M : �(x � 0)hii℄[�(x � 0)hii℄: (4.23)De�nition 4.6.4. Wir sagen, ein Modul M 2 gmof �A besitzt eine graduierte Vermafahne,falls es eine Filtrierung graduierter A-Moduln vonM gibt, deren Subquotienten alle isomorphzu Lifts von gewissen Homg(P;�(x � 0)) sind.Die in (4.23) de�nierten Multiplizit�aten geben f�ur Projektive in der Tat die Vermamultipli-zit�aten wieder. Denn es gilt die folgende AussageSatz 4.6.5. (vgl. [Ja3℄) Sei ~M ein graduierbarer Modul in O0 mit Lift M . Es gelte f�ur allex 2W und j 2 Z Ext1gmof�A(M;r(x � 0)hji) = 0:Dann besitzt M eine graduierte Vermafahne.Beweis: Sei y 2W maximal, so da� ein i 2 Z existiert mit Homgmof�A(M;L(y � 0)hii) 6= 0.Sei nun x � y ein beliebiges Element der Weylgruppe. Die exakte SequenzL(x � 0)hji ,!r(x � 0)hji!!K



70 Kapitel 4. Kategorie O und Graduierungeninduziert die lange exakte Sequenz0! Homgmof�A(M;L(x � 0)hji) ,! Homgmof�A(M;r(x � 0)hji) ! Homgmof�A(M;K)!Ext1gmof�A(M;L(x � 0)hji) ! Ext1gmof�A(M;r(x � 0)hji) ! Ext1gmof�A(M;K)! : : :Nun hat aber K bis auf Shift nur Kompositionsfaktoren der Form L(z � 0) mit z > y, also giltHomgmof�A(M;K) = 0. Mit der Voraussetzung folgt also Ext1gmof�A(M;L(x � 0)hji) = 0 f�uralle j. Insbesondere liefert das Ext1gmof�A(M; rad�(y � 0)hji) = 0 f�ur alle j.Damit induziert die exakte Sequenzrad�(y � 0) ,! �(y � 0)!!L(y � 0)eine Surjektion Homgmof�A(M;�(y � 0)hji)!!Homgmof�A((M;L(y � 0)hji):Somit liftet jeder Morphismus von M nah L(y � 0) zu einer Abbildung nah �(y � 0). NahDe�nition des Vermamoduls ist diese aber surjektiv. Der Kern dieser Abbildung erf�ullt wie-derum die Voraussetzungen des Satzes und wir k�onnen sukzessive eine graduierte Vermafahnebasteln. }Korollar 4.6.6. Alle Projektiven besitzen eine graduierte Vermafahne.Beweis: F�ur zwei graduierte A-Moduln M und N gibt es einen VektorraumisomorphismusMj Ext1gmof�A(Mhji; N) ~!Ext1mof�A(vM; vN):Also erf�ullen die Projektiven die Voraussetzung des Satzes. }Korollar 4.6.7. Alle Injektiven besitzen eine graduierte Nablafahne, d.h. eine (graduierte)Filtrierung mit graduierten dualen Vermamoduln als Subquotienten. Genauer gilt f�ur x, y 2Wund j 2 Z sogar [P (x � 0) : �(y � 0)hji℄ = [I(x � 0) : r(y � 0)h�ji℄:Beweis: folgt aus der Dualisierung der obigen Aussagen. }Der Vollst�andigkeit halber wollen wir noh einige Standardaussagen erw�ahnen, auf die wirsp�ater noh zur�ukgreifen werden.Lemma 4.6.8. F�ur x, y 2W und i 2 Z giltdimhom(�(x � 0);r(y � 0)hii) = (1 falls x = y und i = 00 sonst:Beweis: Mit Standardargumenten (siehe bspw. [KK℄) erhalten wir, da� nur dann ein niht-trivialer Morphismus existiert, falls y � x und x � y gilt. Dann gilt aber aufgrund derLemmata 4.4.4 und 4.4.9 auh i = 0. }Daraus erhalten wir den folgenden Zusammenhang zwishen den vershiedenen Multipli-zit�aten:



4.6. Graduierung, Kombinatorik und Hekealgebra 71Lemma 4.6.9 (Reziprozit�at).F�ur x, y 2W und i 2 Z gilt[P (x � 0) : �(y � 0)hii℄ (a)= [r(y � 0) : L(x � 0)h�ii℄(b)= [�(y � 0) : L(x � 0)hii℄Beweis: F�ur y > x ist die Aussage trivialerweise rihtig. Sei also y � x. Dann gilt mitLemma 4.6.8dimhom �P (x � 0);r(y � 0)hii� = Xz;j [P (x � 0) : �(z � 0)hji℄ dim hom ��(z � 0)hji;r(y � 0)hii�= [P (x � 0) : �(y � 0)hii℄:und wir erhalten [P (x � 0) : �(y � 0)hii℄ = dimhom(P (x � 0);r(y � 0)hii)= [r(y � 0)hii : L(x � 0)℄= [r(y � 0) : L(x � 0)h�ii℄:Das liefert die Behauptung (a). Die zweite Behauptung ist nah Lemma 4.5.1 gerade die dualeAussage. }Verwenden wir nun die Ergebnisse der Kazhdan-Lusztig-Theorie, so erhalten wir die folgendeAussage: (Mit der Beshreibung des Endomorphismenringes A als Koszulring (vgl. [BGS℄) istdiese Aussage nat�urlih direkt ablesbar.)Lemma 4.6.10. Die Vermamoduln �(x � 0) und die Projektiven P (x � 0) sind nihtnegativgraduiert. Insbesondere ist also der Endomorphismenring A des projektiven Erzeugers niht-negativ graduiert.Beweis: Aufgrund der Kazhdan-Lusztig-Theorie wissen wir, da�, f�ur x = s1 � : : : � sr einereduzierte Zerlegung, die KoeÆzienten von (Hs1 + v) � : : : � (Hsr + v) in der Standardba-sis Polynome, d.h. Elemente aus Z[v℄ sind. Mit Lemma 4.6.9 sind somit alle Vermamodulnnihtnegativ graduiert und damit erst reht alle Projektiven. }Kazhdan und Lusztig de�nierten eine shieineare Dualit�at auf der Hekealgebra. Mit denBezeihnungen aus [So4℄ ist sie gegeben durh Hx 7! Hx := (Hx�1)�1. Zu jedem x 2W erh�altman dann ein selbstduales Element Hx. Wir wollen nun zeigen, da� diese Elemente geradeunseren Projektiven entsprehen.Satz 4.6.11. Sei x = s1 � : : : � sr eine reduzierte Zerlegung. Dann entspriht die Isomorphie-klasse [P (x � 0)℄ 2 [OZ0 ℄ des projektiven Moduls P (x � 0) dem Hekealgebraelement Hx.Beweis: Der Modul P (x � 0) ist nah Konstruktion ein direkter Summand N von M :=�sr � : : : � �s1�(0). Nah Satz 4.22 entspriht nun [M ℄ dem Hekealgebrenelement (Hs1 +v) � : : : � (Hsr + v). Wir wissen, da� N eine graduierte Vermafahne besitzt. AngenommenHy tritt in dem N entsprehenden Element in der Hekealgebra im Grad Null auf. Dannw�are also nah Lemma 4.6.10 [P (x � 0) : �(y � 0)℄ 6= 0. Mit der Reziprozit�atsformel also0 6= [P (x � 0) : �(y � 0)℄ = [�(y � 0) : L(x � 0)℄ = dimhom(�(y � 0);r(x � 0)), was imWiderspruh zu Lemma 4.6.8 steht, falls x 6= y. Ein Induktionsargument liefert, da� N genaudem Element Hx entspriht. }



72 Kapitel 4. Kategorie O und GraduierungenDas dem einfahen Modul L(x � 0) entsprehende Element in der Hekealgebra ist mit denBezeihnungen von [Lu℄ gerade D0x. Um dies nahzupr�ufen verwende man die De�nition derselbstdualen C 0x mit der Gleihung [Lu, 5.1.7℄.4.7 Vershiebungen "auf die Wand und aus der Wand\Der Vollst�andigkeit halber wollen wir noh kurz erl�autern, wie man auh Vershiebungenzwishen vershiedenen Bl�oken graduieren kann. Wir verzihten allerdings auf die Ausf�uhrungeiniger Details.Verm�oge der Einshr�ankung auf die Invarianten der Koinvarianten erhalten wir analog zumregul�aren Fall auh eine Graduierung des Endomorphismenringes des minimalen projektivenErzeugers von singul�aren Bl�oken. Es soll wiederum die Konvention gelten, da� der Lift vonVP (x � �) (mit den Bezeihnungen aus Satz 1.1.1) als h�ohsten auftretenden Grad l(x) hat.Wir w�ahlen dabei x stets als k�urzesten Repr�asentanten aus W �. Dann sind wiederum alleProjektiven graduierbar. Der Kopf L(x � �) des "graduierten Moduls\ P (x � �) ist wiederumvom Grad Null.Sei nun � ein semiregul�ares ganzes Gewiht, also jW�j = f1; sg = 2. Seien P und P� dieminimalen projektiven Erzeuger des trivialen Bloks beziehungsweise des Blokes O�. DerModul Homg(P�; ��0P ) = HomC�(VP� ; resVP ) wird via Komposition zu einem graduiertenLinks-A-Modul.Wir erhalten den folgendenSatz 4.7.1 (Vershiebung auf die Wand).1. Mit den obigen Bezeihnungen ist der Funktor ��0 graduierbar mit Lift� 
A HomC�(VP� ; resVP ):2. Die einfahen Moduln werden unter diesem Funktor annihiliert oder auf im Grad um-1 geshiftete Einfahe abgebildet.3. Mit xs > x gilt f�ur die Vermamoduln:��0�(x � 0) �= �(x � �) und��0�(xs � 0) �= �(xs � �)h�1i �= �(x � �)h�1iBeweis: Die erste Aussage folgt wiederum aus Lemma 4.4.1.F�ur die zweite Aussage k�onnen wir uns auf den Fall beshr�anken, in dem der einfahe Modulniht annihiliert wird. Sei also xs > x. Nah Konstruktion der Projektiven ist P (xs � 0) eindirekter Summand von �sP (x�0). Genauer gibt es mit unserer Konvention an die Graduierungeine Zerlegung als graduierte C-ModulnVP (xs � 0)h1i � VREST = C 
Cs VP (x � 0)f�ur einen geeigneten REST. Somit ergibt die Einshr�ankung auf C�-Moduln eine ZerlegungVP (xs � 0)h1i � VREST = VP (x � 0)� VP (x � 0)h2i= VP (x � �)� VP (x � �)h2i �N: (4.24)



4.7. Vershiebungen "auf die Wand und aus der Wand\ 73f�ur passendes N . Wir erhalten nun mit dieser Zerlegung einen Morphismus von C�-Moduln~h : VP�!!VP (x � �)! P (x � �)h2i ! VP (xs � 0)h1i:Die Komposition mit der kanonishen Inklusion liefert dann eine homogene Abbildung h :VP� ! VP vom Grad �1.Wir betrahten nun die AbbildungHomC(VP;VP (xs � 0))
A HomC�(VP� ; resVP ) �! HomC�(VP� ;VP (x � �)h1i)f 
 g 7�! p2 Æ(res(f) Æ g); (4.25)wobei p2 die Projektion auf den zweiten Summanden in (4.24) bezeihnet. Diese Abbildungist wohlde�niert und mit der Graduierung vertr�aglih. Nimmt man f�ur f die kanonisheProjektion auf den direkten Summanden VP (xs � 0), so ist das Bild von f 
 h nihttrivial,genauer ist es die kanonishe Projektion P�!!P (x � �) im Grad -1. Das liefert die zweiteBehauptung.Vergessen wir die Graduierung, sind die Aussagen in Punkt 3 klar. Wir m�ussen uns also nurnoh um die entsprehenden Shifts bem�uhen. Nun gilt aber[�(x � 0) : L(xs � 0)hji℄ = (1 falls j = 1;0 sonst; (4.26)also aufgrund des vorher Bewiesenen[��0�(x � 0) : L(x � �)hji℄ = (1 falls j = 0;0 sonst: (4.27)Das liefert somit den ersten Isomorphismus. Den zweiten zeigt man entsprehend.Wir k�onnen auh eine entsprehende Abbildung wie in (4.25) wie folgt angeben:HomC(VP;VP (x � 0))
A HomC�(VP� ; resVP ) �! HomC�(VP� ;VP (x � �))f 
 g 7�! p1 Æ(res(f) Æ g);Dabei bezeihnet p1 die Projektion auf den ersten Summanden in 4.24. Die Abbildung ist mitder Graduierung vertr�aglih. Wir w�ahlen nun f�ur f die AbbildungVP an! VP (xs � 0)! C 
Cs VP (x � 0)h�1i mult! VP (x � 0)h�1i ! VP (x � 0):Sie ist homogen vom Grad 1. F�ur g nehmen wir die AbbildungVP�!!VP (x � �)! VP (xs � 0)h1i an! VP (4.28)vom Grad -1. Dann ist das Bild von f 
 g niht trivial und graderhaltend und liefert nahDe�nition gerade den einfahen Kopf des projektiven Moduls. Das best�atigt also die Behaup-tung. }Nun ist aber andererseits auh Homg(P; �0�P�) = HomC(VP;C 
C� VP�) graduiert und wirerhalten den folgenden



74 Kapitel 4. Kategorie O und GraduierungenSatz 4.7.2 (Vershiebung aus der Wand).1. Mit den obigen Bezeihnungen ist der Funktor �0� graduierbar mit Lift� 
A� HomC(VP;C 
C� VP�h�1i):2. F�ur xs > x haben wir nat�urlihe Isomorphismen graduierter Moduln�0��(x � �) �= �s�(x � 0) und�0��(xs � �)h�1i �= �s�(xs � 0):3. F�ur xs > x gilt: �0�P (x � �) �= P (xs � 0) als graduierte Moduln.4. F�ur die einfahen Moduln gilt f�ur xs > x:[�0�L(x � �) : L(x � 0)hji℄ = (1 falls j = 1;0 sonst;beziehungsweise [�0�L(x � �) : L(xs � 0)hji℄ = (1 falls j 2 f0; 2g;0 sonst:Beweis: Die erste Aussage folgt wiederum aus den Vorbemerkungen und Lemma 4.4.1.Die zweite Aussage zeigen wir mit Induktion �uber die L�ange von x. F�ur x = e ist der nat�urliheIsomorphismus gegeben durh die Komposition der IsomorphismenHomC�(VP� ;V�(�)) 
A� HomC(VP;C 
C� VP�h�1i)o
��

f 
 g
_

��HomC(VP;C 
C� V�(�)h�1i)o (id
f) Æ gHomC(VP;C 
C� V�(0)h�1i) (id
f) Æ gHomC�(VP� ;V�(0)) 
A� HomC(VP;C 
C� VP�h�1i)o OO f 
 g_

OODer zweite Isomorphismus des Diagramms gilt, da V�(�) �= C triv �= V�(0).Nun untersheiden wir f�ur x 2 W mit xs > x und t eine einfahe Spiegelung mit xt > x diebeiden F�alle:t 6= s: Dann existieren die kanonishen Inklusionen �(xt � 0)h1i ,! �(x � 0) und entsprehend�(xt ��)h1i ,! �(x ��). Somit ist der induzierte nat�urlihe Isomorphismus �s�(xt �0) �=�0��(xt � �) graderhaltend.t = s: In diesem Fall erhalten wir einen induzierten graderhaltenden Isomorphismus�s�(xt � 0)h1i �= �0��(xt � �):



4.7. Vershiebungen "auf die Wand und aus der Wand\ 75Induktiv liefert das somit die zweite Aussage.Die Behauptung f�ur die Projektiven gilt, wenn man die Graduierung ignoriert. Mit Punkt 2folgt aber auh, da� diese Isomorphismen graderhaltend sind.F�ur die einfahen folgt daraus mit Satz 4.7.1[�0�L(x � �) : L(x � 0)hji℄ = [�sL(xs � 0)h1i : L(x � 0)hji℄= (1 falls j = 1;0 sonst:und [�0�L(x � �) : L(xs � 0)hji℄ = [�sL(xs � 0)h1i : L(xs � 0)hji℄= (1 falls j 2 f0; 2g;0 sonst:Damit sind alle Behauptungen gezeigt. }Es besteht folgende Zusammenhang zur graduierten Vershiebung "durh die Wand\:Korollar 4.7.3. Es gibt eine nat�urlihe �Aquivalenz von (graduierten) Funktoren�s �= �0���0 :Beweis: Aufgrund des Satzes sind die nat�urlihen Isomorphismen mit der Graduierung ver-tr�aglih. }Ein sehr n�utzlihes Hilfsmittel liefert der folgende Satz �uber die Adjungiertheit der gradu-ierten Versionen der Vershiebungsfunktoren. Einerseits stellt er eine Verallgemeinerung desnihtgraduierten Falls dar, andererseits sind die graduierten Versionen eben nur bis auf einenShift adjungiert zueinander.Satz 4.7.4 (Adjungiertheit).Die graduierten Formen der Vershiebungen auf und aus der Wand sind bis auf einen Shiftzueinander adjungiert. Genauer gelten die Adjunktionen���0 ; �0�h�1i� und ��0�; ��0 h1i�:Beweis: Sei M 2 gmof �A und N 2 gmof �A�. Wir erhalten folgende Kette von Isomorphis-men graduierter Vektorr�aume:Homgmof�A� �M 
A HomC�(VP� ; resVP ); N� �= Homgmof�A(M;X)mit X = Homgmof�A� �HomC�(VP� ; resVP| {z }:=Y ); N�. Nun gilt mit Y = HomC�(VP� ; resVP )X �= HomA��gmof(N~; Y ~)�= HomA��gmof(N~;Homgmof�A�(Y;A�))�= HomA��gmof(Y 
A� N~; A�)�= (Y 
A� N~)~�= N 
A� Y ~: (4.29)



76 Kapitel 4. Kategorie O und GraduierungenAndererseits haben wir aber nah einer Wahl von Isomorphismen VQ �= dVQ f�ur projektivesQ auh graderhaltende IsomorphismenY ~ = Homgmof�A(Y;A�) �= HomC�(resVP;VP�)�= HomC�(VP� ; r̂esVP )�= HomC(C 
C� VP� ;VP )�= HomC(VP;C 
C� VP�h�2i)�= HomC(VP;C 
C� VP�h�1i)h1i;f�ur einen geeigneten direkten Summanden r̂esVP von resVP . Insgesamt liefert das alsoHomgmof�A�(��0M;N) �= Homgmof�A(M; �0�Nh�1i):F�ur die andere Adjunktion betrahten wir graduierte Moduln M 2 gmof �A� und N 2gmof �A. Es gilt nah dem Adjointness TheoremHomgmof�A �M 
A HomC(VP;C 
C� VP�)h�1i; N� �= Homgmof�A(M;X)mit X = Homgmof�A� �HomC(VP;C 
C� VP�h�1i| {z }:=W ); N�. Nun gilt aber mitW = HomC(VP;C 
C� VP�h�1i) analog zu (4.29)X �= N 
AW~:Andererseits erhalten wirW~ = Homgmof�A(W;A) �= HomC(C 
C� VP�h�1i;VP )�= HomC�(VP�h�1i; resVP ) = HomC�(VP� ; resVP )h�1i:Das liefert den graduierten Isomorphismus Homgmof�A(�0�M;N) �= Homgmof�A�(M; ��0Nh1i).}Korollar 4.7.5. Die graduierte Vershiebung �s ist selbstadjungiert.Beweis: Der Satz impliziert unter Benutzung von Korollar 4.7.3Homgmof�A(�sM;N) �= Homgmof�A(��0M; ��0Nh1i)�= Homgmof�A(M; �sN) }



4.8. Harish-Chandra-Bimoduln und Graduierung 774.8 Harish-Chandra-Bimoduln und GraduierungDie Ausf�uhrungen zur "graduierten\ Kategorie O0 liefern mit der �Aquivalenz vonKategorien aus [BG℄ auh eine Graduierung auf den Bimoduln mit trivialem zentra-len Charakter von rehts. Ebenso liefert die graduierte Version des Vershiebungs-funktors �s auf O0 eine graduierte Form des unter der �Aquivalenz induzierten Funk-tors, den wir ebenfalls mit �s bezeihnen.Andererseits erhalten wir aber auh eine Graduierung auf den Bimoduln mit trivia-lem zentralen Charakter von links. Der Funktor �s auf O0 induziert ebenfalls einengraduierbaren Funktor �rs auf 10H0.In diesem Kapitel untersuhen wir, inwiefern diese beiden Ans�atze miteinander ver-tr�aglih sind, und geben jeweils eine Kombinatorik f�ur die graduierten Vershie-bungsfunktoren �s bzw. �rs an.Insbesondere werden wir die Ergebnisse im folgenden Kapitel auf die HauptserienL(�(x � 0);r(y � 0)) 2 10H10 anwenden.Wir betrahten f�ur jede nat�urlihe Zahl n und In = U(ker�0)n die Unterkategorie n0H0 bzw.0Hn0 von 0H0 mit verallgemeinertem trivialem zentralen Charakter In von links bzw. vonrehts.Diese Bl�oke haben jeweils gen�ugend Projektive. Deren unzerlegbare stehen in Bijektion zuden Elementen der Weylgruppe. Wir bezeihnen die entsprehenden projektiven Deken vonL(�(0); L(x � 0)) mit nP (x � 0) bzw. P n(x � 0).Damit ist Pn := Mx2W P n(x � 0)ein minimaler projektiver Erzeuger von 0Hn0 . Wir erhalten somit (analog zu 4.7) eine �Aqui-valenz von Kategorien 0Hn0 ~! mof �EndH(Pn)X 7! HomH(Pn;X):Entsprehendes gilt f�ur n0H0 mit projektivem Erzeuger nP :=Lx2W nP (x � 0).Wir betrahten den Kombinatorikfunktor V : 0H0 �! S � mof �S. Sei S mit der in Kon-vention 4.3.6 de�nierten Graduierung versehen. Wir w�ahlen f�ur x = s1 � : : : � sr als Lift vonV�sr � : : : � �s1(U=In) dannS 
Ssr S � : : : � S 
Ss1 S=((S+)n)h�l(x)� (n� 1)i; (4.30)wobei 2(n � 1) genau der maximale Grad von S=(S+)n ist. Als Spezialfall erhalten wir f�urn = 1 gerade die Konvention aus Abshnitt 4.3.Entsprehend de�nieren wir einen Lift von V�rsr � : : : � �rs1(U=In).Das liefert uns mit Lemma 4.3.3 induktiv f�ur alle Weylgruppenelemente x 2 W graduierteLifts von VP n(x � 0) und V�nP (x � 0)�.



78 Kapitel 4. Kategorie O und GraduierungenMit Hilfe von Lemma 2.3.4 erhalten wir dann die folgende Zerlegung graduierter Vektorr�aumeV�nP (x � 0)� =Mi2ZaiVP (x � 0)hiimit ai = dimS=((S+)n)i.Sei � de�niert wie in Kapitel 2. Au�erdem bezeihnen wir den entsprehenden Funktor (wieim Beweis von Lemma 2.6.6) auf den S-Bimoduln mit ~�.Es gilt der folgende Zusammenhang zwishen den graduierten LiftsLemma 4.8.1. F�ur x 2W gilt~� Æ V(P n(x � 0)) �= V Æ �(nP (x�1 � 0))als graduierte S-Bimoduln.Beweis: F�ur x = e ist die Aussage trivial. Sei x 2 W und s eine einfahe Spiegelung mitxs > x. Wir nehmen an, die Aussage sei rihtig f�ur y � x. Nun ist (siehe [Ja2, 6.34℄)��L(�(0); L(x � 0)� �= L(�(0); L(x�1 � 0));und wir erhalten mit Lemma 2.6.2P n(x � 0) �= �(nP (x�1 � 0))f�ur alle x 2W .Es gilt V�sP n(x � 0) = S
Ss VP n(x � 0) = VP n(xs � 0)LR, wobei R eine direkte Summe vonModuln der Form VP n(y � 0) mit y < xs ist. Andererseits gilt aufgrund der De�nition von Vund Lemma 2.6.7 als graduierte S-Bimoduln~�(V�sP n(x � 0)) = ~�(VP n(x � 0))
Ss S= V(�P n(x � 0))
Ss S�= V�rs�(P n(x � 0))�= V�rs (nP (x�1 � 0))und V(nP (sx�1 � 0)) ist der entsprehende Summand mit maximalem h�ohstem Grad, derunter den Isomorphismen gerade ~�VP n(xs � 0) entspriht. Das liefert die Behauptung. }Wir bezeihnen wiederum mit � die Dualit�at (unter Verwendung von S �= Sopp) auf dengraduierten S-Bimoduln und erhalten analog zu [So6℄ das folgendeLemma 4.8.2. F�ur einen graduierten S-Bimodul und eine einfahe Spiegelung s gilt(S 
Ss M)� �= S 
Ss M�h�2iBeweis: Sei X0, X1 eine Basis des freien Ss-Moduls S, wobei Xi homogen vom Grad 2isei. V�ollig analog zu [So6℄ existiert eine nihtausgeartete Paarung, welhe auf homogenenKomponenten gegeben ist durh S 
Ss M � S 
Ss M� �! C(X0 
m+X1 
 n;X0 
 f +X1 
 g) 7�! g(m) + f(n):Man kann ohne gro�e M�uhe einsehen, da� diese Paarung sih mit der S-Struktur vertr�agt.Somit induziert das einen Isomorphismus S 
Ss M� �! (S 
Ss M)� vom Grad -2. }



4.8. Harish-Chandra-Bimoduln und Graduierung 79Allerdings sind die Bilder der Projektiven aus 0Hn0 unter V im allgemeinen niht selbstdual.Insbesondere l�a�t sih der graduierte Ringisomorphismus A �= Aopp aus (4.20) niht einfahauf die verallgemeinerte Situation �ubertragen. Damit ist auh apriori niht klar, ob es einengraduierten Lift der Dualit�at (wie in Abshnitt 4.5) f�ur n > 1 gibt.Wir erhalten jedoh mit J := S+ als Verallgemeinerung von Satz 4.3.5 das folgendeLemma 4.8.3. Der Funktor V induziert f�ur projektive Objekte Q, Q0 2 0Hn0 eine Gradu-ierung auf HomH(Q;Q0). Insbesondere wird EndH(Pn) dadurh zu einem graduierten Ring.Eine entsprehende Aussage gilt f�ur n0H0 und EndH(nP).Beweis: Es gilt V�nP (0)� �= V(U=In) �= S=Jn als S-Bimodul. Nun ist aber Jn ein homogenesIdeal des graduierten Ringes S und wir erhalten den Rest v�ollig analog zu Satz 4.3.4 unterVerwendung der Lemmata 2.6.6 und 2.6.7. }De�nition 4.8.4. Wir bezeihnen mit An den graduierten RingAn := EndH(Pn):Ein Bimodul X 2 0Hn0 soll graduierbar hei�en, falls HomH(Pn;X) graduierbar ist als Rehts-An-Modul. Einen Lift von HomH(Pn;X) bezeihnen wir auh einfah als Lift von X.Einen Funktor auf 0Hn0 bezeihnen wir als graduierbar, falls er einen graduierbaren Funktor(im Sinne von De�nition 4.3.10) auf mof �An induziert.Entsprehend seien nA und graduierbare Moduln in n0H0 de�niert.Bemerkung 4.8.5. Die kanonishen Surjektionen S=(S+)n+1!!S=(S+)n sind mit der Gra-duierung vertr�aglih. Das liefert eine Inklusion An ,! An+1 graduierter Ringe (siehe dazuauh die Ausf�uhrungen in [So3℄). Man kann damit einsehen, da� f�ur einen graduierbaren Mo-dul X 2 0Hn+10 mit Lift ~X , wobei sogar X 2 Hn ist, die Einshr�ankung ~X 2 gmof �An einenLift f�ur X 2 Hn liefert.Mit Lemma 4.8.1 erhalten wir einen Isomorphismus graduierter Ringe� : Endg(Pn) �= Endg(nP)Damit ist X 2 0Hn0 graduierbar, genau dann wenn �(X) 2 n0H0 graduierbar ist. Der daf�urnotwendige Isomorphismus ist gegeben durhHomH(Pn;X) �= HomH(nP; �(X))f 7! �(f): (4.31)Insbesondere ist � graduierbar im Sinne von 4.3.10.Warnung: Wir untersheiden von nun an in der Notation niht mehr zwishen den Projekti-ven und den durh Satz 4.8.3 mit den Konventionen (4.30) de�nierten Lifts.Die Lifts sind eindeutig bis auf einen Shift. Sie wurden (siehe auh Kapitel 4) so gew�ahlt, da�der einfahe Kopf im Grad Null sitzt.



80 Kapitel 4. Kategorie O und GraduierungenDe�nition 4.8.6. Wir bezeihnen f�ur n 2 N die graduierte Grothendiekgruppe [gmof �An℄zu 0Hn0 mit [(0Hn0 )Z℄. Entsprehend soll [(n0H0)Z℄ = [gmof �nA℄ die graduierte Grothendiek-gruppe zu n0H0 sein.Sie ist isomorph zur graduierten Grothendiekgruppe von O0. Damit l�a�t sih beispielsweiseder Modul P n(0) = L(Mn(0);Mn(0)) in der graduierten Grothendiekgruppe shreiben als[L(Mn(0);Mn(0))℄ =Xi2Z�i[�(0)hii℄;wobei �i = dim(S=(S+)n)i die Dimension des Anteils vom Grad i sein soll. Insbesondere istdieser Modul positiv graduiert.4.8.1 Vershiebungen von "rehts\In Kapitel 4.1 haben wir bereits eine Rehtsoperation der Weylgruppe auf der Grothendiek-gruppe der Kategorie O de�niert. Wir geben nun einen graduierbaren Funktor auf n0H0 an,der dieser Operation auf der Grothendiekgruppe entspriht.Wir betrahten unseren Funktor V von 0H0 in die S-Bimoduln. Mit den oben beshriebenenKonventionen erhalten wir mit Lemma 4.4.1 einen Lift des Vershiebungsfunktors �rs auf n0H0durh � 
(nA) HomS
S(V(nP);V(nP)
Ss Sh�1i):Wir w�ahlen wiederum Lifts von L(�(0);�(x � 0)) 2 10H0, so da� der einfahe Kopf vom GradNull ist.Mit einer v�ollig analogen Shlu�weise zu Satz 4.4.10 erhalten wir das folgendeLemma 4.8.7. F�ur x 2 W und eine einfahe Spiegelung s mit xs > x haben wir exakteSequenzen von graduierten Moduln mit trivialem zentralen Charakter von linksL��(0);�(x�1 � 0)�h1i ,! �rsL��(0);�(x�1 � 0)� !!L��(0);�(sx�1 � 0)�:L(�(0);�(x�1 � 0)) ,! �rsL(�(0);�(sx�1 � 0)) !!L(�(0);�(sx�1 � 0))h�1i:Beweis: F�ur die erste Zeile m�ussen wir nur �uberpr�ufen, ob der Modul rehts in den rihtigenGraden sitzt. Nun ist aber �(sx�1 � 0)h1i ,! �(x�1 � 0). Also �rs�(sx�1 � 0)h1i �= �rs�(x�1 � 0).Das liefert die erste Sequenz. F�ur die zweite Sequenz geht die Argumentation analog. }Wir fassen nun die Ergebnisse dieses Kapitels in dem folgenden Hauptsatz zusammen.



4.8. Harish-Chandra-Bimoduln und Graduierung 81Hauptsatz 4.8.8 (Graduierte Bimodulnkombinatorik).Die folgenden Diagramme kommutieren:H �(Hs+v) //vnHx 7![�(x�0)hni℄
��

HvnHx 7![�(x�0)hni℄
��

H (Hs+v)� //vnHx 7![�(x�1�0)hni℄
��

HvnHx 7![�(x�1�0)hni℄
��[OZ0 ℄ �s //L(�(0);�)

��

[OZ0 ℄L(�(0);�)
��

[OZ0 ℄ �s //L(�(0);�)�
��

[OZ0 ℄L(�(0);�)�
��[0Hn0Z℄ �s // [0Hn0Z℄ [n0H0Z℄ �rs // [n0H0Z℄Beweis: bereits gegeben. }



KAPITEL5Hauptserien und ihre Graduierung
Das zentrale Ergebnis dieses Kapitels ist die Graduierbarkeit der Hauptserien. Wirsind shlie�lih in der Lage, induktiv diese Graduierung zu berehnen und die ent-sprehenden Elemente der Hekealgebra anzugeben. Als Erg�anzung zeigen wir, wieman damit rein kombinatorish sehen kann, da� alle Hauptserien dieselben Komposi-tionsfaktoren haben und inwiefern sih Hauptsatz 3.2.1 �uber die dualen Hauptserienin der graduierten Grothendiekgruppe wiederspiegelt.Au�erdem geben wir noh einige K�oherdarstellungen von Hauptserien f�ur Wurzel-systeme vom Rang 2 an. Insbesondere lassen sih dabei Radikal- und Sokel�ltrie-rungen ablesen. Sie verdeutlihen das am Ende des Kapitels angegebene Kriterium,wann die Sokel- und Radikal�ltrierung eines unzerlegbaren Moduls in O0 �uberein-stimmen. Mit diesem Resultat sind wir auh in der Lage, ein Resultat von Irving[Ir℄ nohmals zu beweisen, das besagt, da� ein unzerlegbarer Projektiver genau dannrigid ist, wenn sein Sokel einfah ist.5.1 Hauptserien und ihre GraduierungDer Hauptsatz dieses Kapitels besteht in der Angabe der den graduierten Hauptserien ent-sprehenden Elementen der Hekealgebra.5.1.1 Hauptserien als graduierbare ObjekteIm folgenden Abshnitt werden wir zuerst zeigen, da� Hauptserien graduierbar sind.Satz 5.1.1. F�ur x, y 2W ist L��(x � 0);r(y � 0)� graduierbar.Beweis: Die kurze exakte Sequenzr(y � 0) ,! �sr(y � 0)!!r(ys � 0)82



5.1. Hauptserien und ihre Graduierung 83mit ys < y in O0 liefert (mit Eigenshaft 4 aus Kapitel 3.1) die kurze exakte Sequenz0! L��(x � 0);r(y � 0)� f�! �sL��(x � 0);r(y � 0)� g�! L��(x � 0);r(ys � 0)�! 0 (5.1)in H0. F�ur y = wo ist der linke Ausdruk isomorph zu L(�(0);�(x�1wo � 0)) und somit f�uralle x graduierbar, also auh der durh die Wand geshobene. Mit denselben Argumenten wiein Abshnitt 4.4.1 ist die Abbildung f jeweils graduierbar vom Grad 1. (Oder man verwendeHauptsatz 3.3.3 und die Unzerlegbarkeit der auftretenden Moduln.) Damit ist also auh derKokern graduierbar. Induktiv erhalten wir die Graduierbarkeit f�ur beliebiges y. Somit sindalle Hauptserien graduierbar. }Wir w�ahlen die Graduierung stets so, da� die Surjektionen in (5.1) vom Grad Null sind.Apriori ist die Graduierung von der gew�ahlten reduzierten Zerlegung von x abh�angig. Man�uberzeugt sih jedoh shnell davon, da� dies niht der Fall ist, indem man beispielsweise Lem-ma 4.4.8 auf den einfahen Vermamodul anwendet. Somit sind die graduierten Lifts durh dieForderung wohlde�niert und unabh�angig von der gew�ahlten Darstellung von x (siehe auhSatz 5.1.4). Dies ist auh mit den Ausf�uhrungen in Kapitel 4 kompatibel.Warnung: Wir untersheiden nun in der Notation niht mehr zwishen den durh den vorhe-rigen Satz de�nierten graduierten Lifts der Hauptserien und den Hauptserien selbst.Wir erhalten den folgenden zentralen Satz zur kombinatorishen Beshreibung der Hauptse-rien:Satz 5.1.2. F�ur ys > y erhalten wir die folgenden kurzen exakten Sequenzen graduierterModulnL��(x � 0);r(ys � 0)�h1i ,! �sL��(x � 0);r(ys � 0)� !!L��(x � 0);r(y � 0)�:L��(x � 0);r(ys � 0)� ,! �sL��(x � 0);r(y � 0)� !!L��(x � 0);r(y � 0)�h�1i:Beweis: Aufgrund des Beweises von Satz 5.1.1 und der De�nition der graduierten Lifts giltdie erste Behauptung.Mit unserer Standardargumentation erhalten wir eine graderhaltende Surjektion�sL��(x � 0);r(y � 0)�!!L��(x � 0);r(y � 0)�h�1i:Nun kommt der einfahe Modul L(�(0);�(wo � 0)) aber in L(�(x � 0);r(y � 0)) genau einmalvor. Sein Grad sei i. Somit tritt er in �sL(�(x � 0);r(y � 0)) in den Graden i+1 und i� 1 auf.Aufgrund der ersten Sequenz kommt er aber dann in �sL(�(x � 0);r(ys � 0)) in den Gradeni+2 und i vor und tritt daher in L(�(x �0);r(ys �0)) im Grad i�1 auf. Somit ist die Injektionder zweiten Sequenz graderhaltend. }Korollar 5.1.3. Es gibt f�ur ys > y eine Isomorphie graduierter Moduln�sL(�(x � 0);r(y � 0)) �= �sL(�(x � 0);r(ys � 0))h�1i:Beweis: folgt unmittelbar aus dem Satz und Lemma 3.3.1. }



84 Kapitel 5. Hauptserien und ihre Graduierung5.1.2 Kombinatorik der HauptserienWir k�onnen nun Hauptserien kombinatorish beshreiben. Diese Beshreibung gibt uns dieM�oglihkeit, (mit der Kenntnis der graduierten Multiplizit�aten f�ur Vermamoduln) graduierteMultiplizit�aten der Lifts der Hauptserien auf rein kombinatorishe Weise zu bestimmen.Hauptsatz 5.1.4. Unter dem Isomorphismus aus Hauptsatz 4.8.8 entspriht[L(�(wox � 0);r(woy � 0))℄ 2 [(0 H10)Z℄dem Hekealgebrenelement Hx�1Hy:Beweis: F�ur y = e gilt nah Abshnitt 3.1 L��(wox � 0);r(wo � 0)� �= L��(0);�(x�1 � 0)�,entspriht also dem Element Hx�1 = Hx�1He.Sei nun ys > y f�ur eine einfahe Spiegelung s. Nun liefert Satz 5.1.2 eine kurze exakte Sequenzgraduierter ModulnL��(wox � 0);r(woy � 0)�h1i �! �sL��(wox � 0);r(woy � 0)� �! L��(wox � 0);r(woys � 0)�:Unter der Annahme, die Behauptung stimme f�ur y, entspriht L��(wox �0);r(woys �0)� demHekealgebraelement(Hx�1Hy)(Hs + v)� (vHx�1Hy) = Hx�1HyHs = Hx�1Hys:Das ist gerade die Behauptung. }Man �uberzeuge sih, da� die Kombinatorik des zweiten Diagramms aus Satz 4.8.8 dasselbeErgebnis liefert. Man erkennt ohne M�uhe mit der Relation H2s = He + (v�1 � v)Hs, da� dereinfahe Modul L(�(0); L(0)) stets im Grad Null in dem graduierten Modul Px auftritt.Korollar 5.1.5. Alle Hauptserien Px haben ohne Ber�uksihtigung der Graduierung diesel-ben Kompositionsfaktoren.Beweis: Es gilt H2s = He + (v�1 � v)Hs f�ur jede einfahe Spiegelung s. Auswerten an derStelle 1 liefert dieselben Kompositionsfaktoren f�ur Pwos wie f�ur den projektiven Vermamodul.Sei nun x 2 W und � eine einfahe Wurzel, so da� x = s�y mit l(y) = l(x) � 1. Dann giltaber Hx�1Hx = Hy�1H2s�Hy= Hy�1HeHy + (v�1 � v)Hy�1Hs�Hy:Damit hat also die Hauptserie Px dieselben Kompositionen wie die Hauptserie Py. Somitliefert Induktion die Behauptung. }Die Motivation zum abshlie�enden Ergebnis dieses Kapitels �uber duale Hauptserien liefertedie Beobahtung in [Jo6℄, da� He und HwoHwo gerade die inversen Graduierungen liefern.Verallgemeinert man das dort verwendete Argument, erh�alt man folgendes rein kombinatori-shesLemma 5.1.6. F�ur x 2 W gilt in der graduierten Grothendiekgruppe [(0H10)Z℄ die Gleihheit[P(x;y)℄Z= [dP(wox;woy)℄Z: (5.2)



5.1. Hauptserien und ihre Graduierung 85Beweis: Wir f�uhren einen Induktionsbeweis �uber die L�ange von x. Wir w�ahlen mit den Be-zeihnungen aus [So4℄ Polynome py, so da�HeHe = He =Xy py( ~HywoHwo):Nun entspriht ~Hy dem Element Cy in [KL℄. Nah [Lu, (5.1.8)℄ gilt D0x = CxwoHwo. Somitgeben die Polynome gerade die (graduierten) Multiplizit�aten der Einfahen wieder. Da Heselbstdual ist, gilt HeHe = He =Xy py( ~HywoH�1wo ):Multipliziert man diese Gleihung mit H2wo von rehts, erh�alt manHwoHwo =Xy py( ~HywoHwo):Somit hat HwoHwo gerade die "inverse\ Graduierung zu HeHe. Das liefert die Aussage f�urx = y = e. Mit Hauptsatz 5.1.4 liefert das den Induktionsanfang.Sei nun x = s� eine einfahe Spiegelung. Dann seiHs�Hs� = Xy2W qyCywoHwoWenden wir unsere Dualit�at auf diese Gleihung an und multiplizieren anshlie�end mit H2wovon rehts, liefert das Xy qyCywoHwo = H2s�H2wo= H�1s� H�1s� H2wo= H�1s� H�1s� Hs�HzHwo= H�1s� HzHs�Hz�1= H�1s� HwoHz�1Hs�H�1s�= H�1s� H2woH�1s� ;wobei �; � und z durh wo = s�z = zs� bestimmt sind. Somit gilt die GleihungH�1s� H2wo = H2woH�1s� (5.3)Sei nun x = s1s2 : : : sr eine reduzierte Zerlegung von x.Au�erdem de�nieren wir Laurentpolynome hy durh die GleihungHx�1Hx =Xy hyCywoHwo:



86 Kapitel 5. Hauptserien und ihre GraduierungDurh Dualisieren und Multiplizieren mit H2wo von rehts erhalten wirXy hyCywoHwo = Hx�1HxH2wo= H�1x H�1x�1H2wo= H�1x H�1s1 H�1s2 : : : H�1sr H2wo= H�1x H�1s1 H�1s2 : : : H�1sr�1H2woH�1sr wegen Gleihung (5.3)...= H�1x H2woH�1s1 H�1s2 : : : H�1sr= H�1x H2woH�1x�1 : (5.4)Andererseits gilt jedoh H2wo = HxHx�1woHwoxHx�1Das liefert nun H(wox)�1Hwox = Hx�1woHwox = H�1x H2woH�1x�1 .Der Vergleih mit Gleihung (5.4) liefert die Behauptung. }Das vorhergehende Lemma war eine rein kombinatorishe Aussage, die daher auh allein mitkombinatorishen Argumenten bewiesen wurde. Ohne diese Einshr�ankung erhalten wir sogareine st�arkere Aussage, eine Verallgemeinerung von Hauptsatz 3.2.1:Satz 5.1.7. Es gilt P(x;y) �= dP(wox;woy) als graduierte Moduln f�ur alle x, y 2W .Beweis: Unter Verwendung der graduierten exakten Sequenzen aus Satz 5.1.2 k�onnen wir (mitvertaushter Links- und Rehtsstruktur) wie im Beweis von Hauptsatz 3.2.1 argumentieren.Wir m�ussen nur den Induktionsanfang �uberpr�ufen.F�ur y = e gilt v(P(x;e)) �= v(dP(wox;wo)) nah dem Vergessen der Graduierung. Nun sind aberdiese Isomorphismen eindeutig bis auf einen Skalar und somit mit der Graduierung vertr�aglih.Da der einfahe Sokel jeweils vom Grad Null ist, ist also der Isomorphismus homogen vomGrad Null.Alternativ dazu k�onnen wir auh mit Hauptsatz 3.2.1 die graduierten Moduln P(x;y) unddP(wox;woy) als Lifts des unzerlegbaren Moduls v(Px;y) betrahten. Der ist nah Lemma 4.3.5bis auf Gradshift eindeutig. Mit dem vorhergehenden Lemma folgt die Behauptung. }5.2 K�oherdarstellungen der HauptserienIm folgenden Abshnitt werden wir K�oherdarstellungen der Hauptserien angeben. Das er-m�ogliht eine genaue Beshreibung der Untermodulstruktur solher Moduln. Insbesonderesind die Radikal- und Sokel�ltrierungen leiht ablesbar.Es stellt sih dabei heraus, da� diese beiden Filtrierungen im allgemeinen niht �ubereinstim-men m�ussen. Einige allgemeine Resultate �uber diese Filtrierungen �ndet man in Abshnitt 5.3.



5.2. K�oherdarstellungen der Hauptserien 875.2.1 Das prinzipielle Verfahren zur Bestimmung der K�oherdarstellungenWir werden nun die Hauptserien f�ur Wurzelsysteme vom Rang zwei genauer beshreiben.Wir wollen den entsprehenden Modul in O0 als Darstellung eines K�ohers wiedergeben. Diedazu notwendigen K�oher werden in [St℄ beshrieben. Wir werden zuerst an einem Beispielexemplarish verdeutlihen, wie diese Darstellungen ausgerehnet werden k�onnen. Die �ubrigenwerden einfah aufgelistet.Die Hauptserie L(�(s� � 0);r(s� � 0)) f�ur Typ A2.Nah De�nition der Vervollst�andigungsfunktoren wird die Hauptserie L(�(s� � 0);r(s� � 0))unter der �Aquivalenz von Kategorien aus [BG℄ auf den Modul C�r(s� � 0) abgebildet.Da der Sokel des dualen Vermamoduls r(s� � 0) von der Form L(s� � 0) ist, bedeutet dasnah [Jo4, Lemma 2.4℄, da� der besagte duale Vermamodul ein Untermodul der Hauptserieist. Nah [Jo4, Lemma 4.6℄ gibt es eine kurze exakte Sequenz der Form0!r(s� � 0) ,! C�r(s� � 0) f!r(0) g!!r(s� � 0)! 0: (5.5)Somit kennen wir das Bild von f , n�amlih den Kern von g. Wir erhalten somit eine K�oher-darstellung von ker g der FormC
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Die Doppelpfeile symbolisieren dabei je einen Pfeil in jede Rih-tung. Die Beshriftung an den Pfeilen bezeihnet die Abbildung,die durh den Pfeil symbolisiert wird. Dabei wurden nur die Pfei-le beshriftet, die sih niht von selbst erkl�aren. Bei den �ubrigenwurde einfah der Skalar angegeben, der nah einer Basiswahl dieentsprehende Matrix beshreibt. Der erste steht dabei f�ur die Ab-bildung, die zu dem Pfeil geh�ort, der nah oben zeigt, die zweiteZi�er geh�ort dementsprehend zum Pfeil, der in die entgegenge-setzte Rihtung weist.Aus den bisher bekannten Daten erhalten wir folgende K�oherdarstellung f�ur die Hauptserie:C??(1;0)���
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Die gestrihelten Pfeile sollen den dualen Vermamo-dul anzeigen, der als Untermodul auftritt. Zu be-stimmen sind noh die freien Variablen a bis . Umshlie�lih die noh fehlenden Daten zu bekommen,reiht es aber aus, auf die de�nierenden Relationenzur�ukzugehen. Das liefert uns die beiden Gleihun-gen  = �2a und b = 4a.
Durh passende Basiswahlen erhalten wir die in der nahfolgenden Liste aufgef�uhrte m�ogliheK�oherdarstellung.



88 Kapitel 5. Hauptserien und ihre GraduierungZur Bestimmung einer K�oherdarstellung f�ur die etwas gr�o�eren Beispiele wurde oftmals dieKenntnis der Vervollst�andigung eines einfahen Moduls benutzt. Im bereits berehneten Fallk�onnen wir diese Kenntnis als kleine Probe verwenden.Aufgrund der Linksexaktheit des Vervollst�andigungsfunktors C� erhalten wir C�L(s� �0), dieVervollst�andigung des Sokels, als weiteren Untermodul. Mit Hilfe von [Jo4, Corollary 3.5℄k�onnen wir diesen Untermodul durh folgende exakte Sequenz beshreiben:0! C� rad�(s� � 0) ,! �(0)! C�L(s� � 0)!! rad�(s� � 0)=(D+� rad�(s� � 0))! 0 (5.6)Man �uberlegt sih leiht, da� D+� rad�(s� � 0) = �(s�s� � 0) als Untermodul von �(s� � 0)gilt. Aus obiger Sequenz (5.6) erhalten wir nun[C�L(s� � 0)℄ = [L(0)℄ + [L(s� � 0)℄ + [L(s�s� � 0)℄mit L(s�s� � 0) als Quotienten und �(0)=�(s� � 0) als Untermodul.Insgesamt ergibt das f�ur C�L(s� � 0)die folgende m�oglihe K�oherdarstel-lung (mit den noh n�aher zu bestim-menden Variablen x und y):
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C(y;0)ww ��C 77
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0
��0Wir sehen, da� dies in der Tat eine Unterdarstellung unserer berehneten Darstellung liefert.5.2.2 Explizite K�oherdarstellungenWir gewinnen durh diese Art von Rehnungen shlie�lih die folgenden K�oherdarstellungen,die den Hauptserien entsprehen. Die Pfeile, die zu trivialen Abbildungen geh�oren, haben wirweggelassen. Bei den �ubrigen haben wir einfah die zugeh�orige Matrix nah einer Basiswahlnotiert.Insbesondere k�onnen wir die Radikal- und Sokel�ltrierungen ablesen. (Man vergleihe damitauh [C℄.)Wir listen sie jeweils unter der entsprehenden Darstellung auf, wobei wir als Abk�urzung dieBuhstabenR (Radikal�ltrierung), S (Sokel�ltrierung) und G (Grad�ltrierung)verwenden. Die Nummerierungen der einfahen Moduln entspriht derjenigen in [St℄ undbedeutet im K�oher gerade der Numerierung der Eken von oben nah unten und von linksnah rehts.Die Pfeile, die zu trivialen Abbildungen geh�oren haben wir nun shlihtweg weggelassen.



5.2. K�oherdarstellungen der Hauptserien 89
Beispiele f�ur A2:Hauptserie r(0)C??(1)���
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90 Kapitel 5. Hauptserien und ihre GraduierungBeispiele f�ur B2:Hauptserie r(0)C??(1)���
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5.3. Sokel-, Radikal- und Grad�ltrierung der Hauptserien 91
HauptserieC�C�r(s�s� � 0)C(1)���
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OO(1)C __ (1)??
?

??
?

C(1)���
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��CL3; L7 < L1; L4;L5; L8 < L2; L6 (SRG)Beispiele f�ur G2:Wir verzihten darauf, noh mehr Bilder zu liefern, wollen aber dennoh einige Filtrierungenf�ur Typ G2 angeben, die wiederum zeigen, da� die Hauptserien keineswegs rigid sein m�ussen.Allerdings gibt es kein Beispiel, f�ur das alle drei Filtrierungen vershieden sind.C�r(s� � 0) : L3 < L1; L4; L5 < L2; L6; L7 < L8; L9 < L10; L11 < L12 (SG)L3 < L4; L5 < L6; L7 < L8; L9 < L1; L10; L11 < L2; L12 (R)C�C�r(s�s� � 0) : L3; L7 < L1; L4; L5; L8; L9 < L2; L6; L10; L11 < L12 (SG)L7 < L3; L8; L9 < L1; L4; L5; L10; L11 < L2; L6; L12 (R)C�C�C�r(s�s�s� � 0) : L3; L7; L11 < L1; L4; L5; L8; L9; L12 < L2; L6; L10 (RSG)Bemerkung 5.2.1. Man beahte, da� die Loewyl�ange der Hauptserien niht konstant ist(vgl. Bemerkung 6.2).5.3 Sokel-, Radikal- und Grad�ltrierung der HauptserienDie Beispiele aus dem letzten Abshnitt zeigen, da� die Hauptserien (im Gegensatz zu Verma-moduln und ihren dualen Moduln) im allgemeinen niht "rigid\ sind, das hei�t, ihre Sokel-und Radikal�ltrierungen niht notwendigerweise �ubereinstimmenm�ussen. Wir geben nun zweiKriterien an, die es in einigen F�allen erm�oglihen, zu �uberpr�ufen, ob die entsprehenden Fil-trierungen �ubereinstimmen.



92 Kapitel 5. Hauptserien und ihre GraduierungLemma 5.3.1. Sei M 2 O. Er sei unzerlegbar und graduierbar mit Lift ~M . Die drei Filtrie-rungen auf ~M stimmen �uberein () der Sokel und der Kopf sind jeweils rein.Beweis: Die Konklusion von links nah rehts ist nah De�nition rihtig. Die andere Folgerunggilt aufgrund [BGS, 2.4.1℄. }F�ur Vermamoduln stimmen bekannterma�en (vgl. [Ir℄, [BB2℄) die Radikal- und Sokel�ltrie-rungen �uberein. Sie fallen (da Vermamoduln einfahe K�opfe und Sokel besitzen) mit derGrad�ltrierung zusammen.F�ur diese Filtrierung gibt es eine Parit�atsbedingung, die durh das Vershwinden von Er-weiterungen zwishen Einfahen gegeben wird. Dieses tieiegende Resultat �ndet man bei-spielsweise in [BB2℄, eine sehr sh�one und ausf�uhrlihe Diskussion der Thematik im Kontextalgebraisher Gruppen bietet [An℄. Unter Verwendung dieser starken Aussage erhalten wireine entsprehende Eigenshaft der Grad�ltrierung f�ur die Hauptserien:Satz 5.3.2 (Parit�atseigenshaft der Grad�ltrierung).F�ur x 2W gilt f�ur die gew�ahlten graduierten Lifts der Hauptserien bez�uglih der (graduierten)Multiplizit�aten [Cx�1r(x � 0) : L(y � 0)hii℄ 6= 0 =) l(y)� i � 0mod 2:Insbesondere kommen in einer Stufe der Grad�ltrierung nur einfahe Moduln vor, f�ur die dieParit�at der L�ange der entsprehenden Weylgruppenelemente �ubereinstimmt.Beweis: Greifen wir bereits auf Kapitel 7 vor, so liefert die graduierte Vierersequenz ausHauptsatz 7.4.2 induktiv den Beweis, da diese Parit�atseigenshaft aufgrund der Kazhdan-Lusztig-Theorie f�ur den dominanten Vermamodul gilt. }Als Anwendung von Satz 1.4.1 erhalten wir ein Resultat von Irving ([Ir, Corollary 7℄):Lemma 5.3.3. Sei � ein ganzes Gewiht. Der Projektive P (x ��) ist genau dann rigid, wennsein Sokel einfah ist.Beweis: Nah Satz 1.4.1 ist der Sokel eines unzerlegbaren Projektiven P (x � �) gegebendurh die direkte Summe der Sokel der projektiven Vermauntermoduln. Somit reiht es alsozu zeigen, da� die Sokel bzw. K�opfe dieser Vermamoduln niht alle vom gleihen Grad sind.Da nun aber die homogene Komponente von VP (x ��) vom h�ohsten Grad eindimensional ist(und einem dominanten Vermamodul entspriht), kann der Sokel von P (x ��) niht in einemGrad leben, falls er niht einfah ist. }5.4 Hauptserien als Koszulmoduln?Zuletzt gehen wir noh der Frage nah, ob die graduierten Versionen der Hauptserien Kos-zulmoduln sind. In den Spezialf�allen von Vermamoduln oder auh ihren dualen wird dies in[BGS℄ gezeigt. Wir formulieren zuerst einen allgemeinen Satz, der auf den ersten Blik zwardie gefragte Koszulit�at liefern sollte, dessen Voraussetzungen jedoh im allgemeinen nihtauf Hauptserien zutre�en. Shlie�lih werden wir jedoh sehen, da� dies niht von ungef�ahrkommt, da in der Tat die Hauptserien im allgemeinen niht Koszulmoduln sind.



5.4. Hauptserien als Koszulmoduln? 93Nah [BGS, 2.14.2℄ ist ein graduierter Modul M 2 gmof �A ein Koszulmodul, fallsExtigmof�A(M;L) = 0gilt f�ur alle einfahen Moduln L, die niht homogen vom Grad i sind. F�ur N 2 O0 mit einemgew�ahlten Lift M nennen wir N Koszulmodul, falls M 2 gmof �A Koszulmodul ist.Wir zeigen dazu zuerst folgendenSatz 5.4.1. Sei M 2 gmof �A Koszul und ��0M ebenfalls f�ur W� = f1; sg. Angenommen esgibt eine exakte Sequenz graduierter ModulnMh1i ,! �sM!!N;dann ist N ebenfalls Koszul.Beweis: Im folgenden benutzen wir die in Kapitel 4 gezeigten Adjungiertheiten der graduier-ten Vershiebungsfunktoren ohne explizit nohmals darauf hinzuweisen.Wir betrahten die exakte Sequenz von Erweiterungen in gmof �AExti(Mh1i; Lhni)  Exti(�sM;Lhni) Exti(N;Lhni) Exti�1(Mh1i; Lhni) (5.7)f�ur einen einfahen Modul im Grad n. Wir erhalten nun f�ur den zweiten Ausdruk der obigenSequenz Exti(�sM;Lhni) �= Exti(��0M; ��0Lhn+ 1i); (5.8)wegen der Adjungiertheit der entsprehenden Funktoren. Nun ist aber (5.8) Null, falls L"�uber der s-Wand lag\, und andernfalls Exti(��0M; ~Lhni) f�ur einen einfahen Modul ~L imGrad Null. (Einfahe werden beim Vershieben auf die Wand im Grad um Eins vershoben!).Ist nun n 6= i, so ist besagter Raum (5.8) nah Voraussetzung aber trivial.Also liefert (5.7) mit den Voraussetzungen an M f�ur i 6= n die exakte Sequenz0 Exti(N;Lhni) 0: (5.9)Somit hat N nur i-fahe Erweiterungen mit Einfahen im Grad i. }Allerdings liefert das keine Aussage �uber die Hauptserien, da wir im allgemeinen niht wis-sen, ob die auf die Wand geshobenen Koszul sind. In der Tat zeigen sogar die Beispiele inAbshnitt 5.2.2, da� die Hauptserien im allgemeinen niht Koszul sind, da sonst insbesondereder Kopf vom Grad Null w�are und damit die Grad�ltrierung immer mit der Sokel�ltrierung�ubereinstimmen m�u�te. Da nun aber die Sokel�ltrierung der Radikal�ltrierung des dualenModuls entspriht, m�u�ten die Hauptserien in den Beispielen 5.2.2 alle "rigid\ sein.



KAPITEL6Eine graduierte Form derJantzen-Summenformel f�ur Hauptserien
H.H. Andersen und N. Lauritzen zeigen in ihrem Artikel [AL℄ eine Summenformel f�ur diedort eingef�uhrte Jantzen�ltrierung auf den Hauptserien. Wir wollen sie in unserem Kontextebenfalls beweisen. Insbesondere wird sie so zu einer rein kombinatorishen Aussage.F�ur einen Z-graduierten Modul M �uber einem nihtnegativ graduierten Ring bezeihnen wirmit (M i)i2Z die assoziierte Filtrierung.Verwenden wir die Ergebnisse aus [BGS℄, so liefert die Graduierungs�ltrierung auf den gradu-ierten Hauptserien in der Tat eine Filtrierung als graduierte A-Rehtsmoduln. Der folgendeSatz soll die naheliegende Vermutung bekr�aftigen, da� die Jantzen- und die Graduierungs�l-trierung zusammenfallen.F�ur einen graduierten A-Modul M sei hM := [v(M)℄ 2 [mof �A℄ der "nihtgraduierte Cha-rakter\ von M .Satz 6.1 (Kombinatorishe Summenformel).Sei z 2 W und sei R+(z) = f� 2 R+ j z�1(�) < 0g die Menge aller positiven Wurzeln, dieunter z�1 ihr Vorzeihen wehseln. Dann geltendie folgenden Charakterformeln f�ur die Hauptserien,Xi�1 h��Pwozhl(z)i�i� = X�2R+(z�1)� h�(0)� h�(s� � 0)�+ X�2R+nR+(z�1) h�(s� � 0)und die bekannten Formeln f�ur die VermamodulnXi�1 h(�(z � 0)i) = X�2R+nR+(z) h�(s� � 0):Mit der entsprehenden Umformulierung (siehe Bemerkung 6.2) sind das gerade die Formelnaus [AL, Theorem 7.1℄. 94



95Beweis: F�ur eine exakte Sequenz der Form0! Kh1i ,! B �! C!!Kh�1i ! 0in gmof �A gilt [B℄� [C℄ = (v � v�1)[K℄in der graduierten Grothendiekgruppe. Wir greifen nun nohmals auf Hauptsatz 7.4.2 vor.Addieren wir alle diese Gleihungen beginnend mit B = �(z �0) und endend mit C = r(z �0),dem vereinbarten Lift des entsprehenden dualen Vermamoduls, auf, so erhalten wir f�ur z 2Weine Gleihung der Form[P(wo;woz)℄� [P(z�1;e)℄ = [P(wo;woz)℄� [P(e;z)℄ = Xx2Mz(v � v�1)[Kx℄ (6.1)f�ur gewisse graduierte Moduln Kx mit hKx = h�(x � 0), wobei x eine noh n�aher zubestimmende Teilmenge Mz (eventuell mit Vielfahheiten!) der Weylgruppe durhl�auft. Danun (vi � v�i) = (v � v�1) (vi�1 + vi�3 + : : :+ v�i+1)| {z }i Summandenist, erhalten wir die im zweiten Teil des Satzes zu bestimmenden Charaktere zu den Verma-moduln durh� Teilen durh v � v�1 und� anshlie�endem Spezialisieren v := 1 der rehten Seite von Gleihung (6.1).Also Xi�1 h(Pi(wo;woz)) = Xx2Mz hKx = Xx2Mz h�(x � 0):Bestimmung von Mz: F�ur wo = s1 � : : : � sr und woz = s1 � : : : � sm reduzierte Zerlegungendurhl�auft x die Elemente der Form xi = zy�1i siyi mit yi := si+1 � : : : � sm f�ur 1 � i � m(dabei sei ym := e). F�ur si = s�i ist somit y�1i siyi die Spiegelung, die zur Wurzel y�1i (�i) =sr � : : : � si+1(�i) geh�ort. Nah [MP, 5.2, Proposition 3℄ ist alsoMz = fzs� j � 2 R+; woz(�) 2 R�g= fzs�z�1z j � 2 R+; woz(�) 2 R�g= fsz j  = z(�); � 2 R+; woz(�) 2 R�g= fs�z j � 2 R+; z�1(�) 2 R+gWir erhalten somit die bekannte SummenformelXi�1 h�(z � 0)i = X�2R+nR+(z)�(s�z � 0) = X�2R+(z�0)�(s�z � 0); (6.2)wobei R+(z � 0) = f� 2 R+ j hz � 0 + �; ��i > 0g gesetzt wird. Das liefert also den zweiten Teilder Behauptung.F�ur den ersten Teil der Behauptung betrahten wir entsprehend zu (6.1) zu beliebigem z 2W[Pwo ℄� [Pwoz℄ = Xx2M1z (v � v�1)[Kx℄ (6.3)[Pz℄� [Pe℄ = Xx2M2z (v � v�1)[Kx℄ (6.4)



96 Kapitel 6. Eine graduierte Form der Jantzen-Summenformel f�ur Hauptserienmit geeigneten Multimengen M1z und M2z . Es seien wo = s1 � : : : � sr und woz = sm+1 � : : : � srreduzierte Zerlegungen. Wir setzen a = s1 � : : : � sm, also awoz = wo. Man �uberlegt sihanalog zu oben, da� f�ur si = s�i die Elemente inM1z gerade die Spiegelungen zu den Wurzeln(yiwo)�1(�i) = sr � : : : � sm+1sm � : : : � si+1(�i) = z�1wosm � : : : � si+1(�i) f�ur 1 � i � m � 1sind. Somit folgt wiederum mit [MP, 5.2, Proposition 3℄M1z = fsz�1wo() j  2 R+; a() 2 R�g= fsz�1wo() j  2 R+; (woz�1wo)() 2 R�g= fs� j (z�1wo)�1(�) 2 R+; (woz�1wo)(z�1wo)�1(�) 2 R�g= fs� j (woz)(�) 2 R+; wo(�) 2 R�g= fs� j � 2 R+; z(�) 2 R�g= R+(z�1):W�ahlen wir nun z = s1 � : : : �sm als reduzierte Zerlegung. Mit denselben Argumenten wie obenund si = s�i durhl�auft dannM2z die Menge der Spiegelungen an Wurzeln zu sm � : : : �si+1(�i)mit 1 � i � m. Somit istM2z = fs j  2 R+; z() 2 R�g =M1z :Nun k�onnen wir folgende Summen shreibenvl(z)[Pwo ℄ = �(vl(z) � vl(z)�2) + : : :+ (va+2 � va)�[Pwo ℄ + va[Pwo ℄�v�l(z)[Pe℄ = ��(v�l(z) � v�l(z)+2) + : : : + (va�2 � va)�[Pe℄� va[Pe℄mit a � l(z)mod 2, a 2 f0;�1g. Insgesamt erhalten wir somit aus (6.3) und (6.4)vl(z)[Pwoz℄� v�l(z)[Pz℄ = n1Xi=1 vbi(v � v�1)[Pwo ℄ + n2Xi=1 vi(v � v�1)[Pe℄+ va[Pw0 ℄� va[Pe℄� vl(z) Xx2M1z (v � v�1)[Kx℄� v�l(z) Xx2M2z (v � v�1)[Kx℄mit n1 + n2 = l(z) und bi, i 2 Z. Teilen der rehten Seite durh (v� v�1) und Spezialisierenliefert mit der Formel (6.1)l(z)Xi=1 h�(0) + Xx2Me h�(x � 0)� Xx2M1z h�(x � 0)� Xx2M2z h�(x � 0)= Xx2M1z (h�(0)� h�(x � 0)) + Xx2MenM1z h�(x � 0);wobei die zweite Zeile aufgrund von jM1z j = l(z�1) = l(z) und M2z = M1z und Me = R+ gilt.Somit erhalten wir also die FormelXi��l(z)+1 h(Piwoz) = X�2R+(z�1)� h�(0)��(s� � 0)�+ X�2R+nR+(z�1) h�(s� � 0):Das ist dann genau die Behauptung. }



97Bemerkung 6.2.Man kann so auh die noh allgemeinere Summenformel [AL, Remark 7.1℄ zeigen, worauf wirjedoh verzihten. Stattdessen ersheint es sinnvoll, die �Ubersetzung in die dort verwandteNotationen anzugeben.Ihr Modul M(x; y) entspriht unserem L(�(x�1 � 0);r(ywo � 0)) = P(x�1;ywo) und ihr Mw(0)unserem L(�(w�1wo � 0);r(w�1wo � 0)) = Pw�1wo. Nun entspriht also unser Pwoz ihremM(x; y) mit x := z�1wo und y := wozwo (mit dem o�ensihtlihen Shift in der Filtrierung).F�ur M 2 O0 sei hM = [M ℄ 2 [O0℄ �= [mof �A℄. Somit gilt also nah [AL, Remark 7.1℄ dieFormel Xi�1 h(M(x; y)i) = X�2R+(xy)nR+(x)� h�(xy � �)��(s�xy � �)�+ X�2R+(xy)\R+(x) h�(s�xy � �):mit � = wo � 0. Es gilt nun in unserem Fall R+(xy) = R+(z�1wowozwo) = R+ undR+(x) = R+(z�1wo) = f� 2 R+ j woz(�) 2 R�g= f� 2 R+ j z(�) 2 R+g= R+nR+(z�1):Somit l�auft die erste Summe �uber R+(z�1) und es gilt xy � � = 0. Die zweite Summe l�auftgenau �uber das Komplement in R+. Das ergibt gerade unsere Formel.In den Beispielen aus Kapitel 5.2.2 wird deutlih, da� in vielen F�allen die Summenformelsogar den Charakter des gesamten Moduls liefert.F�ur die Graduierung sieht man unter Verwendung von Hauptsatz 5.1.4 leiht ein, da� diesf�ur die Hauptserie Px genau dann niht der Fall ist, wenn es eine reduzierte Zerlegung x =s1 � : : : �sr von x gibt, so da� sjx � x f�ur 1 � j � r gilt. Insbesondere gilt dies f�ur x = e, x = wooder x eine einfahe Spiegelung. Die L�ange der Grad�ltrierung ist genau dann maximal, wenndiese Bedingung f�ur x und wox gilt.



KAPITEL7Primitive Quotienten und ihreKompositionsfaktoren
Ausgangspunkt dieses Kapitels sind die in [Jo6℄ ge�au�erten Vermutungen, inwie-fern eine Filtrierung auf den Hauptserien Aussagen �uber Kompositionsfaktoren von"primitiven Quotienten\, das hei�t Quotienten der universell Einh�ullenden Algebranah einem primitiven Ideal, liefern kann. Wir haben versuht, diese Vermutungenin unseren Kontext zu �ubertragen und sie ihm entsprehend zu formulieren.In der Tat erhalten wir durh unsere graduierten Formen der Hauptserien eine obereShranke f�ur die einfahen Moduln, die als Faktoren in einem gegebenen primitivenQuotienten auftreten k�onnen. Im Falle von einfahen Multiplizit�aten liefert das be-reits die gesamte Information. Im anderen Fall erhalten wir eine untere Shranke,die jedoh von einer geeigneten Identi�zierung von Kompositionsfaktoren abh�angt.Dieser Sahverhalt wird in Hauptsatz 7.4.2 pr�azise ausgedr�ukt. Grundlage daf�ur isteine graduierte Form der Duo-Zeblenko-Vierersequenz aus ([Jo5℄).Die Ergebnisse werden durh konkrete Berehnungen auh im Fall h�oherer Multipli-zit�aten illustriert.7.1 Zu einer Vermutung von Joseph: Eine obere Shranke f�urKompositionsfaktoren primitiver QuotientenSei I = I(x) � U der Annihilator eines einfahen Moduls L(x � 0) 2 O0. Nah einem Satz vonDuo [Du, Proposition 10℄ gibt es eine Abbildung x : Pwo �! Px (7.1)vom Bimodul, der unter der Bernstein-Gelfand-�Aquivalenz dem dominanten Vermamodul ent-spriht, in die entsprehende Hauptserie Px, deren Bild isomorph zum primitiven QuotientenU=I(x) ist.Die primitiven Ideale in U sind genau die Annihilatoren einfaher Moduln aus O ([Ja2, 7.4℄).98



7.1. Zu einer Vermutung von Joseph: Eine obere Shranke f�ur Kompositionsfaktorenprimitiver Quotienten 99Somit werden also in der Tat alle primitiven Quotienten durh Bilder der Morphismen aus(7.1) beshrieben. Die Menge der Annihilatoren einfaher Moduln aus O0 werden parametri-siert durh die Linkszellen der Weylgruppe (siehe [KL, 1.6℄). Nah [Du, Proposition 8℄ gibt eseine Abbildung von der Menge der Annihilatoren einfaher Moduln in O0 in die Teilmengealler Involutionen der Weylgruppe. Dabei wird I das Weylgruppenelement z zugeordnet, soda� L(z � 0) der eindeutig bestimmte minimale Untermodul von U=I 
U �(0) ist (siehe auh[Ja2, 7.11℄).Ist g beispielsweise eine Liealgebra vom Typ An, so liefert das eine Bijektion zwishen denprimitiven Idealen von U und den Involutionen der Weylgruppe. Im allgemeinen (sei etwa gvom Typ B2 oder G2) liefert das jedoh nur eine Inklusion. Die Elemente des Bildes nennenwir kurz Duo-Involutionen. Details dazu �ndet man in [Du℄, [Jo2℄ oder [Ja2, Kapitel 5 und 7℄.Wir werden nun zeigen, da� die Abbildung  x als graduierte Abbildung aufgefa�t werdenkann, so da� dies eine obere Shranke f�ur die auftretenden Kompositionsfaktoren liefert. In-wiefern diese Shranke tats�ahlih angenommen wird, wird dann in den Beispielen untersuht.Man vergleihe dazu auh Hauptsatz 7.4.2.Satz 7.1.1. (obere Shranke f�ur die Kompositionsfaktoren)F�ur alle x 2W ist die von Duo de�nierte Abbildung x : Pwo �! Pxals Morphismus zwishen graduierten Moduln graderhaltend.Insbesondere gilt�(U=AnnL(x � 0))
U �(0) : L(y � 0)� �Xi2Zmin�[�(0) : L(y � 0)hii℄; [Px 
U �(0) : L(y � 0)hii℄	:Dabei verwenden wir auf der rehten Seite die f�ur die Hauptserien gew�ahlten graduierten Liftsmit der durh Satz 5.1.4 gegebenen Kombinatorik.Beweis: Da alle Hauptserien Py (mit y 2 W ) dieselben Kompositionsfaktoren besitzen, istder Morphismenraum von Pwo nah Py stets eindimensional, also ist die Abbildung  x stetshomogen. Nun tritt aber der endlihdimensionale Kompositionsfaktor L(0) stets im Bild auf,da I(e) bez�uglih der Inklusion unter den primitiven Idealen maximal ist. Er ist aber nah Satz5.1.4 jeweils vom Grad Null. Somit ist die Abbildung vom Grad Null. Mit der Beshreibungdes Bildes von  x folgt dann auh die Aussage �uber die Kompositionsfaktoren. }Aufgrund dieses Ergebnisses wollen wir eine Frage (mit den uns zur Verf�ugung stehendenMitteln) formulieren, die von Joseph in [Jo6℄ als Frage oder Vermutung aufgestellt wurde:Sind die Kompositionsfaktoren des primitiven Quotienten U=I(x) genaudie einfahen Moduln, die in Pwo und Px im gleihen Grad auftreten?Diese Frage ist nat�urlih niht eindeutig formuliert f�ur den Fall h�oherer Multiplizit�aten. Des-wegen wollen wir erst einmal den einfahen Fall, das hei�t Liealgebren vom Rang 2, betrahten.



100 Kapitel 7. Primitive Quotienten und ihre Kompositionsfaktoren7.2 Wurzelsysteme vom Rang 2: Einfahe Multiplizit�aten7.2.1 Das Beispiel: A2In diesem Fall gibt es vier vershiedene Linkszellen, also auh vier vershiedene primitive Idea-le. Mit dem Resultat [Jo3, 4.8℄ oder auh mit dem in [St℄ beshriebenen Verfahren k�onnen wirdie Kompositionsfaktoren der primitiven Quotienten berehnen. Wir bezeihnen die beideneinfahen Spiegelungen mit s und t. Damit erhalten wir die folgenden Daten, wobei sih B0und B00 auf die Berehnung nah [Jo3, 4.8℄ beziehen und mit den Bezeihnungen dort �uber-einstimmen:Primitives Ideal Kompositionsfaktoren B0 B00 KombinatorikI(e) L(0) f�; �g f��;��g HwoHwo = De +v�1(Ds + Dt) +v�2(Dst+Dts)+v�3DstsI(t) = I(ts) L(0), L(s � 0) f�g f��g H2t = v�1Dt + De +Dts+Dst+ vDs+ vDtstI(s) = I(st) L(0), L(t � 0) f�g f��g H2s = v�1Ds + De +Dst+Dts+vDt+vDstsI(sts) alle einfahen ; fwog He = De+v(Ds+Dt)+v2(Dst +Dts) + v3DstsDabei bezeihnen wir mit Dx das Hekealgebrenelement, das der Isomorphieklasse des einfa-hen Moduls L(x � 0) entspriht. Die durh Satz 7.1.1 in Frage kommenden Kompositionsfak-toren f�ur die primitiven Quotienten sind durh Hervorhebung des entsprehenden Hekealge-brenelementes dargestellt.In diesem Fall sind also die Kompositionsfaktoren der primitiven Quotienten genau diejenigen,die in der entsprehenden Hauptserie und in Pwo im selben Grad auftreten.7.2.2 Die Beispiele B2 und G2F�ur die anderen Wurzelsysteme vom Rang zwei erhalten wir mit den entsprehenden Reh-nungen dieselbe Aussage. Wir verzihten deshalb auf die explizite Angabe. Wir wollen alserste Beobahtung festhalten:Beobahtung 7.2.1. F�ur die Wurzelsysteme vom Rang zwei sind die Kompositionsfaktorendes primitiven Quotienten U=I(x) genau die einfahen Moduln, die in Pwo und Px im gleihenGrad auftreten.7.3 Wurzelsysteme vom Rang 3 und h�ohere Multiplizit�aten7.3.1 Das Beispiel: A3Wir werden nun das einfahste Beispiel mit h�oheren Multiplizit�aten untersuhen: A3.Wir bezeihnen die drei einfahen Spiegelungen s�, s� und s (mit h��; i = 0) shliht mit



7.3. Wurzelsysteme vom Rang 3 und h�ohere Multiplizit�aten 1011, 2 und 3. Die Weylgruppe (unter der Rehtsoperation) besteht dann aus den folgendenElementen: W = f0; 3; 2; 1; 12; 23; 32; 13; 21; 123; 312; 232; 121; 231; 321;2312; 1232; 1231; 1321; 2321; 12132; 32312; 12321; 123121gWir numerieren die zugeh�origen einfahen Moduln des trivialen Bloks in dieser Reihenfol-ge. Die Anzahl der Linkszellen, wie auh der vershiedenen primitiven Ideale, ist 10 (siehe[Ja2, 5.27℄). Wir bezeihnen sie mit den Buhstaben A bis J. Die Kompositionsfaktoren derentsprehenden primitiven Quotienten sehen wie folgt aus (vgl. [St℄):A3 Linkszelle Kompositionsfaktoren B0 B00des primitiven QuotientenA f0g L1Kombinatorik: v�6D24 + v�5(D21+D22 +D23) + v�4(D16+D17 +D18 +D19+D20)+ v�3(D10 +D11+D12+D13+D14+D15+D23)+v�2(D5+D6+D7+D8+D9+D16)+v�1(D2+D3 +D4) +D1B f3,23,123g L1; L2 f�; g f��;��gKombinatorik: v�4D24 + v�3(D23+D13+D21+D22)+ v�2(D5+D9 + 2D16 +D17 +D18 +D19 +D20)+v�1(D4+D23+D10+D14+D15+D11+D3+D12)+(D7+D6+D1+D8)+vD2C f2,12,32g L1; L3Kombinatorik: v�4D24+v�3(2D23+D21+D22)+v�2(D8+D16+D17+D18+D19+D20)+v�1(D2+D4+D10+D14+D15+D11+D12+D13)+ (D9+D16+D7+D6+D5+D1)+ vD3D f1,21,321g L1; L4 f�; �g f�;��gKombinatorik: v�4D24 + v�3(D23+D12+D21+D22)+ v�2(D6+D7 + 2D16 +D17 +D18 +D19 +D20)+v�1(D2+D23+D10+D14+D15+D11+D3+D13)+(D9+D5+D1+D8)+vD4E f312,2132g L1; L3; L16 f�; g f�;��gKombinatorik: v�2D8+v�1(D2+D4+D23+D10+D14+D15+D11)+(D19+D20+D9+D16+D17+D18 +D7 +D6+D5 +D1)+ v(D12 +D13 +D21 +D22 +D23 +D3) + v2(D16 +D24)F f13,231g L1; L2; L4; L8Kombinatorik: v�2(D16+D24)+v�1(D23+D3+D21+D22+D12+D13)+(D19+D20+D9+D16+D17+D18+D7+D6+D5+D1)+v(D2+D4+D10+D11+D14+D15+D23)+v2D8



102 Kapitel 7. Primitive Quotienten und ihre KompositionsfaktorenA3 Linkszelle Kompositionsfaktoren B0 B00des primitiven QuotientenG f232,1232,12132g L1; L2; L3; L6; L7; L12; L16 fg f��gKombinatorik: v�1(D4+D23+D13)+(D19+D9+D16+D18+D5+D1+D24+D8)+v(D21+D22+D3+D2+D10+D11+D14 +D15+D23)+ v2(D16+D17+D20 +D6+D7)+ v3D12H f1213,2321,12321g L1; L2; L4; L8; L23 f�g f��gKombinatorik: v�1D3 + (D1 +D5 +D6 +D7 +D9 +D16) + v(D2 +D4 +D10 +D11 +D12 +D13 +D14 +D15) + v2(D8+D16+D17 +D18 +D19 +D20) + v3(D21 +D22 + 2D23)v4D24I f121,3121,32312g L1; L3; L4; L5; L9; L13; L16 f�g f�gKombinatorik: v�1(D2+D23+D12)+(D20+D16+D17+D7+D6+D1+D24+D8)+v(D21+D22+D3+D4+D10+D11+D14 +D15+D23)+ v2(D16+D18+D19 +D5+D9)+ v3D13J f123121g alle Kompositionsfaktorenvon PwoDie entsprehenden (Duo-)Involutionen sind in der obigen Tabelle durh Fettdruk hervor-gehoben. Das zugeh�orige Hekealgebraelement ist aufgelistet.Beobahtung 7.3.1. F�ur das Wurzelsystem A3 sind f�ur eine Involution x 2 W die Kom-positionsfaktoren des primitiven Quotienten U=I(x) genau die einfahen Moduln, die in Pwound Px im gleihen Grad auftreten.In den f�ur uns mit ertr�aglihem Rehenaufwand zug�anglihen Ergebnissen wurde diese Beob-ahtung f�ur Typ A stets best�atigt. Anders verh�alt es sih jedoh mit anderen Wurzelsystemen,wie das folgende Beispiel zeigen wird.7.3.2 Das Beispiel: B3Zum Wurzelsystem B3 gibt es (siehe [Jo1, 5.2℄) 14 vershiedene primitive Ideale. Da bereitsdie Berehnung des entsprehenden K�ohers zu m�uhsam ist, werden wir in diesem Fall dar-auf verzihten, die Kompositionsfaktoren aller primitiver Quotienten auszurehnen. Dennohm�ohten wir unsere Fragestellung zumindest anhand derer �uberpr�ufen, die wir mit der Formelaus [Jo3℄ bestimmen k�onnen. Die Weylgruppe besteht aus 48 Elementen. Wir bezeihnen dasneutrale Element mit 0 und die drei einfahen Spiegelungen mit a = s�, b = s� und  = s .Sie sind so gew�ahlt, da� h��; �i = �2 und h��; i = 0 gilt. Dann istW = f0; ; b; a; b; ba; b; a; ab; bab; ba; bb; ba; aba; ab; ab; bab; bab; bba; bab; abab; aba;aba; abb; bab; babb; bbab; baba; abab; abab; abab; abba; bbab; babba; babab;abab; ababb; ababa; abbab; babbab; babab; abbab; ababba; ababab; babbab;ababbab; ababab; ababbabg:



7.3. Wurzelsysteme vom Rang 3 und h�ohere Multiplizit�aten 103Wir numerieren die einfahen Moduln in dieser Reihenfolge. Die Formel aus [Jo3℄ liefert fol-gende Kompositionsfaktoren f�ur die primitiven Quotienten:B3 Linkszelle B0 B00 Kompositionsfaktoren desprimitiven QuotientenA f0gB fbbab; ababb; abbab;babbabg f�g f��g L1, L2, L3, L5, L7, L12,L20, L40, L45C fbb; abb; babbgD f; b; ab; bab; babg f�; �g f��;��g L1,L2E fababbabg Kompositionsfaktoren von PwoF fbbab; abbab;babbabg f�; g f��;�g L1; L3; L20; L40G fab;bab; ababgH fb; b; ab;bab; babgI fabab; abab; babab; ababba; abababg f�g f��g L1, L2, L4, L8, L25, L32,L36, L38J fbba; abba; babbagK fa; ba; abagL faba; baba; ababag f�; g f��;�g L1; L4; L38M fa; ba; ba; abagN fabab; abab; babab; ababab; ababbabg fg f�g L1, L3, L4, L6, L9, L10,L14, L20, L21, L28, L31,L38, L40



104 Kapitel 7. Primitive Quotienten und ihre KompositionsfaktorenDie Involutionen sind durh Fettshrift hervorgehoben. Wir werden nun diejenigen Komposi-tionsfaktoren bestimmen, die in den entsprehenden Hauptserien und in Pwo im selben Gradauftreten.Zuerst geben wir die Kompositionsfaktoren von Pwo an. Wir erhalten dazu folgende Darstel-lung des entsprehenden Elementes in der Hekealgebra, wobei Di dem einfahen Modul Limit der oben eingef�uhrten Numerierung entspriht.HeHe = v9(D48)+ v8(D46 +D45 +D47)+ v7(D44 +D43 +D40 +D41 +D42)+ v6(D37 +D35 +D33 +D47 +D34 +D36 +D38 +D39)+ v5(D42 +D41 +D30 +D29 +D27 +D26 +D25 +D28 +D31 +D32 +D40)+ v4(D45 +D36 +D34 +D39 +D17 +D18 +D23 +D22 +D21 +D24 +D20 +D19)+ v3(D14 +D32 +D31 +D28 +D25 +D11 +D13 +D10 +D12 +D16 +D15 +D40)+ v2(D20 +D8 +D5 +D7 +D6 +D9 +D38)+ v(D2 +D4 +D3)+ D1Wir vergleihen das nun mit dem Hekealgebrenelement HbabaHabab, das zur HauptseriePwoabab = Pbab und somit zur Linkszelle der Sorte D geh�ort. Es giltHbabaHabab = v2(D36 +D45)+ v(D25 +D41 +D42 +D48 +D40 +D32 +D12 +D2)+ (D39 +D20 +D46 +D34 + 2D47 +D19 +D45+D33 +D7 +D5 +D24 +D8 +D38 +D1)+ 1v (D31 +D40 +D43 +D44 +D32 +D28 +D25 +D26 +D27+D11 +D13 +D16 +D15 +D3 +D41 +D42 +D4)+ 1v2 (D38 +D6 +D9 +D34 +D35 +D36 +D37 +D39+ D23 +D22 +D17 +D18 +D20)+ 1v3 (D28 +D29 +D30 +D31 +D40 +D14 +D10)+ 1v4 (D21)Vergleihen wir die entsprehenden Grade, so best�atigt sih, da� gerade diejenigen Kompo-sitionsfaktoren im primitiven Quotienten auftreten, die in beiden Hauptserien vom gleihenGrad vorkommen. Dasselbe erhalten wir durh Rehnung f�ur die Linkszelle L, wenn wir dasElement HbbHbb, das zur Hauptserie Pababa geh�ort, ausw�ahlen.Shaut man sih aber beispielsweise den Fall F an, so erh�alt man zu Pbabbab = Pwoa als



7.4. Die graduierte Vierersequenz und eine untere Shranke 105zugeh�origes HekealgebrenelementHaHa = v5(D48)+ v4(D45+D47 +D46)+ v3(D43 +D44 +D42 +D41 + 2D40)+ v2(D36 +D47 +D37 +D34 +D39 +D35 +D21 +D33 +D45 +D20+D38)+ v(2D31 +D25 +D30 +D29 +D14 +D10 +D27 +D26 +D41+D42 +D40 +D32 + 2D28 +D12 +D3)+ (D23 +D22 +D39 +D20 +D18 +D36 +D17 +D34+D19 +D7 +D5 +D24 +D9 +D6 +D38 +D1)+ 1v (D2 +D32 +D25 +D11 +D13 +D16 +D15 +D4)+ 1v2 (D8)Somit sind die Kompositionsfaktoren vom gleihen Grad geradeD45;D40;D38;D20;D3;D1:Die Einfahen zu D38 und D45 sind somit zuviel. Allerdings treten auh diese beiden inh�oherer Multiplizit�at auf.F�ur I erhalten wir zu der Involution b, also der Hauptserie Pwob = Pababab durh Gradver-gleih die KompositionsfaktorenD47;D42;D41;D40;D34;D36; D39; D31; D32;D28;D25;D40;D38;D8;D20;D4; D2;D1:Wiederum sind die zus�atzlihen welhe mit h�oherer Multiplizit�at. W�ahlen wir jedoh dieInvolution bab, die zur Hauptserie Pwobab = Pabab geh�ort, erhalten wir durh Gradvergleihgenau die Kompositionsfaktoren des primitiven Quotienten.F�ur N berehnen wir shlie�lih zur Involution , also zu Pababbab via der Hekealgebra dieKompositionsfaktorenD1;D3;D4;D6;D9;D10;D14;D20; D21; D25; D28;D31;D32;D34;D36;D38;D39; D40; D40; D41;D42;D47;w�ahrend f�ur die Involution bab, also f�ur Pabab, durh Gradvergleih wiederum genau dieKompositionsfaktoren des primitiven Quotienten gefunden werden. Man kann also beobah-ten, da� die Probleme nur bei h�oheren Multiplizit�aten auftreten. Wir werden nun diese Be-obahtung pr�azisieren.7.4 Die graduierte Vierersequenz und eine untere ShrankeWir sind nun in der Lage, ein Ergebnis zu formulieren (Hauptsatz 7.4.2), das im wesentli-hen die von Joseph aufgestellte Vermutung beinhaltet. Allerdings ist das Resultat doh rehtunbefriedigend, da eine unnat�urlihe Bijektion zwishen den Kompositionsfaktoren von Pwound der entsprehenden Hauptserie vorgenommen werden mu�. Der Grund liegt darin, da�man niht stets eine ganze Zahl k �nden kann, so da� ein einfaher Kompositionsfaktor L,der in Pwo (mit Vielfahheiten gez�ahlt) genau in den Graden g1, : : : , gr vorkommt, dann in



106 Kapitel 7. Primitive Quotienten und ihre Kompositionsfaktorender entsprehenden Hauptserie genau in den Graden g1 + k, : : : , gr + k auftritt.Um den Hauptsatz zu beweisen, ben�otigen wir zuerst einmal folgendes Lemma bez�uglih derin [Du, Proposition 1℄ de�nierten Abbildungen:Lemma 7.4.1. Sei x 2W und s eine einfahe Spiegelung mit sx > x. Dann ist die kanoni-she Abbildung f sx : L(�(sx � 0);r(sx � 0)) �! L(�(x � 0);r(x � 0))zwishen den durh unsere Konventionen gew�ahlten Lifts der Hauptserien vom Grad Null.Beweis: Da� die Abbildung homogen ist, folgt direkt aus Hauptsatz 3.3.3, da es bis aufeinen Skalar nur eine nihttriviale Abbildung zwishen den beiden Bimoduln gibt. Sie istgraderhaltend, da der Kompositionsfaktor L(0) (nah Satz 5.1.4) jeweils im Grad Null sitztund im Bild der Abbildung enthalten ist. }Um nun abshlie�end zu einem Resultat zu kommen, das die Kompositionsfaktoren von pri-mitiven Idealen n�aher beshreibt, m�ussen wir noh etwas ausholen, um das Resultat verst�and-lih formulieren zu k�onnen. Wir de�nieren dazu den Begri� "darstellende Sequenz\, der eserm�ogliht, Multimengen miteinander zu vergleihen.SeiM 2 gmof �A graduiert. Sei y 2W . Als darstellende Sequenz vom Typ y f�urM bezeihnenwir eine (endlihe) Folge ganzer Zahlen (ai)1�i�N , so da� in der graduierten Grothendiek-gruppe gilt [M ℄ = NXi=1 [L(y � 0)haii℄ + Xz 6=y;j2Z[M : L(z � 0)hji℄[L(z � 0)hji℄:O�ensihtlih ist nah dieser De�nition N gerade die Multiplizit�at des entsprehenden einfa-hen Moduls in M nah dem Vergessen der Graduierung, genauer N = [v(M) : v(L(y � 0))℄.Sei nun M(x) die graduierte Form der Hauptserie L(�(wox � 0);r(wox � 0))
U �(0) mit derKombinatorik aus Satz 5.1.4, also so, da� der Kompositionsfaktor L(0) im Grad Null auftritt.Nun sind wir in der Lage, den abshlie�enden Hauptsatz zu formulieren:Hauptsatz 7.4.2. (untere Shranke f�ur die Kompositionsfaktoren)1. Sei x 2W und sx > x. Die graderhaltende AbbildungL��(sx � 0);r(sx � 0)� �! L��(x � 0);r(x � 0)� (7.2)zwishen den durh unsere Konvention gew�ahlten Lifts der Hauptserien liefert eine ex-akte Sequenz graduierter Moduln0! L��(x � 0);r(sx � 0)�h1i �! L��(sx � 0);r(sx � 0)�!! L��(x � 0);r(x � 0)� �! L��(x � 0);r(sx � 0)�h�1i ! 0:2. Sei x 2 W . F�ur alle y 2 W existieren jeweils darstellende Sequenzen vom Typ y f�urM(x) und M(e), sagen wir (ai(x; x; y))1�i�N f�ur M(x) und (ai(x; e; y))1�i�N f�ur M(e),so da��(U=AnnL(wox � 0)) 
U �(0) : L(y � 0)� = ���i j ai(x; x; y) = ai(x; e; y)	��:gilt.



7.4. Die graduierte Vierersequenz und eine untere Shranke 107Insbesondere liefert das eine Identi�zierung der einfahen Subquotienten, so da� f�ur eine Duf-loinvolution x die Kompositionsfaktoren im primitiven Quotienten U=I(x) gerade diejenigensind, die in der zugeh�origen Hauptserie und der dem dominanten Vermamodul entsprehen-den Hauptserie im gleihen Grad auftreten.Beweis: 1. Die Abbildung (7.2) ist nah dem vorangehenden Lemma vom Grad Null. DieExistenz einer solhen Vierersequenz f�ur den nihtgraduierten Fall liefert [Jo6℄. Anderer-seits wissen wir aber nah Hauptsatz 3.3.3 g, da� der Kern und der Kokern der mittlerenAbbildung graduiert sind und deshalb bis auf einen Shift mit der auf den Hauptserieneingef�uhrten Graduierung �ubereinstimmen. Man �uberpr�uft shnell durh Rehnung inder Hekealgebra, da� die gesuhten Shifts von der angegebenen Form sind.2. Da alle M(x) dieselben Kompositionsfaktoren haben, existieren f�ur beliebiges y dar-stellende Sequenzen (ai(x; x; y))1�i�N vom Typ y f�ur M(x) und (ai(x; e; y))1�i�N vomTyp y f�ur M(e) derselben L�ange. Mit der im ersten Teil des Hauptsatzes gezeigtenVierersequenz kann man nun die Sequenzen induktiv so w�ahlen, da� die Behauptungfolgt. }Bemerkung 7.4.3.Mit Hilfe der graduierten Vierersequenz folgt direkt, da� es zu x, z und y 2 W mit x � zstets darstellende Sequenzen vom Typ y f�ur M(x) bzw. M(z) gibt, sagen wir (ai(x))1�i�Nvon M(x) und (ai(z))1�i�N von M(z), so da� ai(x) � ai(z) f�ur 1 � i � N gilt.W�ahlen wir nun speziell x = e und z = wo, so ist es m�oglih die darstellenden Sequenzen sozu w�ahlen, da� 0 � ai(x) = �ai(z) gilt.



108 Verzeihnis der verwendeten NotationenVerzeihnis der verwendeten NotationenN die Menge der nihtnegativen ganzen ZahlenN+ die Menge der positiven ganzen Zahleng � b � h eine halbeinfahe Liealgebra mit fester Borel-shen und Cartanshen Unteralgebra S. 6U(g), U(b) : : : die universell Einh�ullende Algebren S. 6Homg Morphismen in g�mod� � R+ � R die einfahen, positiven und alle Wurzeln S. 7P (R) die ganzen Gewihte S. 7O die Bernstein-Gelfand-Gelfand-Kategorie O S. 7Z das Zentrum der universell Einh�ullenden von g S. 7S die universell Einh�ullende Algebra der Cartan-shen S. 7W die Weylgruppe S. 7wo das l�angste Element der Weylgruppe S. 7w � � die "dot-Operation\ der Weylgruppe S. 7O� ein Blok bez�uglih der Zerlegung des Zentrums S. 7O� ein Blok bez�uglih der Zerlegung des Zentrums S. 7M(�) der Vermamodul zum Gewiht � S. 7L(�) der einfahe Kopf des Vermamoduls M(�) S. 7W� der Stabilisator von � bez�uglih der "dot-Operation\ S. 7P der projektive Erzeuger des trivialen Bloks, inKapitel 1 auh gewisse unzerlegbare Projektive S. 8C die Koinvariantenalgebra S. 8C� die Invarianten der Koinvarianten S. 8Cs die unter der Spiegelung s Invarianten der Ko-invariantenV der Kombinatorikfunktor f�ur O S. 8�s Vershiebung durh die Wand S. 9VP (x � �) meist die durh Konvention 4.3.6 festgelegte gra-duierte Form von Homg(P (w0 � �); P (x � �))� S. 13so der Sokel eines ModulsM I die Invarianten unter I von M S. 14? die Dualit�at auf O oder auf der Kategorie derHarish-Chandra-Bimoduln S. 14r(�) der duale Vermamodul, ab Kapitel 5 auh dergew�ahlte Lift S. 14H die Kategorie der Harish-Chandra-Bimoduln S. 19k S. 19I ein Ideal von U(g), meist das auf S. 19 de�nierteHI Harish-Chandra-Bimoduln, die von rehts von Iannihiliert werden S. 19El, Er g-Moduln als Bimoduln mit trivialer Rehts-bzw. Linksoperation S. 19



Verzeihnis der verwendeten Notationen 109Xadf die ad-g-endlihen Vektoren von X S. 19L(M;N) die ad-g-endlihen Vektoren von HomC (M;N) S. 21Oi� ein Blok der verdikten Kategorie O S. 22M i(�) der verdikte Vermamodul S. 22Ann der Annihilator eines ModulsT die Lokalisierung von S S. 24MT (�) der deformierte Vermamodul S. 24D�(T ) die deformierte Kategorie O S. 24pr� die Projektion auf den Blok zu dem entspreh-enden zentralen Charakter S. 26�H� ein entsprehender Blok von H S. 27�H� ein entsprehender Blok von H S. 27pr(�;�0) S. 27�(�;�0)(�;�0) der Vershiebungsfunktor S. 27�L� ein einfaher mit maximaler Gelfand-Kirillov-Dimension S. 28�P n� ,n�P� die projektive Deken des Einfahen mit maxi-maler Gelfand-Kirillov-Dimension S. 28�Hn�, n�H� die "abgeshnittene\ Kategorie �H� S. 28�s die Vershiebung von links durh die Wand S. 28�rs die Vershiebung von rehts durh die Wand S. 28S� die Invarianten der universell Einh�ullenden Al-gebra der Cartanshen S. 29� Vertaushung der Links- und Rehtsoperation S. 29GKdim Gelfand-Kirillov-Dimension S. 33P(x;y) die Hauptserie L��(x � 0);r(y � 0)� oder auhder vereinbarte Lift S. 38Cx Josephs Vervollst�andigungsfunktor S. 38D��M S. 39D+� S. 39�x(y) getwisteter Vermamodul L((x � 0);r(y � 0)) S. 47T x(y) getwisteter Kippmodul S. 48H10 Harish-Chandra-Bimodulnmit trivialem zentra-len Charakter von rehts�(x � �) Vermamodul zum h�ohsten Gewiht x � � undauh der gew�ahlte Lift S. 51H die Hekealgebra S. 53hmi der Shiftfunktor S. 53hom die Morphismen vom Grad Null S. 53A wenn niht anders gesagt, der Endomorphismen-ring des projektiven Erzeugers S. 56~ die graduierte Dualit�at S. 67[OZ0 ℄ die graduierte Grothendiekgruppe S. 68die Kazhdan-Lusztig-Dualit�at in der Hekealge-bra S. 71rad das Radikal



110 Verzeihnis der verwendeten NotationenI(x) der Annihilator von L(x � 0) S. 98Dx das dem einfahen Modul L(x �0) entsprehendeElement der Hekealgebra S. 100
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