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Einleitung

Die vorliegende Arbeit wurde motiviert durch das Problem der Bestimmung der Komposi-
tionsfaktoren primitiver Quotienten. Dabei bezeichnet ,,primitiver Quotient“ den Quotienten
der universell Einhiillenden Algebra U(g) einer halbeinfachen komplexen Liealgebra g nach
dem Annihilator eines einfachen g-Moduls.

Dies ist zuerst einmal ein /(g)-Bimodul mit echtem zentralem Charakter, aber vermoge einer
Aquivalenz von Kategorien ([BG]) durch ein Objekt in der Kategorie O beschreibbar. Insbe-
sondere hat dieses endliche Linge, und es macht Sinn, nach Kompositionsfaktoren zu fragen.
Die moglichen Subquotienten einer Jordan-Ho6lderreihe werden durch ein dominantes Ge-
wicht mit den Elementen einer entsprechenden Teilmenge der Weylgruppe parametrisiert; im
reguldren Fall ist das gerade die gesamte Weylgruppe.

Im Extremfall, wenn der einfache Modul gerade ein Vermamodul ist, wird sein Annihilator
durch einen Satz von Duflo ([Di, 8.4.3]) bestimmt und héngt nur vom zentralen Charakter
ab. Die Kompositionsfaktoren des zugehdrigen Quotienten sind genau die des entsprechenden
Vermamoduls und sind somit mit Hilfe des Kazhdan-Lusztig-Algorithmus bestimmbar.

In den schwierigeren Fillen ([Ja2, 7.2]) entspricht die Beschreibung der Annihilatoren ein-
facher Moduln dem Auffinden gewisser Untermoduln in den Vermamoduln zu dominanten
Gewichten. Andererseits wird ein primitiver Quotient auch durch ein homomorphes Bild eines
solchen Vermamoduls beschrieben. Insbesondere reicht es aus, die Bilder von Homomorphis-
men zwischen Hauptserien zu beschreiben.

Der Begriff ,, Hauptserie“ stammt dabei aus der Darstellungstheorie reeller Liegruppen und
bezeichnet eine induzierte eindimensionale Darstellung einer minimalen parabolischen Unter-
gruppe (siehe [Va], [Di]). Durch geeignete Komplexifizierung liefert das die Hauptserien in
unserem Sinne. Eine solche Hauptserie (in [AL] ,getwisteter Vermamodul®) ist in diesem Fall
ein Objekt in O, das dieselben Kompositionsfaktoren wie der entsprechende Vermamodul
besitzt, welche aber anders angeordnet sein konnen. Als Spezialfille der Hauptserien treten
insbesondere die Vermamoduln selbst, aber auch ihre dualen Moduln auf. In der vorliegen-
den Arbeit wird gezeigt, dafl die Menge der Hauptserien unter der Dualitéit auf O invariant ist.



2 Einleitung

Beide Herangehensweisen zur Beschreibung der primitiven Quotienten, sowohl die mit Hilfe
von Untermoduln als auch durch Quotienten von Vermamoduln, waren Ausgangspunkt un-
serer Untersuchungen.

Entscheidende Grundlage und ,, Werkzeug® der vorliegenden Arbeit bietet der von W. Soergel
([So2]) definierte Kombinatorikfunktor V eines reguliren Blocks von O in die endlichdimen-
sionalen Moduln iiber dem Kohomologiering der zu g gehérenden Fahnenmannigfaltigkeit.
Dabei wird dieser Ring als Koinvarianten S(h)/(S(h)") der symmetrischen Algebra iiber der
fest gewdhlten Cartanschen Unteralgebra h von g beschrieben. Fiir nichtregulire Blocke lie-
fert der Funktor Moduln iiber Invarianten der Koinvarianten (Soergels Endomorphismensatz).
Aufgrund der von W. Soergel bewiesenen Volltreue des Funktors auf Projektiven, beschreibt
V den gesamten Block.

Mit Hilfe des Kombinatorikfunktors konnten wir fiir Wurzelsysteme vom Rang 2 und fiir Typ
Aj die primitiven Quotienten mit den sie charakterisierenden Untermoduln bzw. Quotienten
des entsprechenden projektiven Vermamoduls bestimmen. Obwohl diese Ergebnisse bereits
bekannt sind, bietet unser Ansatz jedoch eine rein kombinatorische Zugangsweise. Um all-
gemeinere, auch fiir andere Wurzelsysteme giiltige, Ergebnisse zu erlangen, haben wir die
Hauptserien als solche untersucht. Im folgenden zeigen wir, dafl die Hauptserien unzerleg-
bar und ihre Endomorphismenringe eindimensional sind, sie aber keine Selbsterweiterungen
besitzen. Neben Endomorphismen und Selbsterweiterungen werden auch Homomorphismen
und Erweiterungen zwischen ,benachbarten“ Hauptserien bestimmt. Diese Ergebnisse sind
vollig analog zum Extremfall der Vermamoduln, was sicherlich den zweiten Teil des Namens
,getwistete VERMAMODULN* rechtfertigt. Andererseits sind die Morphismenrdume (bzw. Er-
weiterungen) zwischen einer Hauptserie und ihrer dualen im allgemeinen nicht eindimensional
(bzw. trivial), was mit dem ersten Teil der Bezeichnung ,,GETWISTETE Vermamoduln® ver-
deutlicht wird.

Mit Hilfe dieser Ergebnisse leiten wir auch die Existenz und Charakterformeln verallgemei-
nerter Kippmoduln her, die Fahnen mit getwisteten Vermamoduln als Subquotienten besitzen.

Der oben beschriebene Funktor V liefert uns aber zusitzlich eine Art Graduierung auf O.
Die Koinvarianten tragen auf natiirlicher Weise eine Graduierung, wodurch wir eine gewisse
Unterkategorie von O als Modulkategorie iiber einem graduierbaren Ring auffassen kénnen.
Wir stellten uns die Frage, welche der Moduln einen graduierten Lift besitzen. Durch die
Einfithrung einer graduierten Version von ,,Verschiebung durch die Wand* erhalten wir die
Graduierbarkeit aller Projektiven, Einfachen und aller Standardobjekte. Durch geeignete Kon-
ventionen und Wahl sind wir in der Lage zu zeigen, dafl die Grothendieckgruppe der gradu-
ierbaren Objekte als graduierte Gruppe dann isomorph zur Heckealgebra ist. Das ermdglicht
eine kombinatorische Beschreibung der graduierten Versionen der Verschiebungsfunktoren.
Mit den Ergebnissen der Kazhdan-Lusztig-Theorie kénnen wir die Koeffizienten der Kazhdan-
Lusztig-Polynome als graduierte Multiplizititen deuten. Dies entspricht den Ergebnissen in
[BGS], unterscheidet sich jedoch in der Zugangsweise.

Die graduierte Version der Verschiebungsfunktoren liefert auch Lifts fiir die Hauptserien. Das
ermoglicht uns die Beschreibung primitiver Quotienten durch ein homomorphes Bild einer ho-
mogenen Abbildung zwischen einem Lift des entsprechenden projektiven Vermamoduls und
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einem Lift der zugehorigen Hauptserie. Dadurch erhilt man eine ,obere Schranke® fiir die
moglichen Kompositionsfaktoren. Im Fall von einfachen Multiplizitdten ist das eine wirklich
scharfe Schranke und 16st unser Problem. Durch die Kombinatorik der Heckealgebra ist es
auch fiir hohere Multiplizitdten moglich, diese obere Abschitzung explizit anzugeben. Mit
einer Identifizierung der einfachen Kompositionsfaktoren im entsprechenden projektiven Ver-
mamodul und der Hauptserie konnten wir im wesentlichen eine Vermutung von A. Joseph
zeigen, die besagt, dafl die Einfachen, welche in beiden Moduln im gleichen Grad auftreten
(sogar mit Multiplizititen), genau die einfachen Kompositionsfaktoren des zu untersuchen-
den primitiven Quotienten sind. Diese Identifizierung ist jedoch sehr unbefriedigend und fiir
konkrete Berechnungen wenig hilfreich.

Die von A. Joseph geduBerte Vermutung wurde urspriinglich im Blick auf eine Jantzenfil-
trierung fiir Hauptserien aufgestellt. Eine solche Verallgemeinerung der Jantzenfiltrierung auf
Hauptserien wurde von H.H. Andersen und N. Lauritzen ([AL]) definiert. Es ist bekannt
(siehe [BB2], [BGS]), daf diese Filtrierung auf den Vermamoduln mit der assozierten Filtrie-
rung der in der vorliegenden Arbeit beschriebenen Graduierung iibereinstimmt. Es besteht
natiirlich die Vermutung, dafl dies auch fiir die iibrigen Hauptserien der Fall ist. Eine erste
Anndherung konnten wir durch eine graduierte Form der von H. Andersen und N. Lauritzen
bewiesenen Summenformel fiir getwistete Vermamoduln zeigen. Fiir die mit einer einfachen
Spiegelung getwisteten Vermamoduln oder ihren dualen ist es (durch Zuriickfiihrung auf den
bereits bekannten Fall) ebenfalls richtig. Die Behandlung des allgemeinen Falls bleibt jedoch
einer weiteren Arbeit vorbehalten.

Wir mochten, um Mifiverstindnisse zu vermeiden, noch darauf hinweisen, dafl der in dieser Ar-
beit verwendete Begriff ,,Block* einer abelschen Kategorie einfach einen direkten Summanden
bezeichnet. Insbesondere muf} ein Block nicht notwendigerweise unzerlegbar sein. Auflerdem
schreiben wir fiir ein Objekt M einer Kategorie C stets M € C anstatt M € Ob(C).



4 Uberblick

Uberblick

Das erste Kapitel behandelt insbesondere die Morphismenrdume zwischen Projektiven der
Kategorie O. Zentrales Hilfsmittel dazu ist der von W. Soergel [So2] definierte Kombinato-
rikfunktor V. Damit wird es auch moglich, O explizit als Darstellungskategorie von endlichen
Kéchern zu beschreiben.

Das Hauptresultat des Kapitels besteht in einer notwendigen und hinreichenden Bedingung,
wann ein unzerlegbares projektives Objekt in O einen kommutativen Endomorphismenring
besitzt (Hauptsatz 1.3.1). Mit Deformationsargumenten (siehe [Jau]) kann gezeigt werden,
dafl der Endomorphismenring eines unzerlegbaren Projektiven P(z - \) kommutativ ist, falls
der entsprechende projektive Vermamodul mit einfacher Multiplizitat auftritt, das heifit, falls
(P(xz-X) : M()\) =1 gilt fir dominantes Gewicht A. Wir geben hierfiir einen alternativen
Beweis an und zeigen auch die Umkehrung.

Als weitere Anwendung des Kombinatorikfunktors (Satz 1.4.1) bestimmen wir die Sockel der
projektiven Objekte. Fiir diese moglicherweise bereits bekannte Tatsache konnte kein Beweis
in der Literatur gefunden werden.

Ein Satz von E. Backelin in [Bc], der die Untermoduln von Projektiven beschreibt, welche
von einer Potenz des zentralen Charakters annihiliert werden, wird auf injektive Objekte ver-
allgemeinert. Genauer gilt (Satz 1.5.4) fiir dominantes Gewicht A und zentralen Charakter

X'
I(z-N)/(kerx\)I(z-N) = @ V.
(:V(\)

In einem Artikel von W. Soergel ([So3]) wird eine Erweiterung des Kombinatorikfunktors von
O auf den Block der Harish-Chandra-Bimoduln mit trivialem verallgemeinertem zentralen
Charakter definiert. Der dort bewiesene Struktursatz besagt, daf dieser Funktor - als Funk-
tor in die Bimoduln iiber dem Zentrum der universell Einhiillenden Algebra - volltreu ist. Wir
definieren diesen Funktor fiir beliebige ,,ganze“ Blocke und beweisen einen verallgemeinerten
Struktursatz in Kapitel 2. Die Vertréglichkeit des Funktors mit Tensorprodukten (siehe [So3]
fiir den trivialen Block) wird ebenfalls gezeigt.

Das dritte Kapitel ist den Hauptserien gewidmet. Die Resultate sind nur fiir regulére ganze
Gewichte formuliert, lassen sich jedoch ohne Schwierigkeiten auch auf beliebige ganze Ge-
wichte iibertragen. Das erste Hauptresultat, beschreibt das Duale einer Hauptserie. Genauer
ist fiir ein ganzes Gewicht A die Hauptserie aus Oy mit den Parametern = und y € W
dual zur Hauptserie mit den Parametern wox und wgy. Das zentrale Argument des Bewei-
ses ist die Existenz einer die Hauptserien charakterisierende kurzen exakten Sequenz. Dies
ermoglicht die Beschreibung der Hauptserien als geometrische Objekte oder auch als semiin-
finit induzierte Moduln (siehe [AL]). Ein zentrales Resultat der vorliegenden Arbeit besteht
aus dem Homomorphismensatz (Hauptsatz 3.3.3), der die Homomorphismenrdume gewisser
Hauptserien bestimmt. Insbesondere impliziert das die Unzerlegbarkeit der Hauptserien (vgl.
Lemma 3.3.1). Durch den damit zu gewinnenden Satz 3.3.4 iiber einfache Erweiterungen von
Hauptserien sind wir in der Lage ,getwistete“ Kippmoduln (Satz 3.4.2) zu definieren und
ihre Charaktere anzugeben. Die besagten Moduln sind unzerlegbar und haben eine Fahne,
deren Subquotienten isomorph zu gewissen getwisteten Vermamoduln sind und zusétzlich die
einfachen Erweiterungen mit ihnen trivial sind. Insbesondere liefert das eine Fiille von Fil-
trierungen auf dem antidominanten Projektiven.
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In Kapitel 4 beschreiben wir, wie man eine gewisse Unterkategorie von O als graduierte Mo-
dulkategorie auffassen kann. Wir nennen Objekte aus dieser Unterkategorie ,graduierbar®.
Insbesondere sind alle Projektiven und Standardobjekte graduierbar. Wir fassen dazu einen
»ganzen® Block in O als Moduln {iber dem Endomorphismenring eines projektiven Erzeugers
auf. Mit Hilfe des von W. Soergel definierten Kombinatorikfunktors V wird dieser Endo-
morphismenring zu einem Z-graduierten Ring. Wir definieren dann Lifts von projektiven
und einfachen Moduln. Eine graduierte Version der Verschiebungsfunktoren liefert Lifts der
Vermamoduln und ihrer dualen. Diese Graduierung ist genau die in [BGS] beschriebene. Der
Zugang ist jedoch anders gewéhlt. Es wird gezeigt, daf es eine graduierte Version der Dualitét
gibt. Mit Hilfe der Kazhdan-Lusztig-Theorie erhalten wir eine Interpretation der Koeffizien-
ten der Kazhdan-Lusztig-Polynome durch graduierte Multiplizitdten.

Die oben beschriebene Graduierung, erméglicht es, in Kapitel 5 die Hauptserien zu graduieren.
Die Motivation dafiir entstammt einer Arbeit von A. Joseph [Jo6], in der beschrieben wird,
inwiefern eine solche Graduierung Information iiber Kompositionsfaktoren primitiver Ideale
liefern kann. Dieser Frage wird in Kapitel 7 nachgegangen. Wir beschreiben als Verallgemeine-
rung des Kazhdan-Lusztig-Algorithmus ein Verfahren zur Bestimmung der Graduierung der
Hauptserien mit Hilfe der Heckealgebra. Explizite Berechnungen von Kécherdarstellungen zu
Hauptserien fiir Wurzelsysteme vom Rang 2 zeigen, dafl die Hauptserien im allgemeinen weder
rigid noch Koszul sind.

H. Andersen und N. Lauritzen definieren in [AL] eine Jantzenfiltrierung auf den Hauptserien
und beweisen dafiir eine Summenformel. Wir beweisen in Kapitel 6 eine entsprechende Sum-
menformel fiir die in Kapitel 5 eingefithrte Graduierung auf den Hauptserien.

Das letzte Kapitel der Arbeit untersucht die von A. Joseph in [Jo6] implizit geduBerten Ver-
mutungen. Sie werden in unseren Kontext {ibertragen und umformuliert. Fiir Kompositions-
faktoren, die in dem dominanten Vermamodul M (0) mit einfacher Multiplizitit vorkommen,
kann kombinatorisch bestimmt werden, welche davon auch in einem primitiven Quotienten
U/ Anny L(z - 0) vorkommen. Fiir héhere Multiplizititen liefert unser Verfahren zumindest
eine obere Schranke, die unter einer etwas kiinstlichen Identifikation der einfachen Komposi-
tionsfaktoren in M (0) mit den entsprechenden Hauptserien (siehe Hauptsatz 7.4.2) prizisiert
werden kann. Wir hoffen, daf§ die recht umfangreichen Berechnungen dennoch geeignet sind,
die grundsétzlichen Schwierigkeiten der Thematik aufzuzeigen.



KAPITEL

1

Kategorie @: Der Funktor V und
Anwendungen

In diesem Kapitel werden wir projektive Objekte der Kategorie O, genauer von gan-
zen Blocken, niaher beschreiben.

Das zentrale Hilfsmittel dazu ist der von Soergel ([So2]) eingefiihrte Funktor V.
Es wird kurz beschrieben, wie wir die Kategorie O als Darstellungskategorie eines
endlichen Ké6chers betrachten kénnen und inwiefern dieser Funktor explizite Berech-
nungen ermoéglicht.

Das Hauptergebnis dieses Kapitels wird eine notwendige und hinreichende Bedin-
gung dafiir sein, wann ein unzerlegbares projektives Objekt mit ganzem Charakter
in O einen kommutativen Endomorphismenring besitzt. Dafl diese Bedingung hin-
reichend ist, kann auch (siehe [Jau]) mit Deformationsargumenten gezeigt werden.
Wir geben dalfiir einen alternativen Beweis an und zeigen, dafl diese Voraussetzung
auch notwendig ist.

Wir sind in der Lage, jeweils ein Beispiel fiir den Fall der Kommutativitit bezie-
hungsweise Nichtkommutativitdt anzugeben.

Als weitere Anwendung des von Soergel bereitgestellten Funktors kénnen wir recht
leicht (siehe Satz 1.4.1) die Sockel der Projektiven in O bestimmen.

Im letzten Abschnitt des Kapitels beschreiben wir noch kurz die Operation des Zen-
trums auf Projektiven und Injektiven (Satz 1.5.4). Der Ausgangspunkt dazu ist eine
Beschreibung ([Bc|) der Untermoduln eines projektiven unzerlegbaren Objektes in
einem regulidren Block, die von einer festen Potenz des entsprechenden maximalen
Ideals des Zentrums annihiliert werden.

1.1 Kategorie O: Definition und wichtige Eigenschaften

Sei g O b D b eine halbeinfache komplexe Liealgebra mit einer fest gewdhlten Borel- und
Cartanunteralgebra. Sei g = n_ @b = n_ @ h & n die zugehorige Cartan-Zerlegung. Die
zugehorigen universell Einhiillenden Algebren bezeichnen wir mit U(g), U(b) usw. Seien 7 C
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R* C R die zugehorigen Mengen der einfachen, positiven bzw. aller Wurzeln. Mit P(R)
bezeichnen wir das Gitter der ganzen Gewichte. Wir betrachten die Kategorie O, definiert als
volle Unterkategorie der Kategorie aller g-Moduln, definiert durch

M ist endlich erzeugt als U(g)-Modul
Ob(0) =< M € g—mod M ist lokal endlich fiir n
b operiert diagonal auf M

wobei die zweite Bedingung bedeutet, da§ dimc U(n) - m < oo fiir alle m € M, und die letzte
besagt, daB M = ®,¢cyp-M,, wobei M, = {m € M | h-m = p(h)m fiir alle h € h} den
u-Gewichtsraum von M bezeichnet.

Im folgenden werden wir (ohne Beweise) einige Eigenschaften dieser Kategorie angeben. Be-
weise und Details kann man zum Beispiel in [BGG, Jal, Ja2| finden.

Wir bezeichnen mit Z das Zentrum der universell Einhiillenden & = U(g). Die Kategorie O
zerfallt in eine direkte Summe voller Unterkategorien O,, indiziert durch zentrale Charaktere
x von U(g). Sei S = S(h) = U(h) die symmetrische Algebra iiber h, betrachtet als regulére
Funktionen auf h* mit der ,dot-Operation“ der Weylgruppe W, definiert durch w -\ =
w(A+ p) — p, wobei p die Halbsumme der positiven Wurzeln ist. Verwendet man den Harish-
Chandra-Isomorphismus (siehe z.B. [Jal, Satz 1.5], [Di, Theorem 7.4.5]) ¢ : Z=S"" und die
Tatsache, daB S ganz iiber S ([Di, Theorem 7.4.8]) ist, bekommt man einen Isomorphismus
€:b*/(W-)> Max Z. Das liefert die folgende Blockzerlegung

o= P o= P o

xE€Max Z Aeh* /(W)

wobei O, die Unterkategorie von O bezeichnet, deren Objekte Moduln sind, die von einer
Potenz von x annihiliert werden. Es beschreibt denselben Block wie Oy, falls £(A) = x. Der
Block O, heifit reguliir, falls A regulér ist, d.h., falls A + p auf keiner Kowurzel & (beziiglich
b) verschwindet.

Zu X € bh* gibt es einen Standardmodul, den Vermamodul M (A) = U ®;(5) Cx, wobei Cy den
irreduziblen h-Modul mit Gewicht A, trivial zu einem b-Modul erweitert, bezeichnet. Das ist
ein Modul zum hochsten Gewicht A und hat zentralen Charakter £(A). Wir bezeichnen mit
L()) den eindeutig bestimmten irreduziblen Quotienten von M ()).

Satz 1.1.1.
1. Jedes Objekt in O hat endliche Ldnge.
2. dimc Homg(M, N) < oo fiir alle M,N € O.

3. Es gibt nur endlich viele einfache Objekte in jedem Block Oy, parametrisiert durch
W /Wy, wobei Wy = {w € W|w- X = A} den Stabilisator von X unter der dot-Operation
von W bezeichnet.

4. Zu X € b* gibt es (bis auf Isomorphie) genau einen unzerlegbaren projektiven Modul
P(\) € O,, die projektive Decke von L(X). Somit hat O geniigend Projektive. Die
unzerlegbaren Projektiven sind durch W /Wy parametrisiert.
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5. P(X\) hat fiir X € b* eine Vermafahne, d.h. eine Filtrierung, deren Subquotienten iso-
morph zu Vermamoduln sind. Die Multiplizitaten (P(X) : M(u)) gendigen der Rezipro-

zitdtsformel (P(X) : M(u)) = [M(u) : L(N)].

6. Der Vermamodul M () ist projektiv genauw dann, wenn X\ dominant ist, d.h. (A\+p, &) ¢
{—1,-2,...} fir alle positiven Kowurzeln d.

7. Der Vermamodul M () ist einfach genau dann, wenn X\ antidominant ist, d.h. falls
A+ p,a) ¢ {1,2,...} fir alle positiven Kowurzeln c.

Beweis: [Jal, Kapitel 1], [Ja2, Kapitel 4]. &

Fiir festes A € h* werden wir nun die Kategorie O, als eine gewisse Kategorie endlichdimen-
sionaler Moduln iiber einer endlichdimensionalen Algebra betrachten:
Wir bezeichnen mit mof —R die Kategorie der endlichdimensionalen R-Rechtsmoduln. Wir

bezeichnen mit
= € P-)
:EGW/WA
die direkte Summe aller unzerlegbaren Projektiven in diesem Block. Das ist ein (minimaler)
projektiver Erzeuger und wir erhalten (siehe [Ba, Theorem 1.3]) eine Aquivalenz von Kate-
gorien

0\, — mof—Endg(P)\) (1.1)
M +— Homgy(P,M).
Auf diese Weise wird jeder Block zu einer quasierblichen (,,quasi-hereditary*) oder Hochstge-

wichtskategorie ([CPS]). Einen entscheidenden Schritt in der Beschreibung eines Blockes Oy
liefert der folgende

Satz 1.1.2. ([So2, Endomorphismensatz], fiir einen schonen Beweis fiir reguléres A siche [Be])
Sei A € b* und w, das ldngste Element der Weylgruppe, dann induziert die Multiplikation des
Zentrums einen Isomorphismus der folgenden Algebren:

End(P(w, - \)) = (S/(S}))"™

Bemerkung und Bezeichnung

Die sogenannte Koinvariantenalgebra (S/(SY)) hat gerade die Ordnung der Weylgruppe als
Dimension (sieche [Bo3]). Im folgenden bezeichnen wir sie mit C' und ihre Invarianten C"»'
mit CA.

Die gesamte Information iiber einen Block kann damit auch durch einen ,,einfacheren“ Funktor
beschrieben werden, mit Hilfe des folgenden Satzes:

Satz 1.1.3. ([So2, Struktursatz))
Sei A\ € h*. Der exakte Funktor

V: Oy = C*—mof
M — Homgy(P(w, - \), M)
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ist volltreu auf Projektiven. Er induziert sogar einen Isomorphismus
Homgy(P, Q) = Homen (VP,VQ),
falls nur Q projektiv ist.

Bemerkung 1.1.4. ([So2]) Es bezeichne 05 fiir eine einfache Spiegelung s die Verschiebung
durch die s-Wand. Dann gibt es eine natirliche Aquivalenz von Funktoren

05V = C ®C’s V

Im folgenden werden wir einige Anwendungen des Funktors V angeben.

1.2 Kocher der Kategorie O

Mit Hilfe des Endomorphismensatzes [So2], des Struktursatzes und der Verschiebungsfunkto-
ren kann man explizit Kécher der Kategorie O ausrechnen. Fiir Blocke zu ganzen Gewichten
fiir Wurzelsysteme vom Rang 2 werden diese in [St] angegeben. Man findet dort auch den
Ko6cher zum trivialen Block vom Typ As. Mit Hilfe dieser Ergebnisse konnten dann auch
die Kompositionsfaktoren von primitiven Quotienten der universell Einhiillenden Algebra be-
stimmt werden.

1.3 Endomorphismenringe von unzerlegbaren Projektiven

Mit Hilfe des Funktors V werden wir nun ein Kriterium fiir die Kommutativitit von Endo-
morphismenringen unzerlegbarer projektiver Moduln angeben.

Hauptsatz 1.3.1 (Kommutativitit des Endomorphismenrings).
Sei P = P(x - \) ein projektiver unzerlegbarer Modul in Oy und X ein dominantes ganzes
Gewicht. Dann sind dquivalent:

1. Endg(P) ist kommutativ.
2. (P: M) =1.
3. Es existiert eine Surjektion Z—» Endg(P).

Zuerst werden wir diesen Satz mit einigen Beispielen illustrieren. Fiir g = s[(2) sind die
beiden Endomorphismenringe isomorph zu C oder C' & C[X]/(X?) und natiirlich kommutativ.
Betrachten wir nun den reguliren ganzen Fall zum Wurzelsystem As:

Beispiel 1.3.2. Sei g = s((3).

Es gilt C = C[X,Y]/(X?2+ XY +Y2,2XY? 4+ Y3 Y*) und die Bilder von 1, X,Y, X2, Y2, X3
unter der kanonischen Projektion bilden eine Basis. Man erhélt als Endomorphismenringe
(wobei wir die Elemente in C[X, Y] und deren Bilder in C in der Schreibweise nicht unter-
scheiden)

End(P(0)) CHX,Y),
End(P(sq - 0)) End(P(ss-0)) = C/(Y, X?),
End(P(sgsqe - 0)) = End(P(sass-0)) = C/(Y? X?).

12

12
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Dafl die Endomorphismenringe hier stets Quotienten der Koinvariantenalgebra sind, kommt
nicht von ungefihr, denn es gilt das folgende

Lemma 1.3.3. Sei A ein dominantes ganzes Gewicht. Dann ist die minimale Anzahl min

der Erzeuger von VP(x - X) gerade (P(z - \) : M(X)).

Beweis: Fiir einen Modul M iiber der Koinvariantenalgebra C' haben wir die folgenden C-

Morphismen:
M=Coc M”22 c/0t 900 M = M/CHM.

Da diese Abbildung surjektiv ist und C'/C*T = C gilt, liefert eine Wahl von Urbildern einer
Basis von M/C*TM ein minimales Erzeugendensystem von M als C-Modul. Damit erhalten
wir:
min = dimVP(z - \)/CTVP(z - \) = dim Hom¢(VP(z - \)/CTVP(z - \),C)

= dimHom¢(VP(z - \)/CTVP(z - \),C/CT)

= dimHom¢(VP(z - \),C/C™T)

= dimHomg(P(z - X),M(X)) = [M(A) : L(z - X\)] = (P(z - X) : M(X)).
Fiir nichtregulires \ lauft das Argument véllig analog mit C* statt C. &

Konvention 1.3.4. Betrachten wir S = S(h) als gerade graduierte Algebra, so daff S =
Dicn S% mit S = b gilt, so erbt die Koinvariantenalgebra C eine Graduierung, da die
Operation der Weylgruppe graderhaltend ist. Man kann dann fiir x € W und X\ € h* den
Modul VP(z - \) als graduierten C-Modul auffassen. Wir betrachten im folgenden den Modul
VP(x- ) als graduierten Modul, wobei sein hochster auftretende Grad l(x) sein soll. Niheres
dazu findet man in [So6] oder auch in Kapitel 4.

Vor dem Beweis des Satzes verdeutlichen wir die Aussage noch an einem weiteren Beispiel.
Beispiel 1.3.5. Sei g = sl(4).
Dann ist die Weylgruppe W 22 Sy = (s1 := (1,2), 89 := (2,3), 53 := (3,4)).
Sei = s$9838159. Mit Hilfe der Kazhdan-Lusztig-Polynome ergibt sich die minimale Anzahl
von Erzeugern des Moduls VP(z - \), in diesem Fall 2. Wir kénnen VP(z - A) als direkten
Summanden von C' ®¢s. C ®cs: C @cs: C' ®cs. C realisieren. Durch etwas aufwendigere Rech-
nungen ergeben sich, wobei X der Kowurzel der einfachen Spiegelung s; entspricht, explizit
als Erzeuger

e =19191181,

e =101 X®1x1
und eine Basis des Sockels von VP(z - \) der Form

(XoVeXeXolLX0loXoX0l+X0YRIeX®l+XeYoXeloll

Betrachtet man VP(z - A) als Z-graduierten-Modul, dann ist e; homogen vom Grad —4, e
vom Grad —2 und die beiden Sockelelemente vom Grad 4 bzw 2.
Man kann in diesem Beispiel durch explizites Nachrechnen erkennen, dafl

T :.€e] — e, es — 0
fiegP XQYR1IXR1-XQ1lX®X®1 eo — 0

zwei C—Morphismen definieren, die nicht kommutieren.
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Definition 1.3.6. Fiir einen Modul M mit Filtrierung M = Mg D My D My D -+ D M, D
{0} und einen Untermodul N erhalten wir durch N; := M; N N eine Filtrierung auf N. Wir
bezeichnen sie als auf N induzierte Filtrierung.

Der Beweis des Hauptsatzes

Wir fiihren den Beweis nur fiir reguliires A\. Es werden jedoch nur Argumente benutzt, die
auch fiir singuldre Gewichte gelten.

e 3) = 1): klar.
e 2) = 3): VP(z - A) und damit Endg(P(z - X)) ist ein Quotient von C, also auch von Z.

e 1) = 2): Wir zeigen, dafl der Endomorphismenring bei hoheren Multiplizitdten nicht
kommutativ ist, indem wir zwei Morphismen 7 und f konstruieren, die nicht miteinan-
der kommutieren.

Konstruktion von 7 bis auf ein Vielfaches d der Identitét

Sei P= Ny D Ny D Ny D --- D N, D {0} eine Vermafiltrierung mit den Subquotien-
ten N;/N;y1 = M();) mit A; € h*. Diese Filtrierung induziert eine Quasivermafahne
auf ker x, P, das heifit eine Filtrierung, deren Subquotienten isomorph zu Untermo-
duln von Vermamoduln sind. Wir bezeichnen mit M ();) C M(A;) den entsprechenden
Subquotienten und setzen J := {i | M(};) # 0} C {0,1,...,r}. Damit gilt in der
Grothendieckgruppe die Gleichheit

,

[P] =) [M(X\)] und [ker xaP] = Y [M(\;)]. (1.2)
i=0 icJ

Mit den Dimensionsargumenten zu Lemma 1.3.3 erhalten wir, dafl die Kodimensi-

on von VkP in VP gerade die Multiplizitit des dominanten Vermamoduls ist, also

|J| =1 —(P:M(N).

Seinun s € {0,1,... ,7} mit s ¢ J. Es gibt (siehe [Di]) eine Inklusion M (z-\) — M (As).

Wegen der Projektivitit von P liefert das einen nichttrivialen Morphismus ¢ : P — Nj,

also einen Endomorphismus von P. Nach Konstruktion gilt im V¢, ¢ Vker x, P und

¢s € Cid, da Ay # =z - A. Diese Morphismen V¢, haben alle die Eigenschaft, daf

Vs (e1) ¢ Vker x» P, wobei e; € VP von minimalem Grad —m = —I(z) sei.

Sei nun ¢ ¢ Cid homogen von minimalem Grad, so dafl i (e;) ¢ Vker x,P und sei

é2 := 1)(e1) vom Grad —n.

Dieses 1) ist bis auf ein Vielfaches der Identitit bereits eines der beiden gesuchten nicht

kommutierenden Abbildungen.

Das Argument

Sei nun A € VP von maximalem Grad m = [(x).

Wir behaupten, dafl es homogene Elemente ¢ € C vom Grad m + n und d € C' vom
Grad m — n oder d = 0 gibt, so dafl durch

f:e1 — ae
e — 0, fallsie {2, ---, k}
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eine C'—lineare Abbildung auf VP definiert wird, die nicht mit ¢ + d - id kommutiert.
Dabei wihlen wir geeignete Erzeuger {e;} von VP abhingig von d.

Konstruktion von f und die Bestimmung von d
Wir definieren nun solche Elemente a, d € C. Dafiir beginnen wir mit dem einfachen
Fall

I) Angenommen, es existiert ein (0BdA homogenes) ¢ € C*, so daf} ¢cé; = h. Dann
sei ¢ :=cund d := 0.

IT) Angenommen, es existiert kein ¢ € C*, so dal céa = h. Nach [So6, Prop. 2.9.1]
existiert ein (o0BdA homogenes) g € CT, so da ge; = h. Dann existiert aber auch
ein (homogenes) d € C* mit degd = m — n, de; # 0 und da = g fiir passendes
a € C homogen. Das so definierte a ist ebenfalls vom Grad m + n.

Wir setzen ey := €3 + de; und ergénzen {ej,es} zu einem minimalen Erzeugendensy-
stem {ej,eq, -+ ,ex} von VP. Wir konnen dies sogar so wihlen, daf§ die Elemente mit
aufsteigender Indizierung im Grad monoton wachsen.

Wir iiberpriifen die Wohldefiniertheit von f:

Sei dazu ce; = 0 fiir ein ¢ € C. Dann ist f(ce;) = cae; = ace; = 0. Sei ¢ € C homogen
und ce; = Zf:2 aje; mit a; € C. Dann gilt deg(c) > m —n wegen unserer Annahme an
den Grad der Erzeuger. Dann ist aber deg(f(ce1)) = deg(caey) > (m—n)+(m+n)—m =
m und wegen der Struktur von VP also Null. Jetzt miissen wir nur noch zeigen, dafy die
beiden angegebenen Morphismen nicht kommutieren.

Der Nachweis der Nichtkommutativitat
Fiir den ersten Fall erhalten wir

foT(er) = fopler) = fle2) = 0.

Andererseits aber

7o f(e1) =1 o f(er) = p(aer) = aex # 0.
Fiir den zweiten Fall gilt mit 7 := ¢ 4+ d - id
f 9] ’7’(61) = f(8~2 + del) = f(82) =0.
andererseits aber
7o f(er1) = 7(aer) = ayp(e1) + adey = adey # 0.

Somit haben wir also zwei Endomorphismen gefunden, die nicht kommutieren.

¢

Bemerkung 1.3.7. e Der zentrale Schritt im Beweis des Hauptsatzes besteht aus der
Sicherstellung eines Endomorphismus von VP(z - A), der linear unabhéngig zur Iden-
titdt ist und dessen Bild nicht in ker y,\VP(z - \) enthalten ist. In der Tat konnen wir
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eine Abschitzung fiir die Dimension des Homomorphismenraumes von VP(z - A) nach
ker xAVP(z - X) angeben.

Sei dazu A ein dominantes ganzes Gewicht und bezeichnen wir mit x das Ideal (ker x)
des Zentrums. Die Einschrinkung des Isomorphismus End(P(z - X)) = End(VP(z - X))
definiert, da V ein Homologiefunktor ist und mit der Operation von Z vertauscht, eine
Inklusion

Homg(P(x - A), kP (z - A)) = Homc(VP(x - A),kVP(x - X)) =: B.
Das induziert eine Surjektion
Homg(P(z - A), P(x - \)/6P(x - X\))— coker(B — End¢(VP(z - X)) =: A.
Da nun aber (wie aus dem vorherigen Beweis ersichtlich) dim A > [P(z- ) : M ()\)], gilt

dimEndg(P(z - A)/&P(x - X)) > [P(x - X) : M(N)].

e Man kann leicht eine Vektorraumbasis von VP(z - \) wie folgt angeben:

Sei dazu P(z - A) = My D My D --- D M, D {0} eine Vermafahne mit M;/M; ; =
M(X;). Sei 0 # fx, € Homg(P(w, - A), M();)) (eindeutig bis auf einen Skalar). Die
kanonische Abbildung von M; nach M(X;) liftet iiber fy; zu einer Abbildung h;. Dann
ist {h;}1<i<r eine Basis von VP(z - \).

Dazu nehmen wir Y, ¢;h; = 0 an. Sei # € P(w, - A) mit hy(z) € M; \ M. Durch
Einsetzen in obige Gleichung erhilt man dann ¢; = 0, da die Bilder aller anderen h; in
My enthalten sind. Analog erhilt man ¢; = 0 fiir alle ¢. Mit Dimensionsvergleich folgt
dann die Behauptung.

e Eine Basis des Sockels wird beschrieben durch die Abbildungen
incli
sit P(wo- N)=L(wo-\) =& M) = @ MQ) = Pz N),
[P(z-A):M(N)]
wobei incl; die Inklusion in den i-ten Summanden bedeutet.

e Sind alle Multiplizitdten einfach, so erzeugt h; den Modul VP(z - ) iiber den Koinva-
rianten.

1.4 Der Sockel von Projektiven

Wir bestimmen nun die Gestalt des Sockels eines unzerlegbaren Projektiven.
Satz 1.4.1. Fiur ein dominantes ganzes Gewicht A gilt

[P(:A):M ()]

socP(z-N) = @@  L(w,- )
=1

Beweis: Der Sockel enthilt nur einfache Vermamoduln, denn sonst wire

0 # dimHomg(L(y - A), P(z - X)) = Hom¢(VL(y - A), VP(z - X)) = Hom¢ (0, VP(z - X)),
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da V alle Einfachen ohne maximale Gelfand-Kirillov-Dimension annihiliert. Man erkennt, dafl
nur einfache Vermamoduln im Sockel auftreten auch daran, daf P(z - A) eine Vermafahne
hat, d.h. X_, € g, operiert injektiv auf P(z-\), also auch auf dem Sockel und somit besteht
dieser aus Vermamoduln.

Fiir L := L(w, - A\) C soc P(x - \) betrachten wir die exakte Sequenz L — M (X\)—»M(X\)/L.
Das liefert eine exakte Sequenz

Homgy (M (X)/L, P(z - X)) — Homg(M(X), P(z - X)) ER Homg (L, P(z - X)).
Da P(z - A) projektiv ist und [M(\) : L] = 1, gilt (unter der Verwendung von Satz 1.1.3):
0 = Home(V(M(X)/L), VP(z - X)) = Homg(M (X)/L, P(x - \)).
Also ist f eine Injektion. Mit

dimHomg(M (M), P(z - X)) = dimHom¢(C,VP(z - )))
= dimHomg(VL, VP(x - X))
= dimHomg(L, P(z - \))

folgt Homg(L, P(z - \)) = Homg(M (X), P(x - X)). Das ergibt die Behauptung. O

1.5 Filtrierungen von Projektiven und Injektiven

Sei A € h* dominant und ganz. Sei P = P(z - \) € O, ein unzerlegbarer projektiver Modul.
Dann kann man seine Vermafahne zu einer Filtrierung

P=M, DM, D---2 My D {0} (1.3)

vergrobern mit M;/M;_, = @ M(y - \)™=, wobei m,, € Nund r = [(z).
yeWX, l(y)=i

Wir bezeichnen fiir einen Modul M iiber einem Ring R mit Ideal I die Invarianten unter
der Operation von I mit M. Die obige Filtrierung kann man auch mit Hilfe von ker yy—
Invarianten beschreiben:

Satz 1.5.1. (/Bc]) Die Filtrierung
P=N,2N,_12---2 Ny 2{0}
mit N; := Prerxa'™ g gerade die vergroberte Vermafahne (1.3).
Wir werden nun diese Aussage dualisieren. Dazu verwenden wir folgende Standardaussage
Lemma 1.5.2. Seien M, N € O. Sei JAZ ein Ideal, dann erhalten wir einen Isomorphismus
Homg(M/JM, N) = Homy(M, N7).

Es bezeichne x die Dualitit auf O. Das bedeutet, M* ist gerade der maximale h—halbeinfache
Untermodul der kontragredienten Darstellung von M. Sei V(A) der dualisierte Vermamodul
M(X). Dann gilt folgende Aussage:
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Lemma 1.5.3. Ein Modul M hat eine Vermafahne <= M™* hat eine V— Fahne, d.h. eine
Filtrierung mit Subquotienten, die isomorph zu dualen Vermamoduln sind.

Beweis: Fiir einen Vermamodul ist die Aussage klar. Fiir einen beliebigen Modul lduft das
Argument mit Induktion {iber die Linge der Vermafahne. O

Damit erhalten wir folgenden

Satz 1.5.4. Sei X ein dominantes ganzes Gewicht und I = I(x - X) die injektive Hiille von
L(z - 0) in O. Dann hat I/(ker x»\)'T fiir alle i € N eine V—Fahne. Insbesondere gilt

I/(kerx))I = @ V().

[V (V)]
Beweis: Fur P := P(z-\), s = ker x) und r := [(z) + 1 betrachten wir die beiden Sequenzen

I=I/k"T — I/ T —=I/kl
Pr=(PY) = (P ) (PR)™.

Wir behaupten, dal I/x'I = (P*)* gilt. '

Wir haben (I/k%)* < I* = P, genauer sogar (vgl. Lemma 1.5.2) (I/&%)* < P*'. Durch
Dualisieren erhalten wir also h : (P®)*—I/k'I. Es bleibt also noch die Injektivitit dieser
Abbildung zu zeigen. Sei f € (P*')* mit h(f) = 0. Wir wihlen eine Fortsetzung f von f auf
P, das heifit ein Urbild unter der kanonischen Abbildung P*—s(P*')*. Damit gilt also

n

f: Zzsgs

s=1

fiir passende Elemente z; € k', g, € P* und n € N.
Fiir p € P*' gilt dann aber

n

f(p) = Z(zsgs)(p) = ng(zsp) =0, (1.4)
s=1

s=1

wobei wir benutzt haben, dafl die Elemente des Zentrums unter dem Chevalleyautomorphis-
mus fix bleiben (siehe [Ja2, (3.5)] oder Lemma 2.6.3). Damit haben wir aber gezeigt, daf die
Abbildung h injektiv ist.

Mit dem vorangehenden Satz und Lemma 1.5.3 folgen dann alle Behauptungen. &

Bemerkung 1.5.5. Wir betrachten nun mit den Bezeichnungen des vorangehenden Satzes
P bzw. I mit einer Vermafahne, bzw. einer Fahne, deren Subquotienten isomorph zu dualen
Vermamoduln sind. Diese induzieren auf P* bzw. (I/k') eine Fahne, deren Subquotienten
isomorph zu Untermoduln von Vermamoduln bzw. Quotienten von dualen Vermamoduln sind.
Auch wenn man das Ergebnis des vorhergehenden Satzes nicht benutzt, kann man rein kom-
binatorisch die Lange solcher Quasivermafahnen bzw. ,,Quasi-dualen-Vermafahnen“ wie folgt
bestimmen.
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Bezeichnen wir mit P, = I,,, den injektiv-projektiven unzerlegbaren Modul in Oy mit ein-
fachem Kopf L, dann wird die Linge der entsprechenden Fahnen gegeben durch

[I/KT : L] = dim Homg (I /K1, 1,,,)
(bemma 152 gim Homg(1, I )
= dim Homg(T, I,,, )"
= dim (V)"
= dim(VP)"
= [PF . L)

G212 e W | Ue) < i} = m. (L.5)

Insbesondere haben also die auf P~ bzw. (I/k%) induzierten Fahnen dieselbe Linge.

Fiir die ,einfachen® Fille, in denen alle Multiplizitdten einfach sind, kénnen wir die auf den
Modul (ker x)*P(w,-\) induzierte Quasivermafahne auch wie im folgenden Korollar und der
anschlieffenden Bemerkung angegeben beschreiben. Im allgemeinen ist dies aber wohl eine
tiefgehende Angelegenheit.

Korollar 1.5.6. Sei A\ ein dominantes ganzes Gewicht. Fiir alle x € W gelte
(P(z-)\): M()\) < 1.

Dann induziert eine Vermafahne von P(w,- ) eine Quasivermafahne auf ker x\P(w, - ) mit
Subquotienten isomorph zu rad M()\;) fiir passende \; € h*.

Beweis: Wir schreiben zur Abkiirzung  := ker x. Sei P(w,-A) = Ny D Ny D --- D N, =
M(X) D {0} eine Vermafahne. Weil der Annihilator eines Vermamoduls M (z - ) gerade Uk
ist, gilt KP(w,-A) C Ny, also kP (w, - A)NP(we- ) / (kP(we-A)NN1) = {0} = rad M (w,- A).
Dieses Prinzip wenden wir jetzt auch auf den Rest der Vermafahne an.

Dazu betrachten wir die Kécherdarstellung V', die P(w,-A) entspricht. Die Punkte des Kochers
stehen nach Satz 1.1.1 in Bijektion zu den Elementen in W?. Sei V, der Vektorraum, der in
V' dem Weylgruppenelement x entspricht. Es gilt

Vp =2 Homg(P(z - A), P(w, - \)) 2 VP(z - X)

als Vektorraum. Das Ideal  operiert auf V, indem es auf jedem VP (z-\) durch das maximale
Ideal C’j\r von C* operiert.

Nun ist M(A) gerade P(w, - A)*, also entspricht der Untermodul xP(w, - A) N M(X) von
P(w, - \) gerade der Unterdarstellung {V, },cpp» mit Vi, = (kVP(z - \)) N VP(z - \)*. Aus
Gradgriinden erhalten wir V,=xVM (A\)NVM()\)® = {0}, also P (w,-\) N M(X) C rad M()).
(Man sieht an dieser Beschreibung, daf§ sogar Gleichheit gilt.)

Betrachten wir die vergroberte Vermafahne (1.3), dann entspricht dem Modul kP (w, - X) N M;
gerade die Unterdarstellung {V/},cp» mit Vi=(kVP(z - A)) N VP(z - \)*". Dann ist aber
(V) /(Vi=') = {0}, falls [(z) < 4. Somit erhalten wir fiir alle i die Aussage

(5P(wo - A) VM) [ (kP(wo - )N M;_y) € €D rad M(y- )™=
yeW l(y)=i
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Andererseits kennen wir die Multiplizititen:

[KP(we + A) : L(x - N)] = [
(Satz_1.5.4) P

= [

[

>

Das liefert nun insgesamt die Behauptung.

“A)] = [I(we - N)/6I(wy - A) = L(x - N)]
A= [VA) : L(z - A)]

A =[Pz A) : M(X)]

“A)] - 1.

¢

Bemerkung 1.5.7. Fir Wurzelsysteme vom Rang 2 kann man explizit nachrechnen, daf
die Subquotienten der auf k*P(w, - A) induzierten Quasivermafahne isomorph zu gewissen

rad’ M ()\;) sind.



KAPITEL

2

Deformation der Kategorie O und
Harish-Chandra-Bimoduln

Im folgenden Kapitel werden wir zuerst projektive Objekte in der Kategorie der
Harish-Chandra-Bimoduln mit festem verallgemeinertem zentralen Charakter von
rechts beschreiben. AnschlieBend werden wir die fiir unsere Uberlegungen maBgebli-
chen Ergebnisse aus [So3] zusammenfassen. Dort wird ein Kombinatorikfunktor auf
einer deformierten Kategorie O eingefiihrt. Dieser ermdglicht es, die Volltreue eines
entsprechenden Funktors fiir Harish-Chandra-Bimoduln mit trivialem verallgemei-
nertem zentralen Charakter von beiden Seiten zu zeigen (siehe [So3]). Wir werden
zuerst die einzelnen Varianten des Kombinatorikfunktors erliutern, um den bereits
bekannten Rahmen abzustecken. Als Referenz dazu diene insbesondere [So2] und
[So3].

Schlieilich werden wir in Abschnitt 2.6 den von Soergel definierten Kombinatorik-
funktor V fiir Harish-Chandra-Bimoduln mit trivialem verallgemeinertem zentralen
Charakter auf beliebigen verallgemeinerten ganzen zentralen Charakter ausdehnen.
Wir erhalten dadurch zu jeweils beliebigem verallgemeinertem zentralen Charakter
von links und rechts einen Funktor von dem zugehérigen Block in die Kategorie der
Bimoduln iiber dem Zentrum der universell Einhiillenden Algebra.

Das zentrale Resultat des Kapitels besagt, dafl diese Funktoren auch fiir singulére
ganze Bliocke treu auf Projektiven bleiben. Der Vollstindigkeit halber geben wir auch
noch einige Eigenschaften an, die sich auf den singulidren Fall iibertragen lassen. Zu
nennen wiére hierzu die Vertraglichkeit mit Tensorprodukten.

Harish-Chandra-Bimoduln

Sei (immer noch) g eine halbeinfache Liealgebra iiber C und & = U(g) ihre universell
Einhiillende Algebra mit Zentrum Z. Fiir einen #/-Bimodul M definieren wir die adjungier-
te Operation von g auf M durch =z -m := xm — mz fir z € g, m € M. Der Bimodul M
heifit lokal-g-endlich, falls jedes m € M in einem endlichdimensionalen Teilraum liegt, der

18
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invariant unter der adjungierten Operation von g ist. Wir definieren die Kategorie H der
Harish-Chandra-Bimoduln als die volle Unterkategorie aller Z/-Bimoduln, die

1. endlich erzeugt und
2. lokal-g-endlich sind.

Wir wéhlen ein Chevalleysystem {z,, hq }acr fir g, also 24 € ga, ha € h mit [z4,2_4] = hqg
und «a(hy) = 2. Dann definiert 7 : g — g durch zo — z_, und h, — h, einen Antiauto-
morphismus von g, der sich zu einem Isomorphismus U = UPP fortsetzt. Wir wihlen als
Isomorphismus U(g X g) — U @ U die Fortsetzung der Abbildung g x g — U ® U, definiert
durch (z,y) » z@1+1®y.

Somit erhalten wir (abhingig von der Wahl dieser Isomorphismen) eine Kette von Aquiva-
lenzen von Kategorien

U—mod—UZ2URQUPP —mod ZU QU — mod = U(g X g) — mod = g x g —mod.

Die adjungierte Operation von g entspricht unter der gesamten Aquivalenz der Operation von
t:= {(x,—7(z))}. Da g halbeinfach ist, ist es auch €. Damit ist lokal-g-endlich dquivalent zu
lokal-t-endlich und damit zu halbeinfach unter €.

Die universell Einhiillende i/ ist natiirlich ein Bimodul iiber sich selbst und lokal-g-endlich, da
die kanonische Filtrierung invariant unter der adjungierten Operation ist. Fiir ein Ideal I «U/
mit endlicher Z-Kodimension, d.h. dim¢ Z/Z N T < oo, ist U /I ein Harish-Chandra-Modul,
der von rechts von I annihiliert wird. Wir werden zuerst die Unterkategorie solcher Moduln
untersuchen.

2.2 Die Kategorie #'

Sei I «U ein Ideal mit endlicher Z-Kodimension. Wir betrachten die Unterkategorie
HI ={M eH|MI =0}

aller Harish-Chandra-Moduln, welche von rechts von I annihiliert werden. Ist insbesondere
I =U(kerx,)" (mit n € N') fiir einen zentralen Charakter x, : Z — C, so sind die Objekte
in #' Bimoduln mit verallgemeinertem zentralen Charakter von rechts.

Jeder g-Modul F kann als U-Bimodul aufgefait werden, indem man ihn mit der trivialen
Rechtsstruktur versieht. Wir bezeichnen ihn dann mit E'.

Fiir jeden endlich erzeugten &/ —Bimodul X ist die Menge der ad-g-endlichen Vektoren sogar
ein Untermodul ([Di, 1.7.9]). Wir bezeichnen ihn mit X°¥. Die Moduln der Form E'®U/I fiir
endlichdimensionales E sind alle in !, denn sie sind offensichtlich endlich erzeugt und es gilt
(B'e X)) = E'® X4 = E'® X fiir jeden Harish-Chandra-Bimodul X. Denn offensichtlich
ist Bl@ X C (E'®X)* . Andererseits sind aber die isotypischen Komponenten als ¢-Modul
dieselben.

Wir geben nun zuerst eine Beschreibung der Projektiven in ' an.

Satz 2.2.1 (Projektive in 7).
Die projektiven Objekte in H' sind gerade die direkten Summanden von Moduln der Form
E'®U/I, wobei E die endlichdimensionalen g-Moduln durchliuft. H' hat geniigend Projektive.
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Beweis: 1. Die Abbildung

@ : Homgyo(E' @ U/I, X)
¢

—  Homg(E', X)
|_>

-

mit ¢(e) := ¢(e ® 1) ist eine Injektion.

Denn sei C; = (1 + I)c der eindimensionale triviale -Untermodul von ¢/ /I. Der kano-
nische Isomorphismus von Vektorriumen E' ® C; = E' ist auch ein ¢-Isomorphismus.
Somit ist ¢ ein t-Modulhomomorphismus. Da ¢(e ® (u 4+ I)) = ¢le ® (1 4+ I)u) =

Ple® (1 +1))u = ¢(e)u, ist ® injektiv.

2. @ ist [somorphismus, falls X € #! (oder allgemeiner RAnn X D ).
Sei ¢ : E' — X t—linear. Betrachte die komplex-lineare Abbildung

p:EoU/l - X
e@u — Pe)u.

Aufgrund unserer Voraussetzung ist die Abbildung wohldefiniert, und man kann direkt
nachrechnen, daf} sie auch ein Bimodulhomomorphismus ist. Somit haben wir ein Urbild
fiir ¢ gefunden.

3. E'®@U/I ist projektiv.
Der Funktor X ~ Homg(E', X) ist exakt, da alle Harish-Chandra-Moduln halbeinfach
iiber £ sind. Mit Hilfe des funktoriellen Isomorphismus ® erhalten wir, dafy auch X —
Homgyo(E' @ U/I, X) exakt ist.

4. Jedes Objekt in H' ist projektiv priisentierbar.

Insbesondere gibt es geniigend Projektive.

Sei X € H#!. Nun existiert ein endlichdimensionaler g—Modul E, mit einer Surjektion
E'®@U/I—»X. (Dazu wihlen wir endlich viele Erzeuger {z1, -+ ,2,} von X. Weil X ein
Harish-Chandra-Bimodul ist, gibt es einen endlichdimensionalen ¢-stabilen Teilraum E
von X, der alle diese Erzeuger enthilt. Man rechnet leicht nach, dafi Ef = UE = E'oU
ist. Deswegen induziert die Inklusion von F in X einen Bimodulmorphismus E'@U — X,
der surjektiv ist, weil das Bild alle Erzeuger enthilt. Diese Abbildung faktorisiert iiber
I.) Der Kern dieser Surjektion erfiillt wiederum obige Voraussetzungen und somit ist X
projektiv prisentierbar.

5. Alle Projektiven sind von der angegebenen Form.
Sei P ein projektives Objekt in H’. Dann existiert eine Surjektion (in H') wie oben,
die aber spaltet, da P projektiv ist.

&

Zuletzt wollen wir noch die einfachen Objekte in ! mit I = U (ker x,)* beschreiben. Fiir A, s
dominante ganze Gewichte sei

w(a) < 0,YVa € 1, }

Wi = {w €W ‘ w(B) < 0,VB3 € )
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wobei 7y ,die“ Basis fiir W), ist, also my := {a € 7 | (A + p, &) = 0}. Insbesondere ist m = 0,
falls A regulér ist und somit Wy, ,) = W, falls auch p regulér ist.
Fiir M, N € O sei L(M, N) die abkiirzende Schreibweise fiir Homc (M, N)*¥ .

Satz 2.2.2 (Einfache Objekte in #').
Seii € Nt.

1. Alle einfachen Objekte in H! mit I = U (ker x)" haben die Form L(M'()\), L(x - p1)).
2. LIM'(N\),L(z-p)) #0 < x € Win-

Beweis: 1. Jedes einfache Objekt hat echten zentralen Charakter von rechts, also folgt
die Aussage aufgrund der Kenntnisse der einfachen Objekte in Oy = O} bzw. in der
Kategorie der Harish-Chandra-Bimoduln mit echtem zentralen Charakter von rechts
und dem Isomorphismus £(M*()\), L(x - p)) = L(M(N), L(z - 1)) aus [Sol, 4 (a)].

2. Dies folgt direkt aus der Beschreibung der einfachen Objekte in H} (vgl. [Ja2, Korollar
6.26]) und dem Isomorphismus £(M*(\), L(z - p)) = L(M (), L(x - u)) (siehe [Sol]).
¢

Wir formulieren nun noch eine Verallgemeinerung von Satz 1.4.1, auf die wir spéter noch
zuriickgreifen werden. Diese Aussage konnte nicht in der Literatur gefunden werden.

Lemma 2.2.3. Seii € N*. Sei X € H! projektiv mit I = U(ker x\)" fiir ein dominantes
ganzes Gewicht A. Dann ist der Sockel von X eine direkte Summe von Moduln der Form
L(M*(N), L(w, - 1)) fiir geeignete Gewichte .

Beweis: Es reicht zu zeigen, dafl X als Linksmodul frei iiber U (n_) ist. Dann 1duft das Argu-
ment vollig analog zu Satz 1.4.1.

Wir schreiben zur Abkiirzung  := (ker x,)*. Nach [MS, Lemma 5.7] (oder implizit in [Ko,
Theorem 0.13]) ist die universell Einhiillende I/ ein freier Z ® U(n_)-Modul, also gilt

U= (ZeUmn.))
N
als Z ® U(n_)-Modul mit einer geeigneten Indexmenge N. Somit gilt also
(Z/k@UM-)) Szaum U =P (Z/r@U(n-))
N

als Z/k @ U(n_)-Modul. Nun definiert die Multiplikation einen Isomorphismus

(Z//ﬁ@[x[(n_))@('g@u(ni))u = UJI
Z2QnQu — zZnu

als Z/k®U(n_)-Modul. Denn man iiberpriift ohne Miihe die Wohldefiniertheit der Abbildung.
Offensichtlich ist sie surjektiv und mit der kanonischen Graduierung vertriglich und damit
bijektiv. Die Vertréglichkeit mit der Linksoperation folgt direkt mit den Definitionen, da das
Zentrum insbesondere mit ¢/(n_) kommutiert.

Somit ist also U/I ein freier U (n_)-Modul.
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Sei nun E ein endlichdimensionaler g-Modul, dann erhalten wir folgende Isomorphismen als
U(n_)-Moduln

UITRE = PUn)®E
M
= B UounUm)) e E
M
> DU oue) Un-) © E)
M

1
Ny
Y
=

Ny
7

R

D
=
3

fiir geeignete Indexmengen M und M'. Dabei wurde im dritten Schritt die Tensoridentitét
(siehe [GL, Proposition 1.7]) benutzt.

Damit sind also alle Projektiven in H! als Linksmoduln ¢ (n_)-frei und somit auch ihre Sockel.
Das liefert die Behauptung. &

Im nichsten Kapitel werden wir die Hilfsmittel bereitstellen, mit denen das obige Lemma
in der Tat als Verallgemeinerung von Satz 1.4.1 erscheint. Fiir regulires A erhalten wir mit
Korollar 2.3.7, Satz 2.2.1 und Lemma 2.3.4, da X ®; M%()\) eine Vermafahne hat. Nach
Lemma 2.3.5 hat dann jeder Projektive eine Vermafahne. Das liefert dann mit den Ergebnissen
aus [Sol] direkt die Behauptung von Lemma 2.2.3 fiir regulires A.

2.3 Die Kategorie O und der ,,dicke“ Vermamodul

Fiir A € b* sei A := X\ + P(R) das verschobene Gewichtegitter. Mit A" bezeichnen wir den
» Irichter” der dominanten Gewichte in A.

Wir definieren fiir ein dominantes Gewicht A\ und ¢ € N* die Kategorie (’)f\ als die volle
Unterkategorie aller g-Moduln M, fiir die gilt:

1. M ist als g-Modul endlich erzeugt,
2. lokal b—endlich und

3. M = @ M, wobei M. = {m € M | (kerv)’ m = 0}, also direkte Summe
vEX+P(R)
verallgemeinerter Gewichtsrdume ist.

Fiir einen g—Modul M und ein Gewicht v setzen wir M)° = {m € M | (kerv)" m = 0, fiir
ein i} = |J; M. Wir definieren zu A € h* und i € N* den ,verdickten-Vermamodul*

M\ :=U ®u(p) S(h)/(ker M)

Bemerkung 2.3.1. Fiir den Block mit trivialem verallgemeinertem Charakter kann man
den Modul M*(0) auch erhalten, indem man den Vermamodul M (0) mit der Lokalisierung
T von S an St = ker 0 deformiert und anschlieBend mit (S*) spezialisiert. Das liegt daran,
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daB S/incl™'(I) = T/I fiir jedes Ideal I « T vermoge der offensichtlichen Abbildung. (Fiir
fes/ incl1(I) und oBdA. f(0) = 1 ist ein Inverses gegeben durch (1 — f + f2 —--- fi=1)
mit f:= f — f(0). Siehe dazu auch Abschnitt 2.4.)

Lemma 2.3.2. Seii € N*. Fir dominantes Gewicht X ist M*(\) projektiv in OY.
Beweis: Sei N € O%. Dann gilt
Homg(M'(X), N) = Homg(U @y (e) S(h)/(ker X)', N) = Homyg (S(h)/(ker ), N) 22 (N})".

Der letzte Isomorphismus ist natiirlich durch das Auswerten an der Eins gegeben. Da aber alle
Gewichte von N zu demselben Weylgruppenorbit gehéren, gilt (N{)® = Ni. Die Zuordnung
N +— Ni ist exakt. Damit folgt die Behauptung. O

Korollar 2.3.3. dimHomg(M*(\), M(}\)) = dim M(\)} = dim M (), = 1.

Bevor wir den Hauptsatz zeigen, erwidhnen wir noch einige Standardresultate. Insbesondere
geben sie die Motivation und einen alternativen Beweis von Lemma 2.2.3 fiir den reguléren

Fall.

Lemma 2.3.4. Jeder verallgemeinerte Vermamodul hat eine Vermafahne. Fiir jeden endlich-
dimensionalen Modul E und i € N* hat E® M*()\) eine Vermafahne.

Beweis: Da (ker \)’ endliche Kodimension in S(h) hat, existiert also eine Filtrierung von
S(h)/(ker \)* als b-Modul mit eindimensionalen Subquotienten. Anwenden des exakten Funk-
tors U ®yy(p) @ liefert eine Vermafahne. Die zweite Behauptung folgt direkt aus der ersten und
der Tatsache, dal E ® M () eine Vermafahne hat. &

Lemma 2.3.5. ([BGG, Proposition 2])
M = My & My in Oj\ hat eine Vermafahne <= My und Ms haben eine Vermafahne.

Beweis: Die Folgerung von rechts nach links ist klar. Fiir die andere ist zu zeigen, daf} fiir
0 # v € M) und XA maximal der Modul M /Uv eine Vermafahne hat. Denn damit gilt (oBdA

€ (My)y) dann M/Uv = My /Uv & M. Dieser Modul hat kleinere Linge und somit folgt
die Behauptung mit Induktion. (Induktionsanfang: M ein Vermamodul, also unzerlegbar).
Wir wihlen eine Filtrierung M = My D M; D My D --- D {0} mit Vermasubquotienten.
Sei j maximal mit v € M;. Da A maximales Gewicht von M, also auch von M;/M;, ist,
gilt M;/M;; 1 = M(X) und wird vom Bild von v unter der kanonischen Projektion erzeugt.
Andererseits wird v von n annihiliert, also ist /v homomorphes Bild von M (). Insgesamt
bekommen wir also einen g—Morphismus

M(X)—»Uv — M;—M(\).

Die Abbildung ist nicht Null, also injektiv, und somit #v N M;;; = 0. Wir erhalten dann
die gewiinschte Filtrierung als Bild der Filtrierung von M unter der kanonischen Projektion
M—M/Uv. &

In [Sol] wurde der Annihilator eines verdickten Vermamoduls bestimmt mit Hilfe des folgen-
den Satzes:
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Satz 2.3.6. ([Sol, Proposition 2])

Sei M ein g—Modul, der von einem verallgemeinerten Gewichtsvektor v € M (mit A € h*)
erzeugt wird, und die Dimension des verallgemeinerten Gewichtsraumes M° sei endlich.
Auferdem sei M frei erzeugt iber U(n™), d.h. U(n™) @ MM via u ® v — uv. Dann gilt

Annyy M =U Annz M.

Fiir den verdickten Vermamodul zum Gewicht A gelten natiirlich die Voraussetzungen des
Satzes. Fassen wir nun Z via Harish-Chandra-Isomorphismus als Teilraum von S = S(h) auf,

~

so ergibt die Vervollstindigung am maximalen Ideal £()) eine Inklusion j : 25( N < S(ker))-
Somit erhalten wir

Korollar 2.3.7. Fiir A € b* und i € N* gilt

Anng MA(\) = U Annz MP(X\) = U(E o 5 H((ker \)Y) D U(ker )"
Falls X\ requldr ist, gilt sogar Gleichheit.
Insbesondere gilt fiir I = U (ker x,)! und M € O, daB L(M*(\), M) € H .

2.4 Die Deformationskategorie Dy (T)

Zuerst fithren wir einige Bezeichnungen ein. Es sei T = S(ero) die Lokalisierung von S an
0 € h* mit maximalem Ideal m.

Wir bezeichnen mit Mr()) := U ®yp) (Cx ® T) den T-deformierten Vermamodul. Dabei
operiert b auf C, wie gewohnlich und auf T' via der Abbildung b—»h — S — T.

Wir definieren die Deformationskategorie Dy (T) als die kleinste volle Unterkategorie von
g ® T — mod, die

1. Mr()) fiir A € A" enthélt,
2. abgeschlossen ist unter Tensorieren mit endlichdimensionalen g-Moduln und
3. mit einem Objekt auch alle seine direkten Summanden enthélt und

4. abgeschlossen ist unter der Bildung endlicher direkter Summen.

Eigenschaften von D, (T)

e Fiir einen endlichdimensionalen g—Modul E hat der g ® T—Modul E ® My ()) eine
Filtrierung mit Subquotienten isomorph zu M7 (X + v), wobei v die Gewichte von E
durchliuft.

e Der verdickte Vermamodul M*()\) ist zu dem spezialisierten Modul Mr(\) @7 T/m?
isomorph.

e Die Gewichtsraume eines Moduls M € D) (T') seien definiert als
MY :={meM|hm=(h+v(h))m Vheh}.
N—_———’
€T

Dies sind freie T—Moduln von endlichem Rang.
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Operation des Zentrums und Blockzerlegung

Jedes Element z € Z ® T definiert einen Endomorphismus von My (), der die Gewichts-
raumzerlegung respektiert. Somit operiert z auf dem héchsten Gewichtsraum, einem freien
T—Modul vom Rang 1, durch Multiplikation mit einem Element aus 7. Da der Modul von
diesem Raum erzeugt wird, ist dadurch auch schon der gesamte Endomorphismus festgelegt.
Sei xn» : Z®T — T die dadurch induzierte Abbildung, das heifit, fir € Z @ T gilt
xx(x)m = zm fiir alle m € Mp(X).

Der Triger (im folgenden als supp bezeichnet) eines deformierten Vermamoduls Mz () ist
abgeschlossen in Z ® T'. Genauer gilt, da die Gewichtsriume endlich erzeugt sind, die Formel

supp Mr(X) = supp @ (M7 (V)" = | Jsupp((Mr(N))") = [ JV(Ann(Mr(1))")
= V(Ann(Mr (X)) = ker xy,

wobei fiir J C Z® T das Symbol V(J) den Zariskiabschlufl von J beziiglich des (Prim-)Spek-
trums von (Z ® T') bezeichnet (vgl. [Bol, II, 4]).

Die Inklusion ker xy < Z ® T definiert einen Isomorphismus spec T supp M7 (\). Somit
enthélt der Triger von Mp()\) genau einen abgeschlossenen Punkt, ndmlich £(A\) @ T + Z@m.
Damit haben die Trager von Mp(\) und Mp(u) genau dann nichttrivialen Schnitt, wenn A
und p dasselbe maximale Ideal des Zentrums definieren, beziehungsweise, falls sie im gleichen
Weylgruppenorbit liegen.

Blockzerlegung nach zentralem Charakter

Sei nun Tr(x) = Ug(n)=y Supp(Mr(})). Der Tréiger eines beliebigen Moduls aus Dy (T) ist in
einer endlichen Vereinigung solcher Tr(x) enthalten.

Insgesamt liefert uns das eine Zerlegung der Kategorie in durch maximale Ideale des Zentrums
indizierte Blocke

X

wobei der Block D} (T) gerade die Unterkategorie aller Objekte darstellt, deren Triger in
Tr(x) enthalten sind.

Blockzerlegung nach dem Wurzelgitter

Die Gewichtsriume eines Moduls M aus Dy (T') sind T—Moduln. Nehmen wir nun ein Ele-
ment ¢ € h*/ZR, so ist @, .. M" ein g ® T—Untermodul von M. Dadurch erhalten wir eine
Blockzerlegung

pece

DA(T)= P DL(T).

ceEAN/ZR
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Feinste Blockzerlegung

Koppelt man nun in gewisser Weise beide Zerlegungen, kann man diese Zerlegung noch ver-
feinern. Genauer setzen wir
DA(T) = DY N DR,

Das liefert nun die Zerlegung
DAT) = ) DAD). (2.1)
AeAt
Verschiebungsfunktoren

Wir bezeichnen mit pry, die Projektion auf Dy(T) geméfl (2.1). Fiir A\, p € h* mit A — p ein
ganzes Gewicht definieren wir den Verschiebungsfunktor

68 : DiT) — D(T)
M — pr,(E(p—X®M),

wobei E(u — A) den endlichdimensionalen irreduziblen g—Modul mit héchstem Gewicht im
Weylgruppenorbit (mit Fixpunkt Null) von (4 — A) bezeichnet.

Beziiglich der Spezialisierung gelten die folgenden Resultate:
Satz 2.4.1. ([So2], [So3])

1. Die Spezialisierung - @7 T'/m am abgeschlossenen Punkt liefert eine Bijektion zwischen
den Isomorphieklassen aller Objekte in Da(T) und der Projektiven in Oy . Insbesondere
gilt Mp(\) @ T/m = M(N).

2. Fiir J := (ker \)! C T mit i € Nt ergibt die J-Spezialisierung - @1 T/J bis auf Isomor-
phie eine Bijektion zwischen den Objekten von Dx(T) und den Projektiven in Of\.

3. Die Spezialisierung vertauscht jeweils mit der Verschiebung.

Beweis: Siehe [So2, Kapitel 2.1] und [So3, Theorem 6. &

2.5 Der Funktor V fiir die deformierte Kategorie O

Wir formulieren hier nochmals den Endomorphismensatz fiir deformierte Projektive in voller
Allgemeinheit.

Sei dazu A ein dominantes Gewicht. Sei Pr(A) die durch Satz 2.4.1 definierte T-Deformation
des antidominanten Projektiven aus Oy. Sei W := (so | @ € R, (A, &) € Z) die beziiglich A
ganze Weylgruppe. Wir betrachten die Abbildung

§®id

hy: 20T % ger (V5 can

SeT — T Tw T, (22)

wobei +A den Komorphismus zur Translation um A bezeichnet. Sei W) der Stabilisator von
A in W. Es gilt damit folgender
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Satz 2.5.1. (vgl. [So3, Theorem 9])

Sei X dominant und hy die Abbildung aus (2.2). Dann definiert die Multiplikation eine Sur-
jektion Z ® T—» Endggr(Pr()\)) mit Kern ker hy. Das Bild von hy ist T @pw T. Somit
induziert das einen Isomorphismus

T @pw T = Endger(Pr())).

Beweis: Siehe [So3, Theorem 9] unter Verwendung von [So2, Endomorphismensatz]. Die Tat-
sache, da§ A nicht notwendigerweise ganz ist, dndert die Aussagen von [So3, Theorem 9] nicht,
wenn man die Weylgruppe durch die beziiglich A ganze Weylgruppe ersetzt. &

Wir erinnern nun an die Definition des besagten Funktors.

Sei p1 ein ganzes dominantes Gewicht. Sei Pr(u) € D, (T) die Deformation des antidominanten
Projektiven P, € O,. Dann sei
V=V,: Du(T) = T" —mod-T (2.3)
M Homgor(Pr(u), M).

Da alle Objekte in Dy(T') projektiv sind, ist dieser Funktor exakt.

2.6 Der Funktor V fiir Harish-Chandra-Bimoduln

In [So3] wird ein Funktor V von dem Block der Harish-Chandra-Bimoduln mit verallgemeiner-
tem trivialem zentralem Charakter von beiden Seiten in die Z—Bimoduln definiert, mit der
Eigenschaft, da§ er alle einfachen Bimoduln mit nichtmaximaler Gelfand-Kirillov-Dimension
annihiliert und den anderen auf einen Modul der Dimension 1 abbildet. Im folgenden wollen
wir diesen Funktor auf singuldre Blocke fortsetzen. Es wird gezeigt, dafl er fiir beliebigen
ganzen verallgemeinerten zentralen Charakter ebenfalls treu auf Projektiven ist. Wir kénnen
dann auch zeigen, daf} einige weitere Eigenschaften erhalten bleiben.

Verschiebungsfunktoren fiir Harish-Chandra-Bimoduln

Die Operation des Zentrums von U(g x g) zerlegt die Kategorie H in Blocke. Mit analogen
Bezeichnungen wie in Kapitel 1.1 erhalten wir

He @ b B
(C:X)EMax Z x Max Z b /(W)

wobei yH,, aus allen Harish-Chandra-Bimoduln besteht, die verallgemeinerten zentralen Cha-
rakter A von links und g von rechts haben.

Es seien A, y1, \', p' dominante ganze Gewichte. Wir bezeichnen mit pr(, , die Projektion
auf den Block .

Wir definieren den Verschiebungsfunktor

glk') Hy — Hy

(A1)
X — pr(u,u’) (X X E(/'I/ - >‘)l ® E(:ul - )\/)T),
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wobei E(u — A) den endlichdimensionalen irreduziblen g—Modul mit héchstem Gewicht
im Weylgruppenorbit (mit Fixpunkt Null) von (z — A) bezeichnet.

Wir setzen \L,, := Homg (M (p), L(w, - A))*¥ | und AP} sei seine projektive Decke in
W= (X € M | 0= X (2 — xu(2)").

Entsprechend seien § P, und Y, definiert.

Wir bezeichnen mit 65 bzw. 0] die Verschiebung durch die s-Wand von links bzw. von

rechts. Priziser heifit das, wir wihlen zu Gewichten A und p jeweils Gewichte A’ und
!/

p', so daB A — N und p — p' ganz sind und Wy = W, = {1, s} gilt. Dann sind die
Verschiebungen durch die Funktoren

05 := 0&,’% ° 9((A,u) : AHy — My bzw.
A, A
s = 9&5)) ° 0((&5)) Ay — 3Hy

definiert. (Bis auf natiirliche Aquivalenz sind diese Funktoren unabhingig von der Wahl
von A und p'.)

Fiir M, N € O sei L(M, N) die abkiirzende Schreibweise fiir Homc (M, N)*¥ .

Lemma 2.6.1. Seien A\, u dominante ganze Gewichte und W, O Wy. Dann gilt:

R

A, N N
ggu,zgupﬁ =P} bzuw. o np,np,.

Beweis: Wir zeigen nur die erste Aussage, die andere geht vollig analog. Der Modul auf der
linken Seite ist offensichtlich projektiv in ,#]. Auflerdem ist

dim Hom (eggzggﬂpg, L(M(v),L(z - M))) — dim Hom (#P:, 0% (L(M(v), L{z - u))))

nur ungleich Null, falls z das lingste Element ist (siehe [Jal, 4.12 (3)]). In diesem Fall ist der
Raum aber eindimensional. &
2.6.1 Die Definition des Funktors und seine Eindeutigkeit

Wir wollen nun den ,Kombinatorikfunktor V definieren.

Die Definition:

Seien dazu A, 1 (nicht notwendigerweise ganze) dominante Gewichte. Wir nehmen eine Folge
{P"} = {\P} }nen von projektiven Decken von zL, in yHj. Mit einer passenden Wahl von
Surjektionen p; : P'—PJ fiir j < i erhalten wir ein projektives System, d.h. fiir festes
X € \H, ein injektives System {Homy (P?, X)}.

Wir definieren den Funktor Vi, ,) (oder einfach V) durch

VX := lim Homy (P', X).

Der Funktor ist exakt ([La, S.171]) und annihiliert alle Einfachen aufler dem einfachen )L,
mit maximaler Gelfand-Kirillov-Dimension in diesem Block und es gilt dimV(yL,) = 1.
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Eindeutigkeit:

Dariiberhinaus ist er sogar eindeutig durch diese Bedingungen. Denn sei W ebenfalls ein
Funktor mit all diesen Eigenschaften. Wir wéhlen dazu einen Basisvektor v aus W() L,) und
kompatible Urbilder v; € WP? unter den Projektionen Wp;. Da jedes X € AH, schon in
einem ,HJ fiir geniigend grofes n liegt, ist die Abbildung

VX = lim Homy (P, X) — WX
fiir geniigend grofles n wohldefiniert. Man kann leicht nachpriifen, dafl diese Abbildungen
dann eine Aquivalenz der beiden Funktoren bestimmen.

Insbesondere konnen wir bei der Definition des Funktors statt eines Systems von projektiven
Decken in ,H}; auch ein System von projektiven Decken in §#,, wihlen.

V als Funktor in die Kategorie der Bimoduln iiber dem Zentrum:

Wir kénnen V auch als Funktor in die Bimoduln iiber dem Zentrum Z auffassen, indem wir
VX mit der von X geerbten Z-Bimodulstruktur versehen. Durch Vervollstindung an den
Idealen ker x bzw. ker x,, kann man VX auch als S WX @ §We-Modul behandeln. Im folgen-
den werden wir dies nicht mehr unterscheiden.

Zur Abkiirzung schreiben wir ab sofort S* statt S,

2.6.2 Der Chevalleyantiautomorphismus

Der Chevalleyantiautomorphismus 7 (zur Definition siehe Kapitel 2.1) liefert einen Algebren-
isomorphismus U @ U = UPP @ YU°PP und definiert einen Funktor n: H — H, der gerade die
Links- und Rechtsoperation von g vertauscht. Explizit bedeutet das fiir einen Bimodul X:

e 7(X) = X als Vektorraum
e (u,v) € g x g operiert auf n(X) wie (v,u) auf X.

Wir schreiben statt n(X) auch X". Es gelten folgende mehr oder weniger offensichtliche
Aussagen:

Lemma 2.6.2. Fiir X,Y € H und ein beliebiges Gewicht X\ und n € Nt gilt
1. (X ®Y)=nY)®n(X) als Bimoduln
2. Homy(X,Y) = Homy (n(X),n(Y)) als Vektorrdume.
3. X ist projektiv in HY <= n(X) ist projektiv in YH.
4. X ist unzerlegbar <= n(X) ist unzerlegbar.

5. X ist einfach <= n(X) ist einfach.
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Beweis: Die natiirlichen Isomorphismen sind durch die mengentheoretische Identitiit gege-
ben. Man iiberpriift leicht, daf} dies tatséichlich Morphismen in den entsprechenden Kategorien
sind. Die Untermoduln von n(X) sind offensichtlich diesselben wie die Untermoduln von X.
Insbesondere gilt also die letzte der obigen Aussagen. Die Behauptung iiber die Projektivitét
und Unzerlegbarkeit folgt aus der Gleichheit der Morphismenridume. &

Eine weitere wichtige Eigenschaft beziiglich des Zentrums der universell Einhiillenden Algebra
wollen wir ebenfalls festhalten:

Lemma 2.6.3. (vgl. [Di, Lemma 7.4.2], [Ja2, (3.5)])
Der Chevalleyantiautomorphismus T induziert die Identitdt auf dem Zentrum Z von U.

Beweis: Da 7 ein Algebrenantiautomorphismus ist, 148t er insbesondere das Zentrum invari-
ant. Nun gilt aber £(z) = £(7(z)) fiir jedes Element z aus dem Zentrum, da 7 eingeschriankt
auf U(h) nach Definition die Identitdt darstellt. Der Harish-Chandra-Isomorphismus ist aber
insbesondere injektiv, somit gilt z = 7(z) fiir alle z € Z. &

Fiir \, u € h* liefert das eine Aquivalenz von Blécken AH,— yHa. Dies wird beispielsweise in
[Sol] behandelt.

2.6.3 Der Funktor V und Verschiebungen

Im folgenden wollen wir untersuchen, wie sich V mit Verschiebungen verhilt. Wir erwdhnen
einige einfache Aussagen, die schliellich dazu dienen werden, den Hauptsatz dieses Kapitels
iiber die Volltreue des Funktors auf Projektiven zu zeigen.

Lemma 2.6.4. Sein € NT. Seien \, u, N, i’ dominante ganze Gewichte mit Wy O Wy und
Wy 2 Wy,. Fiir einen Bimodul X € \H, gilt folgende Gleichheit als Vektorrdume

Homg(y P20 ") X) = Homy (3P}, X) und
A
Homy (P, 00"4)X) = Homy, (3P, X).

Damit also auch
Vo MIX = VX und

Ny ) _
LX = VX

Beweis: Das ist gerade die Aussage der Adjungiertheit der entsprechenden Verschiebungs-
funktoren gepaart mit der Aussage in Lemma 2.6.1. &

Lemma 2.6.5. Sei n € N*. Seien A\, u,v dominante ganze Gewichte mit Wy C W,. Fiir
einen Modul M € OZ erhalten wir g-Bimodulisomorphismen

LM(N)', M) = L(OKM(N)', M) = L(M(v)", M). (2.4)
Beweis: Der letzte Isomorphismus ist klar, da 6{M(X\)? = M (v)" als g-Moduln. Die Vektor-

raumisomorphismen Hom¢ (M ® E, N) = Hom¢(M, E* ® N) =2 Homc(M, N) @ E* sind mit
der g-Bimodulstruktur vertriaglich und induzieren den ersten Isomorphismus. &
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Lemma 2.6.6. Seien A\, u,v dominante ganze Gewichte und \ reguldr. Dann g¢ibt es eine
natirliche Aquivalenz von Funktoren

von \H, nach S*®SY —mof, wobei resgﬂ’ ; die Restriktion von S*®S” —mof — S*®SY —mof
bezeichnet. Analoges gilt fiir Verschiebungen von rechts.

Beweis: Fiur v regulér ist das nur eine Umformulierung von [So3, Theorem 12].
Fiir Verschiebung von der anderen Seite betrachten wir die Komposition von Funktoren

JHa L \Hy —5 2 —mod —2Z -5 2 — mod 2, (2.5)

wobei 17, ebenso wie 1, gerade die Links-und Rechtsoperation miteinander vertauscht. Offen-
sichtlich ist diese Komposition gerade der Funktor V fiir , . Nun gilt aber nach Lemma 2.6.2

Punkt 1, da§ auf natiirliche Weise n(G((Zf\‘))X) = 98\‘::))77()() fiir einen Bimodul X € ,H, gilt.

Somit erhalten wir folgendes kommutierende Diagramm

o 7 VHo Y S -mod—S"—1 ~ 8" mod—S  (2.6)
) o) I<es |
IIH;L uHV v S* —mod —SY SY — mod —S*.

Fiir singulires v gilt nach Lemma 2.6.4 als Vektorraum V@ Y X > VX fir X € vH A
Dies ist aber dann auch ein S”-Linksmodulisomorphismus. Die S>“— Rechtsstruktur ist nach
Lemma 2.6.5 gegeben durch Einschrinkung der S-Rechtsstruktur auf X. Fiir Verschiebung
auf der anderen Seite benutze man ein (2.6) entsprechendes kommutatives Diagramm, um es
auf den bereits gezeigten Fall zuriickzufiihren. O

Eine Art adjungierte Version des obigen Lemmas ist folgendes

Lemma 2.6.7. Seien A, u,v dominante ganze Gewichte mit Wy C W, und v reguldr. Dann
gibt es eine natiirliche Aquivalenz von Funktoren

VO (o) = (S®S) ®smen V(e), (2.7)
VOO (0) = (S ®S) Bsuns V(o). (2.8)

Beweis: Fiir v regulir ist (2.8) nur eine Umformulierung der Aussagen [So3, Theorem 12
mit Proposition 6]. Zum Beweis von (2.7) betrachten wir wiederum die Komposition von
Funktoren (2.5). Ein analoges Diagramm zu (2.6) liefert den Beweis. O

Fiir singuléres v sollte diese Aussage ebenfalls richtig sein, benotigt aber eine bessere Kenntnis
der Bimoduln mit singulirem verallgemeinertem zentralen Charakter von beiden Seiten.
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2.6.4 Die Volltreue des Funktors V auf Projektiven

Wir erhalten nun als Verallgemeinerung der Resultate von [So3] den folgenden

Hauptsatz 2.6.8 (Verallgemeinerter Struktursatz).
Fiir jeden Block ,H, mit p und v dominante ganze Gewichte existiert ein bis auf Aquivalenz
eindeutiger exakter Funktor

V: H, — C—mod,

mit der Eigenschaft, dafS er alle einfachen Objekte mit Ausnahme des einfachen Objektes mit
mazximaler Gelfand-Kirillov-Dimension in diesem Block annihiliert.
Sein € NT. Der Funktor induziert fiir P € ,H, und Q € yHy projektiv einen Isomorphismus

v HOm'H(P, Q) = HOHIZ@Z(VP? VQ)?
falls v reguldr ist. Fir singuldres v erhalten wir zumindest eine Injektion.

Beweis: Die Existenz des Funktors und die durch die geforderten Eigenschaften gegebene
Eindeutigkeit haben wir bereits in Abschnitt 2.6.1 gezeigt.
Wir fahren also mit dem zweiten Teil der Behauptung fort.

U ist injektiv: V ist exakt, also ein Homologiefunktor, d.h. es gilt V(im(¢)) = im(V(¢)) fiir
alle Morphismen ¢ : M — N und M, N € H.

Denn sei ¢ : im¢ < N die Inklusion. Dann gilt im(V¢) = im(V(i o ¢)) = im(Vi o V¢) =
im(Vi) = V(im ¢). Bei der vorletzten Gleichheit wurde benutzt, dafi V¢ surjektiv ist.

Nun hat aber das Bild von ¢ # 0 stets nichttrivialen Schnitt mit dem Sockel von N, also gilt
mit Lemma 2.2.3 V(im ¢) = im(V¢) # {0}. Somit ist ¥ eine Injektion.

U ist surjektiv: Nun zeigen wir noch Dimensionsgleichheit. Seien P € ,H, und Q € ,H)
projektiv mit p, v dominant ganz. Sei v reguldr. Wir wihlen ein reguldres A im um pu ver-
schobenen Gewichtegitter. Dann erhalten wir

R —— T
Wy
2 4im Homy, (60 P, 60" Q)
® dim H0m5®S(V9((::Z§ P, ng’i; Q)

—~
o~
N2

dimHomggs((S ® S) Qsugs VP, (S @ S) Qsugs VQ)
dim Homgugs(VP, (S ® S) ®suas VQ)
dim Homgugs(VP, P VQ)

Wy

= @ dim HOHIS#@S(VPa VQ)
Wy

Die erste Gleichheit gilt nach [BG, 4.2 ¢)], die zweite wegen der Adjungiertheit der beiden
Funktoren. Die darauffolgende Gleichung ist gerade die Volltreue des Funktors auf reguléren
Blocken (vgl. [So3, Theorem 13]). Mit Lemma 2.6.7 folgt die vierte Gleichheit. Der Rest ist
dann klar, da S ® S freier S ® S#- Modul vom Rang |W,| ist (vgl. [Bo3, 4-6,V 5]). &
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Bemerkung 2.6.9. Wir vermuten dal die Surjektivitdt auch fiir singuldres v gilt. Dazu
miissten wir zeigen, daf} 9 Q projektiv ist in H! fiir geeignetes I, so daf der Struktursatz
[So3, Theorem 13] gilt.

Auch fiir singuldren verallgemeinerten zentralen Charakter von beiden Seiten, erhielten wir
damit das Resultat durch eine entsprechende Rechnung wie oben, unter der Voraussetzung,

daB (S ® S%) @guggr VY = Vo(“”’gy als S ® S”-Bimoduln fir Y = P und Y = Q gilt.

Dazu nehmen wir an, dafl es ein X € ,H), gibt, mit g\~ ’/\)X 2 Y. Dies ist keine grofie
Einschrinkung, da wir notfalls statt ¥ eine direkte Summe V'®...®Y nehmen konnen, was
an unserem Dimensionsargument nichts dndert.

Wir erhalten damit folgende Isomorphismen als S ® S”-Bimoduln:

M) o ) o)
VoY = V000X
o ) gAY
= VO X

A

~

~ (S® 8"

=~ (S®SY)
)

= (S ® SU)(S,U.®SV)VY.

Dabei wird im ersten Isomorphismus nur die Definition von X benutzt. Fiir den zweiten Iso-

morphismus verwende man, dafl man jede Verschiebung als Komposmon einer Rechts- und ei-

(1ot o glistt) gOA') o (D) (1)
Gy =00, %0 = 00000000

als Funktoren von xHy nach ,#, fiir beliebige ganze Gewichte A, X', 1 und p'.

Fiir den dritten Isomorphismus benutzen wir Lemma 2.6.6 und dann Lemma 2.6.7. Im
néichsten Schritt machen wir von der Tatsache Gebrauch, dafl die Rechts- und Linksbimodul-
operationen vertauschen. Zuletzt verwenden wir nochmals Lemma 2.6.6. Mit der Definition
von X folgt die Aussage fiir Y und damit die gesamte Behauptung.

ner Linksverschiebung schreiben kann. Genauer heifit das: ;%

Nun sei wiederum I C U ein Ideal mit endlicher Z-Kodimension. Insbesondere kénnen wir

= U(ker xy)" fiir ein beliebiges dominantes Gewicht A withlen. Dann gelten die folgenden
Verallgemeinerungen von [So3] fiir die Gelfand-Kirillov-Dimensionen. Als Quelle fiir die Stan-
dardaussagen gelte wiederum [Ja2]. Sie dienen als Vorbereitung zum Beweis des Satzes 2.6.13,
der besagt, da} V mit Tensorproduktbildung vertauscht.

Lemma 2.6.10. Sei X € H!,Y € "H. Dann gilt
GKdim X > GKdim (X ®; Y) < GKdim Y.

Beweis: Offensichtlich ist RAnn(X ®; Y) D RAnnY. Aufgrund des Beweises von Satz 2.2.1
Teil 4 existiert ein endlichdimensionaler g—Modul E mit einer Surjektion

E'®@U/RAm(X @y V)X oy Y.
Also gilt ([Ja2, 8.6])

GKdim (X ®yY) < GKdim (E' @ Y/ RAnn(X ®y Y)).
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Andererseits existiert nach [Ja2, 6.11] eine Injektion 2// RAnn(X ®yY) — E* @ X @, Y.
Somit erhalten wir GKdim (X ®;Y) = GKdim (E' @ U/ RAnn(X ®y Y)).
Insgesamt ergibt das (vgl. [Ja2, 8.8 und 10.3])

GKdim (X ®y Y) = GKdim (// RAnn(X ®y Y)) < GKdim ({/ RAnnY') = GKdim Y.
Die andere Ungleichung gilt natiirlich v6llig analog. O
Lemma 2.6.11. Sei X € H!,Y € ™. Dann gilt

GKdim X > GKdim Tor;(X,Y) < GKdim Y.

Beweis: Fiir j=0 ist das gerade Lemma 2.6.10. W&hlt man nun eine projektive Auflésung
P* von Y in "M, dann ist Torj(X,Y) = H;(X ®y P*). Man erhilt GKdim (Tor;(X,Y)) <
GKdim (X ®; P/) < GKdim (X) und natiirlich Analoges fiir Y. &

Lemma 2.6.12. Seien A und p1 dominante ganze Gewichte. Sei yL,, der einfache Bimodul in
AH, mit mazimaler Gelfand-Kirillov-Dimension. Dann gilt fir X, p, v ganz und dominant

V(/\Lu Qu uLV) = V(ALU)-

Beweis: Sei zuerst A\ = p, dann ist yL, = soc(U/Uker x)) C U/Uker x,. Sei K der Kokern
dieser Inklusion. Der Funktor - ® , L, liefert die exakte Sequenz

Torq (K, uLU) — /\LM Ru MLV — U/Z/{ ker x» ®u MLV%)K Ru MLV'

N
Wendet man darauf den exakten Funktor V an, erhélt man eine exakte Sequenz der Form
VTor (K, Ly) = V(\L, ®u pLy) = V(\L,) V(K ®uy ,Ly).
Es gilt nach Lemma 2.6.11 aber VTor(K, ,L,) = 0, da in K nur einfache Moduln mit

nichtmaximaler Gelfand-Kirillov-Dimension vorkommen. Ebenso gilt V(K & ,L,) = 0 nach
Lemma 2.6.10. Das ergibt den behaupteten Isomorphismus.
Verschiebung auf die Wand liefert dann auch einen entsprechenden Isomorphismus fiir A = —p.
Fiir —p # X # p betrachten wir die Abbildung
comp : L(A (1), A(w, - A) Qu LIA(), Alw, - 1)) — L{A(v), Alw, - X))
f®grm foiog,
wobei 4 die Inklusion des Sockels A(w, - ) in A(u) bezeichnet. Die Wohldefiniertheit folgt

direkt aus den Definitionen der Operationen und [Ja2, 6.8 (6)]. Es ist sogar ein nichttrivialer
U-Bimodulmorphismus, also surjektiv. Das liefert dann eine surjektive Abbildung

V(zLy ®u wLy)—+V(\Ly),
und es reicht somit aus, die Dimensionen zu vergleichen. Nun gilt aber
dlmV(/\Lu Ru uLu) = [)\LM Ru MLV : )\L,/]
[—pLy ®u pLy © —pLy]
< [uLlp®upuLly : pLy]
1.

Das ergibt somit die Behauptung fiir beliebige dominante ganze Gewichte A\, ;1 und v. &



2.6. Der Funktor V fiir Harish-Chandra-Bimoduln 35

Zuletzt zeigen wir noch (vgl. [So3, Proposition 13]), daB der Funktor mit Tensorieren ver-
tauscht. Sei (®) der Bifunktor H! x "H{ — #H, der zwei Bimoduln iiber &/ miteinander
tensoriert. Analog sei (®z) fiir Z-Bimoduln definiert.

Satz 2.6.13. Seien X\, pu, v dominant ganz. Dann erhalten wir eine natiirliche Aquivalenz
von Bifunktoren

(®2)(VxV)=2V(®y): AHp Xy Hy — AHo.

Beweis: Wir konstruieren induktiv eine natiirliche Transformation.

Definition der natiirlichen Transformation:

Sei zuerst 4 = v. Wir wihlen nichttriviale Morphismen f) , : {P, = xP, — L(A(1), A(X))
und f, , : }LPM = P, — L(A(u),A(p)). Das liefert aufgrund der Projektivitit von )P,
und der Gestalt des Sockels von L£(A(u), A(M)) eine Abbildung ¢ = ¢'(\, , 1), so daB das

Diagramm

)\Pu

P (2.9)

fk,u®fu,u

©Pu ®u By L(A(n), AN)) @u U/ ker x, = LA(1), A(N))

kommutiert. Schliefflich konnen wir wiederum mit universellen Eigenschaften induktiv Abbil-
dungen ¢" = ¢™ (A, p, p) definieren, so dafl das folgende Diagramm kommutiert.

n Prn n—1
)\_PM /\Pu

e g AL (2.10)

n®Prn  p_
P, @y P, 0P @y P,
Verschiebung zum singuldren Punkt liefert dann eine nichttriviale Abbildung HE//\\:;)p ) I Wir

konnen sie auf einen geeigneten direkten Summanden iP_ , 7u einer nichttrivialen Abbil-
dung fr—, : \P_ , — L(A(—=p),A(})) einschréinken und erhalten eine nichttriviale Abbil-
dung }\Pu Qu LP_,, — L(A(=p),A(N)). Aufgrund der Projektivitdt und der Gestalt des
Sockels von L(A(—p), A(N)) liefert das wiederum eine Abbildung ¢'(\, 1, —p), so daBf ein
(2.9) entsprechendes Diagramm kommutiert. Analog zu (2.10) liefert das dann auch Morphis-
men ¢n(>\, My _P)-

Fiir den allgemeinen Fall definieren wir

A,
¢n(>\’ My V) = 9(()\’3)p)¢n(>‘7 ey _p)
Insgesamt liefert das fiir X € \H, und Y € ,H, eine natiirliche Transformation ¢x y durch

ox,Y

VX)@V(Y) =3 V(X eyY)
{freimt = {fn®gnod"(\pv)} (2.11)
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Die dafiir notwendigen kommutativen Diagramme folgen direkt aus den Definitionen. Die
Vertréglichkeit mit der Operation des Zentrums {iberpriift man ebenfalls direkt ohne gréflere
Miihe.

Nun bleibt noch die Bijektivitit zu zeigen.

Surjektivitit: Fiir die Surjektivitit konnen wir uns auf einfache Bimoduln beschrinken. Denn

sei X' L x % x" exakt, dann erhalten wir das kommutative Diagramm

A\ id A\ V(id
V(X') @2 V(Y) — D y(x) 05 v(v) 222 ) yixny 9, V(Y) —0
l(ﬁx,y l¢x,y l(ﬁx,y (2-12)
VX' &y V) — 2 y(X @y V) ——2) | yix @y, Y) 0

mit exakten Zeilen. Nehmen wir nun an, daf§ die beiden dufleren vertikalen Abbildungen sur-
jektiv sind, erhalten wir mit dem Fiinferlemma die Surjektivitit der mittleren Abbildung.
Analoges gilt natiirlich fiir Tensorieren von der anderen Seite.

Fir (X,Y) # (\Ly, L) liefert Lemma 2.6.10 die Behauptung. Fiir (X,Y) = (AL, ,L,) folgt
sie mit Lemma 2.6.12.

Injektivitit: Fur die Injektivitdt nehmen wir zuerst an, dafl X € AHZ projektiv ist. Es sei
J = (ker x,)* C Z. Dann ist X nach Satz 2.2.1 ein projektiver U /U.J-Rechtsmodul. Damit
ist also der Funktor V(X ®; ) exakt. Wir werden nun mit Induktion iiber die Linge von
Y argumentieren. Wir iiberpriifen daher zuerst die Aussage fiir einfache Moduln Y. Wir
unterscheiden die beiden Fille:

Y # ,L,: Dann ist V(X ®;,Y) = 0 nach Lemma 2.6.10 und V(X) ®z V(Y') ist offen-
sichtlich ebenfalls trivial.

Y = ,L,: Sei zuerst u = v. Fiir k = ker x,, gilt dann V(Y') = V(U /sU), und wir erhalten

dmV(X @, Y) = dimV(X &y U/(kU))
= dimV(X/Xk)
= dimVX — dimV(Xx)
= dimVX — dim((VX)k)
= dimVX/((VX)k)
= dimVX ®z Z/k
= dimVX ®z VY,

wobei wir fiir die erste Gleichung das Lemma 2.6.10 und fiir die vierte Gleichheit nur
die Operation des Zentrums auf VX verwendet haben. Fiir v = —p folgt die Gleichheit
der Dimensionen durch Verschieben (von rechts). Damit folgt dann auch einfach die
Aussage fiir beliebiges ganzes v.

Nun ist der Funktor VX ®z V(e) zumindest rechtsexakt. Sei M < Y —»N eine kurze
exakte Sequenz mit M, N # 0. Somit stimmt nach Induktionsannahme die Behauptung
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fiir M und N und wir erhalten

dim(VX ®z VY) < dim(VX ®z VM) + dim(VX ®z VN)
= dim V(X ®y M) + V(X @y N)
= dimV(X @y Y)

Da alle Rdume endlichdimensional sind, folgt damit die Bijektivitéit. Fiir beliebiges X
wéhle man eine projektive Prasentierung von X.

¢



KAPITEL

3

Hauptserien, Vervollstandigung und
Dualitat

In diesem Kapitel fiihren wir die sogenannten Hauptserien ein und wiederholen die
wichtigsten Resultate iiber Vervollstindigung im Sinne von [Jo5].

Mit Hilfe dieser Ergebnisse erhalten wir als erstes Resultat, dafi das Duale einer
Hauptserie wiederum eine solche ist. Das Hauptresultat dieses Kapitels beschreibt
die Homomorphismen und Erweiterungen zwischen Hauptserien. Insbesondere er-
halten wir die Unzerlegbarkeit aller Hauptserien. Diese kann jedoch auch ohne Ver-
wendung der Vervollstindigungsfunktoren gezeigt werden (siehe Lemma 3.3.1). Als
Folgerung daraus erhalten wir die Existenz sogenannter ,getwisteter Kippmoduln*
und ihre Charakterformeln.

Alle Ergebnisse dieses Kapitels lassen sich ohne Probleme auch auf singulire ganze
Gewichte iibertragen.

3.1 Hauptserien und Josephs Vervollstindigungsfunktoren

Wir wollen im folgenden Abschnitt kurz die Zusammenhéinge zwischen Josephs Vervollstindi-
gungsfunktoren und unseren Hauptserien beschreiben.

Wir fassen zuerst die fiir uns wesentlichen Aussagen von [Jo5] und [Jo4]| nochmals zusammen.
Wir bezeichnen fiir Weylgruppenelemente z und y und ein dominantes Gewicht A € h* mit
P(zay-n) die Hauptserie L(A(z - X),V(y - X)). Falls X\ = 0 schreiben wir einfach Ple,y) und
statt P, einfach P.

Definition 3.1.1. Fiir z € W ist Josephs Vervollstindigungsfunktor C, auf Oy definiert
durch

C.(M) := L(A(z™" - 0), M) @y A(0).

Statt C,,_, schreiben wir meist einfach C,.
Fiir M einen dualen Vermamodul bezeichnen wir solche Objekte aus O ebenfalls als Haupt-
serien.

38
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Eigenschaften

1.

2.

([Jo4, 2.2]) Der Funktor C, ist kovariant und linksexakt.

([Jo5, 2.9]) Es gibt eine natiirliche Aquivalenz von Funktoren C, = Cy, --- C,,, wobei
T =51 ... -8y eine reduzierte Zerlegung von z ist.

([Job, Lemma 2.10]) Es gilt C,V(0) = V(z - 0) fir alle z € W.

Nach Definition entspricht C,-1V(y - 0) gerade der Hauptserie L(A(z -0),V(y-0)) =
Pz, unter der Aquivalenz von Kategorien aus [BG]. In der Grothendieckgruppe gilt
(nach [Job, 3.1])

[CoV(y-0)] = [Azy - 0)]

fiir alle z, y € W. Einen Beweis dieser Tatsache findet man in [Di, 9.6.2].

([Jo4, Lemma 2.5]) Fiir eine einfache Wurzel « ist

A(sqz-0) falls spz < z

Az - 0) sonst. (3.1)

C.A(z-0) = {

Auf Vermamoduln stimmt somit Josephs Vervollstindigungsfunktor mit dem von En-
right definierten (siehe [E]) iiberein. Zusammen mit den bereits genannten Eigenschaften
gilt insbesondere fiir alle y € W

L(A(w,-0),V(y-0)) @y A0) = A(w,y - 0).

. Die Inklusion A(sq - 0) < A(0) liefert fiir jede einfache Wurzel o und jeden Modul M

in Oy eine kanonische Abbildung ¢§, : M — C, M.

e Wir bezeichnen mit D_ M ihr Bild. Der Kern dieser Abbildung ist (nach [Jo4,
Lemma 2.4]) der grofite a-endliche Untermodul von M, das heifit der grofite Un-
termodul, der nur Kompositionsfaktoren der Form L(z-0) mit (x-0, &) > 0 besitzt.
Wir bezeichnen M als a-frei, falls die Abbildung ¢%, injektiv ist. Insbesondere ist
also jeder Vermamodul a-frei.

Man beachte, dafi diese Definition nicht mit der in [Ja2] {ibereinstimmt.

e Wir nennen M «-cofrei, falls M* a-frei ist und setzen DI M := (D_ (M*))*. Ins-
besondere ist also jeder duale Vermamodul a-cofrei.

7. Der Vektorraumisomorphismus Homc (M, N*) = (N @ M)* induziert (vgl. [Ja2, 6.8

(11)]) einen Isomorphismus £(M, N)"7 = L(N*, M*) fiir alle Moduln M und N aus O.

3.2 Hauptserien und ihre dualen Hauptserien

Wir wollen nun zeigen, dafl das Duale einer Hauptserie wiederum eine Hauptserie ist. Genauer
gilt der folgende

Hauptsatz 3.2.1 (Dualitétssatz).
Fiir alle Weylgruppenelemente x gibt es einen Isomorphismus von Harish-Chandra-Bimoduln

7D(*fl:,y) — Plwow,woy)-
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Beweis: Der Beweis lauft durch Induktion iiber die Linge von zx.
Sei nun £ = e und z = wyy. Auflerdem definieren wir ¢ und b € W durch w, = az und
b = aw,. Dann erhalten wir die folgenden Isomorphismen

P(wo,woy) = ( (wo - 0), (woy 0))
~ L£(A(a '5-0),V(z-0)) = L(A(0),Cy-1C,V(z - 0))
=~ L£(A(0),Cyp-1V(az-0)) = L(A(0), Cy-1A(w, - 0))
= (

L(A0), A(b™ w, - 0)) 2 L(A(0), Ay - 0))
P,

y)?

da b lw, = w, 'a tw, = w, 'z = y gilt. Das liefert den Induktionsanfang.

Fiir eine einfache Spiegelung s mit s > x liefert die exakte Sequenz
Az -0) = OsA(z - 0)—»A(zs - 0)
fiir alle y € W (wegen Eigenschaft 4 des vorherigen Abschnitts) eine exakte Sequenz
0« L(A(z-0),V(y-0)) & 07L(A(z-0),V(y - 0)) +— F(A(ws -0),V(y - 0))1 0. (3.2)

~" ~" ~"

=A =B :P(ms,y)

(Fir den mittleren Term siehe man Lemma 2.6.5.) Andererseits liefert die exakte Sequenz

A(wexs - 0) = OsA(wox - 0)—A(woz - 0)
die exakte Sequenz
0 < L(A(wozs - 0), V(woy - 0)) +— 05 L(A(woz - 0), V(woy - O)) &r L‘( (woz - 0), V(woy - 0)) + 0.

J ~
~~ ~~ ~~

Plwoes,woy) =D =C

Nach Induktionsannahme existiert ein Isomorphismus v : C*=A. Nun vertauscht (mit [Ja2,
6.8 und 4.12]) die Dualisierung mit der Verschiebung, das heifit wir kénnen einen Isomorphis-
mus f: D* = (0,C)* = 0,C* wihlen. Das liefert einen Isomorphismus W =04p0B: D —
07 A = B. Wir erhalten das folgende Diagramm

0 A e B P(zs,y) 0 (33)
.
0 C* can* D* P(woxs,woy) —

Man kann durch etwas aufwendige Rechnungen zeigen, dafy dieses Diagramm sogar kommu-
tiert und einen Isomorphismus zwischen den Kernen liefert. Fiir unseren Fall reicht es jedoch
aus, dafl auf der rechten Seite jeweils Kerne der kanonischen Abbildung stehen, diese also
isomorph sind. (Siehe auch Bemerkung 3.2.3 b.) &

Das folgende Lemma ist eigentlich ein Korollar aus dem Hauptsatz. Es ist allerdings das zen-
trale Hilfsmittel zum Beweis des Homomorphismensatzes.

Wir geben zwei Argumente an, die dieses Lemma beweisen. Das erste ist rein kombinato-
risch und unabhéngig vom Hauptsatz, aber 148t wohl den eigentlichen Grund der Aussage
nicht erkennen. Das zweite geht eher auf die Definitionen zuriick und verwendet neben dem
Hauptsatz, daf ein durch C, vervollstindigter Modul stets a-frei ist.
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Lemma 3.2.2. Seien z, y € W und M := L(A(z-0),V(y-0)) @y A(0) € Oy die zugehirige
Hauptserie. Dann ist fiir jede einfache Spiegelung s = so mit xs > x der Modul M stets
a-cofrei.

Beweis: Das folgt direkt aus [Jo5, 2.2] unter Verwendung der Charakterformeln fiir Hauptse-
rien. Denn mit den Bezeichnungen aus [Jo5] gilt fiir M := C,-1V(y - 0):

[DiM] = —[CoM]+[M]+ s[M]
= —[A(sz 'y 0)] + [A(z 'y 0)] + [A(s(zTy) - 0)]
= [A(z"'y-0)]
= [M]

und nach Definition von D} ist M somit a-cofrei. Also ist die Aussage bewiesen.
Man kann es aber auch wie folgt sehen:
Wir betrachten den dualen Modul M* =2 L(A(wez - 0), V(wey - 0)). Es sei z < xs1, also

wox > wexrsy. Wir wihlen eine reduzierte Zerlegung w,z = s, - ... sy mit s; = s,,. Nach
Definition gilt M* = C,, --- C,, V(w,y - 0). Insbesondere (siehe [Jo5, 3.2]) ist dieser Modul
aq-frei, also ist M selbst a;j-cofrei. Das ist gerade die Behauptung. &

Bemerkung 3.2.3.

a.) Wir kénnen mit einem Isomorphismus von Py, gs ., in das Duale von Py , einen ent-
sprechenden Isomorphismus von Py, ¢ w,. in das Duale von P, , fiir zs > x auch expliziter
angeben. Aufgrund der Definitionen gilt:

(E(A(x-O),V(z-O)))*% (E(A(O),CflV(z-O)))* = £(A(0), (C,1V(2-0))")

Definieren wir nun y = w,z, dann erhalten wir mit [Jo5, 2.6] und Lemma 3.2.2
C, 1V(2-0) = (C4(CsC,1V(z-0))*)",

also

1%

£(A0), (€, 9(2-0)") (A(0),C4(Cpr V(2 0))")

c
~ .c(A( £0), Clupas) 1V (woz - 0))
c

2

(A(’LUOZE - 0), V(wyz - 0))

b.) Im nichsten Kapitel wird unabhingig von Hauptsatz 3.2.1 gezeigt, dafl das Diagramm
(3.3) im Beweis des Hauptsatzes 3.2.1 (bis auf einen Skalar) kommutiert, da der entspre-
chende Morphismenraum eindimensional ist.

c.) Die Art des Beweises von Hauptsatz 3.2.1 zeigt, dafl die Aussage des Hauptsatzes nicht
direkt auf der Definition der Vervollstindigungsfunktoren basiert, sondern vielmehr auf
der Existenz einer exakten Sequenz der Form (3.2). Der entsprechende abstrakte Kontext
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wird schon in [AL] beschrieben. Andererseits ermoglicht es die Beschreibung der Hauptse-
rien als semiinduzierte Moduln (siehe ebenfalls [AL]) oder auch als geometrische Objekte.
Dabei bedeutet letzteres die Beschreibung der Hauptserien als lokale Kohomologiegruppen
von Linienbiindeln auf der Fahnenmannigfaltigkeit (siehe [AL]) oder auch direkt als D-
Moduln unter Verwendung der geometrischen Beschreibung der Verschiebungsfunktoren,
wie sie beispielsweise in [BGi| zu finden ist.

d.) Die Argumente gelten voéllig entsprechend auch fiir singuldre ganze Gewichte.

3.3 Endomorphismenringe und Selbsterweiterungen der
Hauptserien

In diesem Abschnitt wollen wir einige Endomorphismenringe und Selbsterweiterungen von
Hauptserien bestimmen. Ein erster Schritt in diese Richtung ist die Unzerlegbarkeit der
Hauptserien. Obwohl dies anscheinend eine wohlbekannte Tatsache ist, war ein Beweis in
der Literatur nicht aufzufinden.

Deshalb zeigen wir zuerst folgendes
Lemma 3.3.1. Alle Hauptserien Py, (mit z, y € W) sind unzerlegbar.

Beweis: Betrachten wir wiederum zu z € W eine Sequenz der Form (3.2), vertauschen via
n die Links- und Rechtsstruktur und wenden darauf unseren Funktor nach O an. Schlielich
schreiben wir die erhaltene Sequenz einfach als A — 6,A— B.

Nehmen wir nun an, A sei zerlegbar, dann ist es auch B. Denn sei A = C' @ D. Da die
Inklusion der Identitit auf dem auf die Wand geschobenen Modul A entspricht, liefert diese
direkte Summenzerlegung zwei exakten Sequenzen der Form

C— 6,C —»cokery
D — 6,D —»cokersy.

mit coker; @ cokers =2 B. Nehmen wir nun an, B sei unzerlegbar und sei coker; = 0. Wir
unterscheiden die beiden folgenden Félle:

I.) Es gibt kein z € W mit s > z und [C' : L(zs-0)] # 0. Dann ist aber 6,C = 0, was
zum Widerspruch fiihrt.

I1.) Es gibt ein z € W mit s > z und [C' : L(zs-0)] # 0. Der Einfachheit halber wéhlen
wir z maximal. Dann gilt aber [0,C : L(zs-0)] = 2[C : L(zs-0)].

Damit folgt die Zerlegbarkeit von B. Induktiv erhalten wir (da alle Vermamoduln unzerlegbar
sind) die gesuchte Aussage. &

Eine stiarkere Aussage als die Lokalitit der Endomorphismenringe liefert der folgende Haupt-
satz. Zu dessen Beweis ben6tigen wir das zentrale

Lemma 3.3.2. Sei a eine einfache Spiegelung. Sei f : M — N ein Morphismus ungleich
Null in Oy, wobei M ein a-cofreier Modul ist. Dann ist die induzierte Abbildung

Cof : CoM — CoN

nicht trivial.
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Beweis: Der Vervollstdndigungsfunktor ist linksexakt. Deshalb liefert die exakte Sequenz
0—kerf— M—-imf—0

(unter Verwendung von [Jo4, 3.4]) eine exakte Sequenz

0 — Cyker f <3 CoM 24 Cpim f—5X — 0.
Wir miissen zeigen, dal C, ker f # C,M gilt. Nehmen wir Gleichheit an, also
Coker f = C, M, (3.4)
und betrachten wir (siehe [Job, 3.2]) die folgenden zwei exakte Sequenzen:

0— Cukerf — CZ2kerf — Dlkerf—» Dykerf —0
0 CoM - C.M — DM — DM —0,

wobei der Funktor D, die Komposition der Funktoren D} C, nach [Jo4, 3.6] ist. Somit
erhalten wir aufgrund unserer Annahme (3.4) die folgende Gleichheit: D} ker f = D} M.
Andererseits ist M aber a-cofrei, also M = DI M, und D/ ker f ist nach Definition eine
Teilmenge von ker f. Weil f nichttrivial ist, ist die Teilmenge echt in M enthalten. Damit
erhalten wir aber einen Widerspruch und somit ist C, f nicht die Nullabbildung. &

Das Lemma 3.2.2 sichert die Existenz ,geniigend vieler* a-cofreier Moduln und macht das
vorhergehende Lemma zu einem starken Hilfsmittel.

Mit diesen Ergebnissen konnen wir nun Endomorphismen und einige spezielle Homomorphis-
menrdume von Hauptserien bestimmen. Es stellt sich insbesondere heraus, daf sie sich in
diesen Fillen in der Tat wie Vermamoduln verhalten.

Hauptsatz 3.3.3 (Homomorphismensatz).
Seien x, y € W und s eine einfache Spiegelung, so dafl y > ys. Wir setzen zur Abkiirzung

A = L(Az-0),V(y-0)),
B = L(A(z-0),V(ys-0)).

Dann gelten die folgenden Aussagen:

a.) Endy(A) = Endy(B) = C.

Insbesondere haben alle Hauptserien eindimensionale Endomorphismenringe.

b.) Homy (A, B) = 0.
Fiir ¢ = w, bedeutet das gerade Homg(A(woy - 0), A(weys - 0)) = 0.

c.) Homy(A,05A) = Homy (A, 0;B) = Homy(B,0;A) = Homy(B,0;B) = C.
d.) dim Endy(65;A4) = dimEndy (6:B) = 2.

e.) Homy (B, A) =C.
Fir = w, bedeutet das gerade Homg(A(woys - 0), A(wey - 0)) = C.
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f.) Die Sequenz

can can

0—-A=56A=B—0 (3.5)

spaltet nicht in H.

g.) Fiir tx < x mit einer einfachen Spiegelung t gilt

Homy (Py, Py) = C.

Beweis: a.) Ist £ = w,, dann entsprechen A und B nach Eigenschaft 5 in Abschnitt 3.1

einem Vermamodul und die Aussagen sind wohlbekannt. Andernfalls gilt nach (eventuell
mehrmaligem Anwenden von) Lemma 3.3.2 fiir beliebiges z € W

Endy (L(A(z-0),V(2-0))) < Endy (L(A(w, - 0),V(z-0)))
= Endp(A(w,z-0)) =C

Das ergibt die Behauptung.

Wire die Aussage falsch, erhielten wir mit einer Schlufiweise wie oben eine nichttriviale
Abbildung vom Vermamodul A (w,y-0) in den Vermamodul A(w,ys-0). Mit der Bedingung
ys < y, also wey < weys, erhalten wir einen Widerspruch. Deswegen besteht der fragliche
Morphismenraum nur aus der Nullabbildung.

Wir erhalten aus (3.5) die exakte Sequenz
0 — Endy (A) — HOm'H(A, GSA) — HOmH(A, B),
~C —

wobei wir bereits die beiden dufleren Terme bestimmt haben. Damit gilt die erste Aussage.
Die iibrigen Behauptungen folgen direkt aus 834 = 6;B und der Selbstadjungiertheit der
Verschiebung 6.

Diese Aussage ist nun offensichtlich, da 6 selbstadjungiert ist und die Eigenschaft 62 =
05 ® 0, erfiillt.

Betrachten wir einen (bis auf Skalar eindeutigen) Morphismus
f € Homy (P(e,ys)ap(e,y)) = Homg(V(ys ’ O)a V(y ’ 0))

Dieser induziert mit Lemma, 3.3.2 einen nichttrivialen Morphismus von B nach A. Ande-
rerseits liefert die Sequenz (3.5) auch eine Inklusion

Homy (B, A) — Homy (B, QSA)
und somit ist dim Homy (B, A) = 1.

Wenden wir den Funktor Homy (B, e) auf die gegebene Sequenz (3.5) an, liefert das mit
dem bereits Bewiesenen die exakte Sequenz

can o

0 — Homy (B, A) — Homy(B, 0,A) LS Homy (B, B).

Damit hat aber die Identitdt id € Homy (B, B) kein Urbild unter der letzten Abbildung.
Somit spaltet die Sequenz nicht.
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g.) Fir z = w, entspricht das Urbild einem dominanten Vermamodul und die Aussage ist
aufgrund der Charakterformeln fiir Hauptserien klar.
Ansonsten induziert jede nichttriviale Abbildung f € Homy (P,, Pi;) einen von Null ver-
schiedenen Morphismus in Homy (P4, 4, P(tz2,tz)) filr jede einfache Spiegelung z mit der
Eigenschaft xz > x. Vertauscht man die Links- und Rechtsoperation von g, erhélt man
also f1 € Homy(P(z,22), Pta,txz)) das nicht die Nullabbildung ist.
Wiederholt man dieses gesamte Verfahren, erhilt man schlielich

Homy (Py, Pr) — Homy (Pu,, Puw,a) = Homg(A(0), Cow, V(wea - 0)) = C

fiir eine geeignete einfache Spiegelung a. Daf es aber eine nichttriviale Abbildung zwischen
den beiden besagten Ridumen gibt, ist bereits bekannt ([Jo4, 4.7]).

&

Mit Hilfe des vorangehenden Hauptsatzes erhalten wir ein neues Ergebnis, das bestétigt, dafl
sich die Hauptserien wie Vermamoduln verhalten. Genauer zeigen wir das Verschwinden der
Selbsterweiterungen und gewisser Erweiterungen ,benachbarter* Hauptserien.
Dennoch dndert das nichts an der Tatsache, daf§ es gravierende Unterschiede geben kann. Zu
nennen wéren da beispielsweise héherdimensionale Morphismenridume zwischen einer Haupt-
serie und ihrer dualen oder auch die Nichtrigiditit (siehe dazu Kapitel 5.2.2).

Satz 3.3.4 (Erweiterungen von Hauptserien).

Seien z und y € W beliebig. Sei A = L(A(z-0),V(y-0)) und B =L(A(z-0),V(ys-0)) fir
s eine einfache Spiegelung mit y > ys.

Dann gilt fiir A := A ®y A(0) und B := B @y A(0) beziiglich Erweiterungen in Oy :

a.) Ext'(A, A) = Ext'(B, B) = 0.
b.) Ext'(A, B) =0.

c.) Ext'(4,0,A4) = Ext'(B,0,B) =0
d.) Ext'(B,A) =C.

Fiir ¢ = w, sind das gerade die bekannten Aussagen fiir Vermamoduln.

Beweis: a.) Sei A Lo B 95 A eine Erweiterung mit trivialem zentralen Charakter von
rechts. Fiir = w, das lingste Element ist A ein Vermamodul und die obige Sequenz
spaltet. Sei also z # w, und die Behauptung stimme fiir alle Weylgruppenelemente mit
groflerer Linge. Wir wéhlen eine einfache Spiegelung ¢, so dal zt > x und erhalten
folgendes kommutierende Diagramm in H:

0 A E A 0

TC&D T Tcan
orf

0 ora—" 0 E o7 A 0

b7 g

Die (kanonische) Abbildung in der Mitte ist surjektiv nach dem Fiinferlemma. Mit dem
Schlangenlemma erhalten wir die Kernsequenz

C = L(A(zt-0),V(y-0)) = E'—L(A(zt-0),V(y - 0))
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mit 0] ' = 67E.
Wir bestimmen zuerst die Dimension einiger Morphismenrdume. Die Kernsequenz spaltet
nach Induktionsvoraussetzung. Diese Informationen liefern

dim Homy (0] A, E) = dimHomy(0;C,E)
dim Homy (C, 0] F)
(C,0{ E')
(
(6}
(

= dimHomy
07C, E')

1C,Ca0)
= dimHomy (6;7(C),n(C) & n(C))
= 2

= dim Homy
= dim Homy

nach Hauptsatz 3.3.3 c.

Andererseits gilt Homy(C, E) = 0, denn jeder nichttriviale Morphismus hétte sein Bild
entweder im Bild von f, oder aber die Komposition mit ¢ wire nichttrivial. Insgesamt
gabe es also eine Abbildung von C nach A, was (nach Vertauschung der Links- und
Rechtsoperation von g) ein Widerspruch zu Hauptsatz 3.3.3 b darstellte.

Betrachten wir nun die exakte Sequenz

HOmH(A, E) — HOm'H(G;A, E) — HOm'H(C, E),
so folgt insbesondere aus unseren berechneten Dimensionsformeln

dimHomy (A, E) = 2.

Kehren wir zuriick zur urspriinglichen Sequenz, liefert das die exakte Sequenz
0 — Homy (A, A) L% Homy (A, E) 2% Homy (A, A).

Betrachten wir die Dimensionen (1-2-1), so erhalten wir die Surjektivitit der rechten
Abbildung. Ein Urbild der Identitit liefert somit den geforderten Spalt. Somit gilt die
erste Behauptung.

Sei

BLE %4 (3.6)
eine Erweiterung mit trivialem zentralen Charakter von rechts. Sei 0 # h € Homy (A, E).
Gilt imh C im f, erhalten wir einen Widerspruch zu Hauptsatz 3.3.3 b, also ist go h # 0
und mit Hauptsatz 3.3.3 a somit h bis auf einen Skalar der gesuchte Spalt. Wir miissen
also nur noch begriinden, warum es ein solches nichttriviales h gibt.
Wir wihlen dazu ¢ wie oben, wenden 6] auf (3.6) an und erhalten eine spaltende Kernse-
quenz

B' — E'—»A'.
Wir wihlen einen Spalt ¢ € Homy(A', E') und erhalten 6}¢ € Homy (67 A',0; E'). Mit

einem entsprechenden Diagramm wie in Teil a.) liefert das eine nichttriviale Abbildung
in Homg(A, F). Das ist aber dann gerade eine Abbildung der geforderten Art.
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c.) Die exakte Sequenz (3.5) liefert die exakte Sequenz
—  Exth(A, A) = Exth(A4,0,4) — Exth(A,B) — ...,

wobei wir bereits wissen, daf die beiden dufleren Riume trivial sind, also ist es auch der
in der Mitte. Das liefert die erste Aussage. Die zweite folgt direkt aus 0,4 = 0,8 und der
Selbstadjungiertheit von 6.

d.) Wir betrachten wiederum die exakte Sequenz (3.5). Das liefert die exakte Sequenz

0 — Homp(B,A) — Homy(B,0,A) — Homp(B,B)
—  EBExt,(B,A) — Ext,(B,0,B) —

Durch Dimensionsvergleich (1-1-1-7-0), erhalten wir dim Extb (B, A) = 1. Das ist aber gerade
die Behauptung. $

3.4 Getwistete Kippmoduln

In diesem Abschnitt wollen wir getwistete Kippmoduln definieren. Diese Moduln sind unzer-
legbar und haben eine Filtrierung, deren Subquotienten getwistete Vermamoduln sind. Im
folgenden schreiben wir als Abkiirzung A”(y) anstatt L(A(z-0),V(y-0)) ®y A(0). Wir nen-
nen diese Moduln auch ,w,z-getwistete“ Vermamoduln. Insbesondere liefert das unter der
Aquivalenz zu O fiir £ = w, (mit dem neutralen Element getwistete) Vermamoduln und fiir
z = e duale Vermamoduln.

Die grundlegende Eigenschaft der getwisteten Vermamoduln, die zur Existenz getwisteter
Kippmoduln fiihrt, formulieren wir in dem folgenden

Lemma 3.4.1. Seien x, y, z € W. Es gilt
1. Homg(A*(y),A%(2)) #0 =y < z.
2. ExtL(A%(y), A%(2)) #0 = y < 2.

Beweis: Angenommen es existiere eine nichttriviale Abbildung f € Homy (A%(y), A%(z)),
dann induziert diese (wie im Beweis von Hauptsatz 3.3.3) induktiv eine nichttriviale Abbil-
dung g € Homy (Aw" (y), A“’O(z)). So eine Abbildung existiert aber nur, falls w,y > w,z, also
y < z ist. Das ist die erste Behauptung.

Fiir die zweite Aussage sei y £ z, denn wir wissen bereits, dafl Hauptserien keine nichttri-
vialen Selbsterweiterungen besitzen. Fiir x = e ist die Aussage klar aufgrund der bekannten
Erweiterungen von dualen Vermamoduln. Fiir eine Sequenz der Form

A*(z) = E—»A"(y) (3.7)
erhalten wir eine exakte Sequenz
0 — Homg(A%(y), A%(z)) — Homg(A*(y), E) — Homg(A%(y), A%(y)).

Der erste Ausdruck der Sequenz ist nach dem bereits bewiesenen Teil trivial, und der Raum auf
der rechten Seite ist als Endomorphismenring einer Hauptserie eindimensional. Somit reicht
es aus zu zeigen, dafl Homg(A”(y), E) # 0 ist. Denn dann liefert ein Urbild der Identitét
id € Endg(A”(y)) einen Spalt fiir die Sequenz (3.7). Mit einer entsprechenden Argumentation
wie in Satz 3.3.4 b erhalten wir eine Abbildung der geforderten Art. &
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Mit einigen Standardargumenten (siehe bspw. [So7]) liefert das die Existenz getwisteter Kipp-
moduln:

Satz 3.4.2 (Existenz und Charakter getwisteter Kippmoduln).

1. Fir alle y € W ezistiert ein (bis auf Isomorphismus eindeutiger) unzerlegbarer Modul
T (y) € Oy, fiir den die folgenden Eigenschaften gelten:

a.) Ext'(A%(2), T*(y)) = 0 fiir alle z € W
b.) T*(y) € Oy hat eine A*-Fahne, (d.h. eine Fahne, deren Subquotienten zu gewissen
A*(z) isomorph sind) die mit A" (y) C T*(y) € Op beginnt.

2. Die Charaktere sind gegeben durch die folgende Formel:

[T°()] = D [T(woy - 0) : Alw,z - 0)][A"(2)],
zeW

wobei T (y) = T(woy-0) den ,gewdhnlichen® Kippmodul zum Gewicht wyy -0 bezeich-
net.

Beweis: Der erste Teil des Satzes folgt mit Standardargumenten.

Fiir den zweiten Teil konstruieren wir Moduln mit den entsprechenden Charakterformeln und
zeigen dann, daf sie die charakterisierende Eigenschaften der Kippmoduln erfiillen.

Wir wihlen zu einem festen € W eine einfache Spiegelung s mit xs < z. Wir nehmen an,
die Charakterformel gelte bereits fiir 7. (Der Induktionsanfang ist trivial.)

Die exakte Sequenz

A*(y) < T*(y)—» coker
liefert ein kommutatives Diagramm der Form

0 —— A?(y)—L——T(y)

lcan lcan
i f

0 ——=O05A" (y) ——— 05T (y)

;g

Die vertikalen Abbildungen sind alles Injektionen. Die linke Injektion ist klar. Die rechte
erhalten wir mit Induktion iiber die Linge der Fahne unter Verwendung des Fiinferlemmas.
Damit erhalten wir dann auch die Injektion in der Mitte.

Die Kokernsequenz ist dann von der Form

A% (y) = T—K.

Dabei ist wiederum leicht zu sehen, dafl K eine A®5-Fahne hat. Analog zum Beweis von
Lemma 3.3.1 erhalten wir die Unzerlegbarkeit von 7.

Wir werden nun noch zeigen, da§ T' die Eigenschaft 1a.) erfiillt.

Angenommen, es existiere eine nichttriviale Erweiterung

07 -1 B2 A™(2) = 0. (3.8)
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Die Verschiebung (von rechts) durch die s-Wand liefert eine Kernsequenz der Form
0— T*(y) — E'—»A"(z) — 0. (3.9)

Angenommen, F ist unzerlegbar, dann ist es (analog zu Lemma 3.3.1) auch E’. Das ist aber
ein Widerspruch dazu, dal 77 ein z-getwisteter Kippmodul ist und deshalb (3.9) spaltet. Also
ist ¥ =2 A® B fiir gewisse Moduln A und B in Oy. Da T unzerlegbar ist, liegt das Bild unter
f bereits in einem der Summanden, sagen wir f(7) C A. Dann ist A/f(T) ® B = A"(z).
Wegen der Unzerlegbarkeit der Hauptserie muf also f(7') = A sein und B = A%(z). Vermoge
dieses Isomorphismus kénnen wir eine nichttriviale Abbildung von A”#(z) nach E konstru-
ieren, deren Bild trivialen Schnitt mit f(7') hat, also nach Anwendung von ¢ immer noch
nicht Null ist. Das liefert aber wegen der Eindimensionalitit des Endomorphismenringes von
A%5(z) bis auf einen Skalar einen Spalt zu g.

Also gilt Extl (A% (z-0),T) = 0.

Somit ist T" ein Modul, der gerade die charakterisierenden Bedingungen des getwisteten Kipp-
moduls 7% (y) erfiillt. Die Konstruktion von T liefert dann aber induktiv fiir alle z € W gerade
die gewiinschte Charakterformel

[T(woy) : Alwoz)] = [T"(y) : A% (2)]
= [T%%(y) : A"*(2)]
[T%(y) = A%(2)]

Bemerkung 3.4.3.

e Der antidominante Projektive ist stets ein z-getwisteter Kippmodul fiir alle Weylgrup-
penelemente x. Dies folgt direkt aus der Konstruktion im Beweis, da dieser Modul,
wenn man ihn durch die Wand schiebt, gerade die direkte Summe mit sich selbst er-
gibt (vgl. [Jo4, Lemma 3.16]). Insbesondere liefert das also eine Fiille unterschiedlicher
Filtrierungen.

e Diese getwisteten Moduln haben (im Gegensatz zu den ,normalen® Kippmoduln) im
allgemeinen keine duale A*-Fahne bzw. A"°*-Fahne. Der Morphismenraum zwischen
A”(z) und seinem dualen ist in vielen Féllen nicht eindimensional, wie man in den
Beispielen in Abschnitt 5.2.2 erkennen kann. Das liefert dann auch, dafl sie nichttrivial
erweitern konnen.

e Es gilt stets T%(e) = A%(0) = V(z~'-0).

e Fiir sly sind die gew6hnlichen Kippmoduln 7%(s) = T'(0) = P(s-0) und T%(e) = T'(s-0) =
A(s-0). Andererseits erhalten wir die s-getwisteten Kippmoduln 7¢(e) = V(0) und den
antidominanten Projektiven mit der Fahne A¢(s) = A(s-0) < T¢(s)—»V(0).

Ohne Schwierigkeiten kénnen wir die Charakterformeln iiberpriifen:

T¢(e) = Z [T(s-0) : A(wez - 0)][A°(2)]

[A(s-0) = A(s - 0)][A(e)]
= [V(0)].
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Fiir den zweiten getwisteten Kippmodul erhalten wir

To(s) = SO[T(0) ¢ Alwyz - 0)][A(2)

zeW

= Y [P(s-0) : Aw,z - 0)][A(2)]
zeW

= [A%(e)] + [A%(s)]

= [P(s-0)].

e Die Fahne des antidominanten Projektiven als z-getwisteter Kippmodul endet jeweils
mit V(z~'w, - 0) und beginnt mit dem Vermamodul A(z~!-0).



KAPITEL

4
Kategorie O und Graduierungen

Im folgenden wollen wir regulidre Blécke der Kategorie O in gewissem Sinne ,gra-
duieren®. Das bedeutet, dafl die Grothendieckgruppe eines solchen Blocks zu einer
Z-graduierten Gruppe wird, die isomorph zur Heckealgebra ist. Vermége dieses Iso-
morphismus kénnen wir Verschiebungsfunktoren als graduierte Funktoren auffassen
und kombinatorisch beschreiben. Das liefert uns induktiv graduierte Versionen der
projektiven, injektiven und einfachen Objekte, sowie der Vermamoduln und ihrer
dualen. Wir zeigen, daf3 die Dualitdt in gewisser Weise mit der Graduierung ver-
trdglich ist und gewinnen eine graduierte Reziprozititsformel. Soweit verwenden wir
nicht die Ergebnisse der Kazhdan-Lusztig-Theorie.

Mit Hilte von Kazhdan-Lusztig-Polynomen erhalten wir jedoch Aussagen iiber gra-
duierte Multiplizitdten. Insbesondere kénnen wir in dem graduierten Kontext die
Koeftizienten der Kazhdan-Lusztig-Polynome deuten.

Dieses Kapitel soll auerdem als Vorarbeit zur Graduierung der Hauptserien dienen,
mit deren Hilfe wir im Verlauf der Arbeit primitive Quotienten untersuchen wollen.

Wir beginnen mit wohlbekannten Tatsachen iiber die Grothendieckgruppe von Oy und iiber
graduierte Moduln.
Fiir A € h* und z einem Weylgruppenelement bezeichnen wir im folgenden mit

A(z - A) den Vermamodul zum héchsten Gewicht z - A und mit
V(z - A) den entsprechenden dualen Vermamodul.
Fiir M, N € O sei L(M, N) die abkiirzende Schreibweise fiir Homc (M, N)°¥ .

Fiir eine Modulkategorie A bezeichnen wir mit [A] die zugehorige Grothendieckgruppe.
Das ist also die freie Gruppe, die von den Isomorphieklassen der Objekte in A erzeugt
wird mit der zusétzlichen Relation A + B = (|, falls es eine kurze exakte Sequenz
A — C—B gibt.

Soll diese Relation jeweils nur im Fall einer spaltenden Sequenz gelten, sprechen wir von
der spaltenden Grothendieckgruppe und bezeichnen sie mit < A4 >.

ol
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4.1 Die Grothendieckgruppe, Verschiebungsfunktoren und
der Funktor V

Die im folgenden Lemma formulierte Aussage ist zwar offensichtlich, jedoch fiir das folgende
Kapitel von zentraler Bedeutung.

Lemma 4.1.1. Wir haben einen Isomorphismus von abelschen Gruppen

[5Ho] — loHo] —  [O] = ZW]

[L(A0), Az~ -0)] = [L(A0),Ax-0)] = [A(z-0)] = 2!

Das Bild von [P(z - 0)] ist Z [P(z-0): Aly-0)]y L.

yeW
Beweis: Hierbei wurde nur verwendet, daf} die Isomorphieklassen der Vermamoduln mit tri-
vialem zentralen Charakter eine Basis der Grothendieckgruppe des trivialen Blocks von O
bilden und die Projektiven eine Vermafahne haben. &

Das liefert uns das bereits implizit in [So2] enthaltene Resultat:

Satz 4.1.2. 1. Wir erhalten eine beidseitige Operation der Weylgruppe auf [Og] durch

sM :=0,M — M bzw. Ms:=0;M — M.

2. Wir erhalten eine beidseitige Operation der Weylgruppe auf < S — mof —S > durch

sM := S ®gs M bzw. Ms:= M ®gs S.

3. Der Funktor V induziert eine W -dquivariante Abbildung auf den Grothendieckgruppen.

Beweis: Da 65 exakt ist, liefert er einen Gruppenhomomorphismus auf der Grothendieck-
gruppe. Die Operation ist natiirlich durch ihre Wirkung auf Isomorphieklassen der Verma-
moduln festgelegt. Die Linksmultiplikation in der Weylgruppe liefert via Lemma 4.1.1 eine
Linksoperation der Weylgruppe auf [Og]. Dort gilt aber ;,A(z - 0) = A(z - 0) + A(zs - 0) =
Az -0) + A((szH)~1-0).

Fiir die Rechtsoperation verwenden wir den Isomorphismus

(O] — [O0]
A@-0)] = [A@-0).

(Auf der Bimodulnseite entspricht das gerade dem Vertauschen der Links- mit der Rechts-
operation der Liealgebra.)

Die Rechtsmultiplikation der Weylgruppe liefert analog zur Linksmultiplikation die gewiinsch-
te Operation. Mit Hilfe von [Jo4, 3.2] kann man auch direkt einsehen, da§ 0[A(z - 0) =
Az -0) + A(sz - 0) in [Op] gilt, da der Vermamodul und seine Dualisierung in der Grothen-
dieckgruppe dasselbe Element reprisentieren.

Die letzten beiden Aussagen folgen direkt aus Lemma 2.6.7. &
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Ubertragung in die Kombinatorik der Heckealgebra

Wir bezeichnen nun mit H die Heckealgebra zur Weylgruppe W. Das ist nach Definition der
freie Z[v,v~!]-Modul mit Basis {H, | € W} zusammen mit den Relationen

H? = H,+ (v! —w)H, fiir jede einfache Spiegelung s und

S

HyH, = Hy,, fallsi(z)+(y) = (zy).

(Zur Existenz einer solchen Algebra siehe [Bo3, IV,2, Ex.22].)

Die bereits in diesem Abschnitt angefiihrten Aussagen hingen eng mit der Heckealgebra
zusammen. Wir fassen sie zusammen in dem folgenden

Korollar 4.1.3. Die folgenden Diagramme

i z~ s A(z-0 L(A(0),e
12 2w T2 1o SO () e < S mof -8 >
(HS+U)L (S+1)l lﬂs lgs ‘/M%S@SSM
z~! L A(z-0 L(A(0),e
o Hz;—;l 7 ]ac —A(z-0) O] (A(0),0) MY Y o S mof—S >
-1 L A0 L(A(0),0
o0 ) 22200 10 —£EO 190 Y < 5 — mof -5 >
(Hs+v)-t -(s+1)l leg J{og lMHM@SSS
-1 = = A(z-0 L(A(0),e
H H’”,Zf Zw] - S [Oo] SO [VHY] —> < S — mof —S >
kommutieren.

4.2 Allgemeines iiber Graduierungen

4.2.1 Graduierte Moduln

In diesem Abschnitt wollen wir die wichtigsten Definitionen und Aussagen iiber graduierte
Moduln bereitstellen. Im folgenden sei ,,graduiert” stets Z—graduiert.

Sei A ein graduierter Ring und M = @, ., M, ein graduierter A—Modul.

Fiir m € Z definieren wir den im Grad verschobenen Modul M (m) durch M (m), = My_m.
Die Modulstruktur dabei ist dieselbe wie die von M. Fiir zwei graduierte A—Moduln M und
N verwenden wir die folgenden Bezeichnungen. Es sei

Homy (M, N) = { A-lineare Abbildungen von M nach N} .
Darin enthalten ist die Menge
hom 4 (M, N) = {graderhaltende A-lineare Abbildungen von M nach N} .
Allgemeiner sei

Homy (M, N); = {¢ € Homys(M,N) | p(M;) C Nji;, Vj € Z}.
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die Menge aller Morphismen vom Grad . Es gilt also hom (M, N) = Homyu (M, N)g.
Wir bezeichnen mit

gHom 4(M, N) := @) Hom4(M, N);
1EZ
die zugehorige graduierte Gruppe. Diese ist kanonisch in [[ Hom4 (M, N); eingebettet. Falls

1EZ
M endlich erzeugter A-Modul ist, induziert das einen Isomorphismus

Hom (M, N)= gHom 4 (M, N). (4.1)
Direkt aus den Definitionen erhalten wir
hom 4 (M (i), N) = gHom 4 (M, N); = hom (M, N(—i)). (4.2)

Wir erhalten insbesondere eine Graduierung auf End(M). Wir bezeichnen mit gmof —A
die Kategorie aller graduierten endlichdimensionalen Rechts-A-Moduln mit graderhaltenden
Morphismen.

4.2.2 Graduierte Kategorien

Wir wollen nun als Verallgemeinerung Graduierungen auf Kategorien definieren. Als Spezial-
fall davon erhalten wir die Kategorie von graduierten Moduln iiber einem festen graduierten
Ring. Als Referenz diene hierbei [AJS].

Definition 4.2.1. Eine Z-graduierte Kategorie (oder auch Z—Kategorie) besteht aus einem
Tupel (C, {(n)}n, {qﬁn,m}n,m), wobei n,m € Z und

e C eine additive Kategorie,
e (n) ein additiver Funktor auf C ist und

® ¢, eine natiirliche Transformation zwischen den Funktoren (n) o (m) und (n + m)
darstellt.

Dabei sollen die nachstehenden Bedingungen [GRAD] erfiillt sein.

Da (wie man sich leicht iiberzeugen kann) die Kategorie aller graduierten Moduln iiber einem
festen graduierten Ring mit den oben definierten Gradverschiebungen als die wichtigsten
Beispiele einer solchen graduierten Kategorie dienen, schreiben wir statt (n)(M) eher M (n).
Da wir den Begriff , Verschiebungsfunktoren“ bereits in einem v6llig anderen Sinn verwenden,
nennen wir diese Funktoren hier Shiftfunktoren.

Die Bedingungen (GRAD)

(ID) Fiir alle Objekte M in C gilt M(0) = M, das heifit (0) ist der Identitétsfunktor.
(ASS) Die natiirlichen Transformationen ¢, 4~ ((V)(¢p,7)) und ¢uypr 0 (¢y,, (7)) zwischen
(v) o (u) o (1) nach (v + p + 7) stimmen iiberein.

Die Funktoren (v) und (—v) (mit v € Z) definieren eine Aquivalenz von Kategorien.
Graduierte A—Moduln bilden eine Z— Kategorie mit den iiblichen Shiftfunktoren (vergleiche
Kapitel 4.2.1) und den offensichtlichen natiirlichen Transformationen.
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Definition 4.2.2. Seien (A, {(m)}m, {#i;}i;) und (C, {(n)}n, {¥nm}nm) jeweils Z-Katego-
rien. Ein Funktor von Z—Kategorien ist ein System (7T ,{cap}nez), wobei T ein additiver
Funktor von A nach C ist und «,, eine natiirliche Transformation von 7 o (n) nach (n) o T
sein soll, so dafl die Bedingungen (FUNKTOR) erfiillt sind.

Die Bedingungen (FUNKTOR)

(ID) o) = id
(KOMM) Das Diagramm 77(y) (1) (M)

kommutiert.

Das fiir uns zentrale Beispiel eines solchen Funktors findet man im nichsten Abschnitt (Bei-
spiel 4.3.2).

Wir definieren zu einer Z—Kategorie C = (C , (n), gbn,m) mit Objekten M und N aus C die
graduierte Gruppe

gHom¢ (M, N) = P Home (M (i), N). (4.3)
1EL
Die Eigenschaften der Shiftfunktoren liefern (vgl. 4.2)
Home (M (i), N) = gHomg (M, N); = Home (M, N (—i)). (4.4)

Betrachten wir nun die Verallgemeinerung von (4.2), so erhalten wir fiir L, M, N € C eine
bilineare Abbildung
gHom(L, M) x gHom(M,N) — gHom(L,N) (4.5)
(fr9) = gof,

wobei wir noch erklidren miissen, was g o f heiflien soll. Dazu sei f vom Grad i, also f €
Hom¢ (L(i), M) und g vom Grad j. Wir betrachten nun die Komposition

i (D)1 o j .
hi=gof: L+ 2290 nayg) 24 M) % N. (4.6)
Dann ist h € Home(L{i 4+ j), N), also vom Grad i + 7. .
Man kann nun nachpriifen, daf§ die durch (4.5) definierte Verkniipfung assoziativ ist und C
mit diesen Morphismen eine additive Kategorie bildet. Die Endomorphismenrdume werden
dadurch zu graduierten Ringen.

4.3 Graduierbarkeit von Moduln und Funktoren

Im folgenden Abschnitt wird beschrieben, inwiefern man die Kategorie O und Verschiebungs-
funktoren ,graduieren* kann.
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4.3.1 Kategorie O als Modulkategorie iiber einem graduierbaren Ring

Wir betrachten fiir einen reguliren ganzen Block (oBdA. sei es Op) in O mit projektivem
Erzeuger P die Aquivalenz von Kategorien

Op = mof —Endy(P) (4.7
M +— Homg(P,M)

Unser Ziel ist es, eine Unterkategorie dieses Blocks zu graduieren. Wir beschrinken uns auf
den reguléiren Fall, um unnétige Verwirrung zu vermeiden. Die Aussagen gelten allerdings mit
leicht modifizierten Beweisen auch fiir singuldre Blécke.
Wir kiirzen

A := Endy(P)

ab. Auflerdem seien A-Moduln, wenn nicht anders gesagt, immer Rechts-A-Moduln.
Wir erinnern zuerst noch an eine allgemein giiltige Aussage iiber Tensorprodukte von gradu-
ierten Moduln.

Lemma 4.3.1. Seien R, S graduierte Ringe, M ein graduierter R-S—Bimodul und N ein
graduierter S-Modul.

Dann ist M ®g N ein graduierter R—Modul.

Beweis: Offensichtlich kann man den R—Modul M ® N graduieren, indem man setzt
(M®N); =) My®N;i ,CM®N.
k

Dabei bezeichne M ® N,;_; den Teilraum von M ® N, der von den Elementen der Form
m ®@n mit m € My und n € N;_j, erzeugt wird. Dies ist offensichtlich vertriglich mit der R-
Modulstruktur. Wir betrachten die kanonische Surjektion von R-Moduln M @ N—+M ®g N.
Der Kern wird erzeugt von Elementen der Form ms ® n — m ® sn, wird also von homogenen
Elementen erzeugt. Das ergibt die Behauptung. &

Das liefert nun das Standardbeispiel eines Funktors graduierter Kategorien:

Beispiel 4.3.2. Seien R und S graduierte Ringe und X ein endlichdimensionaler graduierter
R-S—Bimodul. Dann definiert

e ®pr X : gmof —R — gmof -5

einen Funktor graduierter Kategorien mit den natirlichen Transformationen gegeben durch
die natiirlichen Isomorphismen

M({n) @r X =2 (M ®r X)(n).

Fiir den folgenden zentralen Satz ben6tigen wir noch eine Aussage iiber Graduierbarkeit von
direkten Summanden.

Lemma 4.3.3. Seien M und N endlichdimensionale Moduln iber einem graduierten Ring
S. Sei N unzerlegbar und seien N und M & N graduiert. Dann ist auch M graduiert.
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Beweis: Seieni : N < N@® M und p : N ® M — N die kanonischen Abbildungen Inklusion
und Projektion. Seien i = ) ; tj beziehungsweise p = > ; pj die entsprechenden Zerlegungen
nach der Graduierung. Nun ist aber poi =) p, oi_, die Identitit auf N. Da nach Voraus-
setzung End 4 (V) lokal ist, muff aber mindestens einer der Summanden, sagen wir pp, 07_p,
invertierbar sein. Sei ¢ das Inverse. Damit spaltet aber ¢pop,, : M®N — N(—ng) durch i_p,.
Der Kern dieser Abbildung ist der gesuchte Lift fiir M. Genauer gilt sogar, dafl die direkte

Summe der Lifts von M und N gerade der Lift von M @ N ist. &

4.3.2 Projektive und Einfache als graduierbare Objekte
Im folgenden wollen wir eine Graduierung auf Endy(P) erkliren.

Satz 4.3.4. Fliir projektive Objekte Q, Q' € Oy kann man durch den Funktor V eine Gradu-
ierung auf Homg(Q, Q') erkliren. Insbesondere wird Endg(P) dadurch zu einem graduierten
Ring.

Beweis: Einen Beweis findet man in [BGS]. Da wir aber eigentlich weniger benétigen, als dort
gezeigt wird, geben wir hier nochmals einen Beweis an.

Da die Operation der Weylgruppe mit der Graduierung auf der symmetrischen Algebra
beziiglich der Cartanschen vertriglich ist, ist der Endomorphismenring C' des antidominanten
Projektiven ein graduierter Ring. Fiir eine einfache Spiegelung s ist C* C C ein graduierter
Teilring, also ist die Koinvariantenalgebra ein graduierter C*—Modul. Ebenso ist der triviale
Modul C ein graduierter C*—Modul. Nach Lemma 4.3.1 ist also C' ®¢s C ein graduierter
C—Modul. Nun erhalten wir aber alle Projektiven aus unserem Block durch direkte Sum-
men von direkten Summanden sukzessiver Tensorprodukte. Somit sind nach Lemma 4.3.3
alle V@ fiir projektive Moduln @Q graduiert. Nach (4.1) ist fiir projektive @Q,Q’ damit auch
Hom¢ (VQ, VQ') graduiert. Mit Hilfe der Volltreue unseres Funktors (siehe Satz 1.1.3) liefert
das eine Graduierung auf Homgy(Q, Q'). Insbesondere wird Endg(P) wegen (4.2) zu einem
graduierten Ring. &

Das obige Verfahren liefert somit eine Graduierung auf den projektiven endlichdimensionalen
Endg(P)-Rechtsmoduln. Sie ist in gewissem Sinne eindeutig, denn es gilt das

Lemma 4.3.5 (,,Eindeutigkeit der Graduierung®).

Sei B ein graduierter Ring und N € mod — B unzerlegbar und von endlicher Linge. Auflerdem
existiere ein Lift M € gmod —B wvon N. Dann ist dieser Lift eindeutig bis auf Isomorphie
und Shift, das heifit fiir M' € gmod —B mit v(M) = v(M') = N gilt stets M = M'(n) als
graduierte Moduln fiir passendes n € 7.

In diesem Fall sagen wir dann etwas salopp, ,die Graduierung ist eindeutig bis auf einen
Shift«.

Beweis: (sieche [BGS, Lemma 2.5.3]). Da M unzerlegbar ist, ist sein Endomorphismenring
lokal. Sei nun M’ ein weiterer graduierter Modul, der nach dem Vergessen der Graduierung
zu M isomorph ist. Dann gilt

Hom p (M, M) = Homp(M', M) = @D homp(M', M(n)).

Sei nun id = ) id; die entsprechende Zerlegung der Identitat. Wenn nun keines dieser id; ein
Isomorphismus wére, so wére es auch die Summe nicht, da die Nichtautomorphismen nach
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Voraussetzung ein Ideal bilden. Somit liefert uns das einen graderhaltenden Isomorphismus
zwischen M’ und einem gewissen M (n). Das ist gerade die Behauptung. O

Konvention 4.3.6. Wir wihlen P := @,y P(2 - 0) minimal. Um mit der Literatur in
Einklang zu stehen, betrachten wir S = S(h) als (gerade) graduierte Algebra, so dafl S =
Dicn S% mit S = § gilt. Die Koinvariantenalgebra C' erbt wiederum eine Graduierung. Wie
im Beweis von Satz 4.3.4 gezeigt, konnen wir fiir € W den Modul VP(z - 0) als graduierten
C-Modul auffassen. Wir betrachten im folgenden fiir beliebiges ganzes Gewicht A den Modul
VP(z - A\) als graduierten Modul, wobei sein héchster auftretende Grad gerade I(z) sein soll.
Fiir den singuléren Fall sei  von minimaler Linge gew&hlt.

Fiir die ,,Endomorphismenringe* VP(w, - A) und VP(w, - 0) des semireguliren bzw. re-
guldren antidominanten Projektiven definiert das dann eine kanonische graderhaltende In-
klusion VP(w, - A)(—1) < VP(w, - 0).

Der Endomorphismenring End,(P) wird durch diese Vereinbarungen sogar zu einem nichtne-
gativ graduierten Ring. Details dazu findet man in [So6] und [BGS, Theorem 1.1.3].

Definition 4.3.7 (Graduierbare Moduln).

Sei B ein graduierter Ring. Wir nennen einen Modul M in mof — B graduierbar, falls es einen
graduierten Modul M gibt, der nach dem Vergessen der Graduierung zu M isomorph ist. Wir
nennen M dann einen Lift von M.

Ein Modul M € O, soll graduierbar heiflen, falls Homg (P, M) ein graduierbarer A-Modul ist.
Dabei sei A = Endg(P) mit der durch Konvention 4.3.6 definierten Graduierung versehen.
Einen entsprechenden Lift nennen wir oftmals auch einfach Lift von M.

Insbesondere sind also die projektiven Objekte (wegen Satz 4.3.4) graduierbar und die Gra-
duierung ist nach Lemma 4.3.5 eindeutig bis auf einen Shift. Durch die Konventionen 4.3.6
wird der Shift eindeutig festgelegt.

Fiir die einfachen Objekte sieht die Sache nun wirklich einfach aus:

Lemma 4.3.8. Jeder einfache Modul in Oy ist graduierbar. Ein entsprechender Lift ist rein,
d.h. er lebt nur in einem Grad.

Beweis: Wir betrachten in Homg(P, P(z - 0)) = Home(V(P), VP(z - 0)) den eindimensiona-
len Untervektorraum L , der von der kanonischen Projektion auf den entsprechenden Sum-
manden erzeugt wird. Wir wihlen ein Vektorraumkomplement. Das ist aber dann auch ein
A-Untermodul, da das Bild von g o f fiir ¢ € Homg(P, P(x - 0)) und f € A stets im Radikal
von P(z - 0) liegt. Offensichtlich ist aber dann die Projektion von Hom¢(VP, VP(z - 0)) nach
L eine graderhaltende Abbildung, wobei der Quotient im Grad Null lebt. &

Allgemein sieht man leicht ein, daf} ein einfacher graduierter Modul iiber einem nichtnegativ
graduierten Ring rein ist, denn sonst wire der Anteil im hochsten Grad ein Untermodul.
Somit ist das vorausgehende Lemma eine einfache Folgerung aus der Positivitiat der Gradu-
ierung von A, die wir jedoch nicht voraussetzen wollen. (Siehe dazu auch die Bemerkung in
Konvention 4.3.6.)

Korollar 4.3.9. Die durch Lemma 4.3.8 und Konvention 4.3.6 definierten Lifts der einfa-
chen Moduln sind alle vom Grad Null.
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Man beachte, dafl der Lift von P(z -0) (bis auf Isomorphie) nicht von der reduzierten Dar-
stellung von z abhiingt, die zu seiner Konstruktion benutzt wurde.

Warnung: Tm folgenden werden wir beziiglich der Notation nicht mehr zwischen einem pro-
jektiven Modul in Oy und seinem durch die obigen Konventionen induktiv definierten Lift
unterscheiden.

Definition 4.3.10 (Lift eines graduierbaren Funktors).

Seien B und C' graduierte Ringe. Wir nennen einen Funktor F' : mof —B — mof —C gradu-
ierbar, falls es einen Funktor graduierter Kategorien F : gmof —B — gmof —C' gibt, der F
induziert. Wir bezeichnen F wiederum als Lift von F.

Anders ausgedriickt ist also F' ein Lift von F, falls er ein Funktor graduierter Kategorien ist
und das Diagramm

gmof — B I, gmof —C
mof —B —~— mof —C

kommutiert, wobei v den Vergififunktor bezeichnet. Ein Funktor auf Oy soll graduierbar hei-
en, falls er einen graduierbaren Funktor auf mof —A induziert.

4.4 Verschiebungsfunktoren und Graduierung

Die Verschiebungsfunktoren auf O sind exakt, also insbesondere rechtsexakt. Mit Hilfe des
folgenden Lemmas kénnen wir diese Funktoren auch anders beschreiben.
Zur Abkiirzung schreiben wir nun A fiir den graduierten Ring Endg(P).

Lemma 4.4.1. Seien R und S Ringe. Es gibt eine Aquivalenz von Kategorien

rechtsexakte Funktoren
mof —R — mof —§, = R —mof -8
die mit direkten Summen vertrdiglich sind
F — F(R)
e®rX <+ X.

Dabei ist F(R) nach Definition ein Rechts-S-Modul. Andererseits liefert aber die Linksmulti-
plikation auf R jeweils Rechts-S-Modulmorphismen, also eine Linksmodulstruktur auf F(R).

Beweis: siehe [Ba, 2.2]. &

Sei nun 6, : Oy — Oq die Verschiebung durch die s-Wand. Das induziert mit Lemma 4.4.1 den
Funktor ¢ ® 4 Hom(P, 0 P) auf mof —A. Dieser ist aber (vgl. Beispiel 4.3.2) nach Satz 4.3.4
und Lemma, 4.3.1 graduierbar. Mit unseren Konventionen wihlen wir den Lift

LY Homc(VP, C ®cs VP<_1>)‘

Wir bezeichnen die graduierte Version ebenfalls mit 6.
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Bemerkung 4.4.2. Die graduierte Version des Verschiebungsfunktors 5 ist mit der Kon-

~

vention 4.3.6 insofern ,vertriaglich®, dafl beispielsweise 6;,A(0) = P(s - 0) gilt. Allgemein ist
ein Isomorphismus durch

Homc(VP, VP(QI . 0)) XA HomC(VP, C Rcs VP(—l)) — Homc(VP, C Qcs VP(HI . 0)(—1))
9@ f +— (id®g)o f

gegeben.

4.4.1 Vermamoduln als graduierbare Objekte

Wir haben bereits gezeigt, daf} die projektiven und die einfachen Objekte graduierbar sind.
Da Verschiebung durch die Wand ein graduierbarer Funktor ist, sind also auch die durch die
Wand geschobenen graduierbaren Moduln graduierbar.

Fiir £ € W und s eine einfache Spiegelung mit zs > z liefert die exakte Sequenz

A(z-0) <5 0,A(z - 0) B Ades - 0) (4.8)
die exakte Sequenz von A-Moduln

Homg (P, A(z - 0)) i) Homg(P,0;A(z - 0)) LN Homg(P, A(zs - 0)). (4.9)

Da nun aber dim Homg(A(z-0),0;A(z-0)) = [0,A(z-0) : L(z-0)] =1 gilt, ist die Abbildung
j fiir graduierbares A(z - 0) graduierbar. Damit ist der Kokern ebenfalls graduierbar. Wir
erhalten somit induktiv, daf} alle Vermamoduln graduierbar sind. Nach Lemma 4.3.5 wissen
wir, daf} diese Graduierung bis auf einen Shift eindeutig ist. Wir wéhlen mit A(0) = P(0)
einen Lift von A(zs - 0) so, dal die Surjektion in (4.9) graderhaltend ist. Damit ist die ka-
nonische Surjektion P(z - 0)—»A(z - 0) graderhaltend und somit héngt der Lift nicht von der
reduzierten Darstellung von z ab.

Warnung: Wenn es aus dem Zusammenhang klar ist, werden wir der Einfachheit halber in
der Notation nicht zwischen einem Projektiven oder einem Vermamodul und seinem induktiv
definierten Lift unterscheiden. Ebenso werden wir mit den einfachen Moduln verfahren.

Wir wéhlen Isomorphismen VP = VP* = gHom(VP,C) (vgl. [So6]) als graduierte C-
Moduln. Insbesondere also einen graduierten Isomorphismus C' 2 C°””. Wir betrachten (unter
Verwendung von ([So6, Lemma 2.9.2]) die folgenden Isomorphismen graduierter Vektorraume:

Hom¢ (VP,C ®cs VP(—1)) = Home ((C ®cs VP(—1))*,VP)

)
Home ((C ®cs VP)*(1), VP) (4.10)
Home ((C ®cs VP)(—1),VP).

1

1

Die (graderhaltende) Multiplikation

(C®cs VP) —s VP

c®m — cm
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liefert also eine C-lineare Abbildung
f: VP — C®cs VP(-1) (4.11)
vom Grad 1. Diese induziert eine nichttriviale Abbildung

Homg(P,A(z - 0)) — Homg(P,A(z-0)) ®4 Home(VP,C ®@cs VP(—1)) (4.12)
¢ — ¢Q/F.

Sie ist also bis auf einen Skalar gerade die Abbildung j aus (4.9), also nach Definition graduiert
vom Grad 1. Insgesamt liefert das die folgende graduierte Form von (4.8):

Satz 4.4.3. Fir x € W und s eine einfache Spiegelung mit xs > x haben wir eine exakte
Sequenz von graduierten Moduln

Az -0)(1) = OsA(z - 0)—»A(zs - 0).
Beweis: bereits gegeben. &

Korollar 4.4.4. Fiir alle x € W gilt:

1 falls j =0,

0 sonst.

[Az-0) = Lz -0)(5)] = {

Beweis: Die (bis auf einen Skalar eindeutige) Surjektion P(y-0)—»A(y-0) ist fiir jedes y € W
graderhaltend. Andererseits ist aber P(y - 0) projektive Decke von L(y - 0). O

Anmerkungen

a.) Man kann einen graduierten Lift der Vermamoduln auch dadurch erhalten, dal man die
Vermamoduln als projektive Moduln in ,gestutzen“ Unterkategorien von O betrachtet.
Néheres dazu findet man in [BGS] oder auch in [St]. Es wird sich noch herausstellen, daf
diese Graduierung mit unserer iibereinstimmt.

b.) Unter den Isomorphismen graduierter Vektorraume

Home (VP,C ®@c: VP(—1)) = Home((C ®cs VP)(—1)),VP)
& Homges (VP,Hom¢(C,VP))(1)

It

Home: (VP, VP)(1)

entsprechen sich die Abbildung f, die Multiplikationsabbildung und die Identitat (als
Abbildung vom Grad 1). Diese Gradverschiebung um 1 erscheint hier etwas kiinstlich.

Es wird aber im Verlauf der Arbeit deutlich werden, warum sie eingefithrt wurde. Sie
entspricht der Inklusion Endes (VP(w, - A)) < Ende(VP(w, - 0)) mit Wy = {e, s}.
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4.4.2 Duale Vermamoduln und Injektive als graduierbare Objekte

Wir haben bereits gezeigt, dal die Vermamoduln graduierbar sind. Wir wollen nun mit Hilfe
von Verschiebungsfunktoren beweisen, dafl auch die dualen Vermamoduln graduierbar sind.

Lemma 4.4.5. Fir alle z € W ist der duale Vermamodul V(z -0) sowie der injektive unzer-
legbare Modul I(z - 0) graduierbar.

Beweis: Bekanntlich gibt es eine exakte Sequenz der Form
5 .
V(zs-0) = 0,V (zs-0) 2 V(z - 0). (4.13)
fiir x € W und s eine einfache Spiegelung mit s > x. Nun gilt aber

dimHomg(V(zs-0),0,V(zs-0)) = dimHomg(V(zs-0),0,V(z-0))
= dimHomgy(0,V (zs-0),V(x -0))
= [0;V(zs-0) : L(z-0)]
= 1

Fiir graduierbares V(zs-0) ist also auch 6,V (zs-0) graduierbar mit graduierbarer Abbildung
k. Beginnend mit dem graduierten einfachen Vermamodul A(w, -0) = V(w, - 0) erhalten wir
dadurch induktiv die Graduierbarkeit aller dualen Vermamoduln. Dabei wird die Graduierung
eindeutig festgelegt durch die Forderung, dafl die Abbildung j jeweils graderhaltend sein soll.
Die Graduierbarkeit der Injektiven erhalten wir nun induktiv, indem wir beginnend mit V(0)
sukzessive durch die Winde schieben. Die Argumente sind genau analog zu denen fiir die
Projektiven. Daf} dies jeweils unabhingig von der gewihlten reduzierten Zerlegung von z
ist, priife man direkt nach oder verwende Satz 4.4.8, der (unabhingig von den bisherigen
Resultaten) im néchsten Kapitel gezeigt wird. &

Analog zu Satz 4.4.3 erhalten wir

Satz 4.4.6. Sei x € W und s eine einfache Spiegelung mit xs > x. Dann erhalten wir die
folgende exakte Sequenz graduierter Moduln

V(@s-0)(1) < 0,V (zs - 0) 2 V(z - 0).
Beweis: Mit f wie in (4.11) erhalten wir wiederum die nichttriviale Abbildung

Homgy(P,V(zs-0)) — Homg(P,V(zs-0)) ®4 Home(VP,C ®@cs VP(—1))

¢ — ¢Bf,
die also bis auf einen Skalar gerade der Abbildung k aus (4.13) entspricht. Die Surjektion ist
nach Definition vom Grad Null. Daraus folgt die Behauptung. O

4.4.3 Nichtgraduierbare Objekte

Wir sollten hier noch als Bemerkung einfiigen, daf} es keinesfalls richtig ist, dafl alle Objekte
in Oy graduierbar sind. Allerdings ist es nicht einfach, einen solchen nichtgraduierbaren Mo-
dul explizit anzugeben. Es reicht jedoch aufgrund des nachfolgenden Satzes aus, ein Ideal der
Koinvariantenalgebra anzugeben, das nicht homogen ist.
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Satz 4.4.7 (Nichtgraduierbarkeit).
Sei [<VP(w,-0) = C ein Ideal und Q € Oy graduierbar mit VQ = C/I. Dann ist I homogen.

Beweis: Umformulierung mit Hilfe des Annihilators:

Sei also der Modul Homg(P, Q) mit einer Graduierung als A = End¢(VP) = Endg(P)-
Rechtsmodul versehen. Dabei trage A die vereinbarte Graduierung. Schrinken wir die Ope-
ration ein, wird Homg(P(w, -0), Q) zu einem graduierten Endg(P(w, -0))-Rechtsmodul. Nun
ist (siehe bspw. [CR, 2.19])

Homg(P(w, - 0), Q) = Homg(P(w, - 0) ®c VP(w, - 0), Q) = Hom¢c(VP(w, - 0),C/I),

also wird X := Hom¢(VP(w, - 0), VP(w, - 0)/I) zu einem graduierten End¢(VP(w, - 0))-
Rechtsmodul, wobei End¢(VP(w, - 0)) = Endg(P(w, - 0)) C A die induzierte Graduierung
tragt. (An dieser Stelle mufi X ausnahmsweise nicht unbedingt die durch unsere Konventio-
nen erklirte Graduierung haben!)

Sei nun I nicht homogen. Wir behaupten, daB Anng,qvp(w,.0)) X nicht homogen ist. Das
liefert dann den gewiinschten Widerspruch (siehe [Bo2, I1, 11.3, Proposition 4]).

Die Bestimmung des Annihilators:

Fiir den Annihilator gilt

Ann := Anng,qv p(w,.0)) X = Home(VP(w, - 0),I) € Home (VP (w, - 0), VP (w, - 0)).

Sei dazu g € Ann, also fog =0 fiir alle f € X. Insbesondere folgt damit img C I, wenn wir
fiir f die kanonische Projektion wéhlen.

Sei umgekehrt ¢ € Home (VP (w,-0),I) und f € X beliebig. Nun wird X von der kanonischen
Projektion can erzeugt, also existiert ein h € Endo(VP(w, - 0)) mit f = canoh und h 148t T
invariant. Also gilt f o g = canoh o ¢ = 0 und somit ¢ € Ann.

Die Nichthomogenitéit des Annihilators:

Wir erhalten einen Isomorphismus von Endg (VP (w, - 0))-Rechtsmoduln

Anmm = T
fo= f.

Dabei ist die Wohldefiniertheit und die Bijektivitit klar, da VP (w, - 0) = C kommutativ und
zyklisch als Modul iiber sich selbst ist. Auflerdem gilt fiir f € Ann und g € End¢(VP(w, -0))
mit g(1) =4

(f-9)(1) = f(g(1)) = f(i) = if(1) = g(1)f(1) = f(1) - g,

wobei mit -g jeweils die Rechtsoperation von g bezeichnet wurde. Das liefert die Vertréiglich-
keit mit der End¢ (VP (w, - 0))-Rechtsoperation. Also ist der besagte Annihilator nur dann
homogen, falls es auch I C End¢e(VP(w, -0)) = C' ist. O
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Falls nun ein solches inhomogene Ideal der Koinvariantenalgebra existiert, liefert das uns via
des zu V linksadjungierten rechtsexakten Funktors P(w, - 0) ®¢ e einen nichtgraduierbaren
Quotienten des antidominanten Projektiven. Fiir Wurzelsysteme vom Rang 2 existiert kein
solches Ideal. Fiir Typ A3 kénnen wir beispielsweise (mit den Bezeichnungen aus [St]) das
von z + yz erzeugte Ideal wihlen. Es bleibt jedoch die Frage offen, ob im Fall einfacher
Multiplizitdten in der Tat alle Moduln graduierbar sind.

4.4.4 Verschiebungen ,,nach oben“ und ,,nach unten*:
Einige kurze exakte Sequenzen

In den vorherigen Abschnitten haben wir untersucht, wie sich Vermamoduln A(z-0) und duale
Vermamoduln V(zs-0) fiir s > = unter Verschiebungen durch die s-Wand verhalten. Vergifit
man die Graduierung, so gilt ;A (z - 0) = 0;A(zs - 0) und analog 65V (z - 0) = 6,V (xs - 0).
Somit ist es nicht erforderlich, zu unterscheiden, ob man , von oben“ oder ,von unten“ durch
die Wand schiebt.

Im graduierten Fall ist die Situation eine andere. Sie birgt aber zusétzlich den Vorteil, daf3
man einem durch die Wand geschobenen Vermamodul ansieht, ,von wo er her kommt*.

Um diese Aussagen zu prizisieren, miissen wir zuerst einige Notationen einfiihren. Fiir einen
C-Modul M liefert die Multiplikation eine Abbildung mult : C ® cs M — M. Wir erhalten
somit insbesondere einen Morphismus

mult o

m : Home(VP,C @cs VP(—1)) ™% Home(VP,VP) = Endy(P). (4.14)

vom Grad -1.

Bei Verschiebungen von Einfachen ,von oben durch die Wand“ (siehe [Ja2]) wird alles anni-
hiliert. Fiir Verschiebungen ,,von unten durch die Wand“ ist die Situation nicht so einfach,
jedoch kénnen wir die folgenden Multiplizititen bestimmen. (Siehe auch Korollar 4.4.11.)

Satz 4.4.8. Seiz € W und s eine einfache Spiegelung mit xs > x. Dann gilt:

1 falls 3 = £1,

0 sonst.

0sL(zs-0) : L(xs-0)(j)] = {

Dabei ist L(zs - 0)(1) ein Untermodul und L(xs-0)(—1) ein Quotient.

Beweis: Wir wissen (siehe bspw. [Ja2, 4.13 (3’)]), da8 nach dem Vergessen der Graduierung
[OsL(zs-0) : L(zs-0)] = 2 gilt. Somit reicht es aus, zwei Shifts zu finden, fir die obige
Multiplizitat nicht Null ist.

Nun liefert aber & ® f wie in (4.11) eine Inklusion L(zs - 0) < 6;L(zs - 0) vom Grad 1.
Andererseits definiert

h : Homg(P, L(zs - 0)) ® 4 Hom¢(VP,C ®cs VP) — Homg(P, L(zs - 0))
f®g = fom(g),

mit m wie in (4.14) eine Surjektion vom Grad 1 in die andere Richtung. Insgesamt ist das
gerade die Behauptung. &

Insbesondere liefert das die Unabhéngigkeit (bis auf Isomorphie) des induktiv definierten
graduierten Lifts von V(z - 0) von der reduzierten Darstellung von z. Fiir diese Lifts gilt das
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Korollar 4.4.9. Fiir alle x € W gilt

0 falls i #0

Vie-0): Liz-0){d)] = {1 falls © = 0.

Beweis: Die Aussage folgt induktiv, beginnend mit x = w,, aus dem Satz unter Verwendung
der Aussage des Satzes 4.4.6. &

Nach diesen Vorbereitungen beweisen wir nun den folgenden

Satz 4.4.10. Fir x € W und s eine einfache Spiegelung mit xs > x erhalten wir folgende
exakte Sequenzen von graduierten Moduln:

0,A(zs - 0) =5 A(zs - 0)(—1), (4.15)
0,V (z-0) % V(z-0)(—1). (4.16)

Beweis: Es gilt dim Homg(6;A(2s:0), A(xs-0)) = 1. Somit ist jede solche Abbildung homogen.
Wir wollen zeigen, daf} sie mit unseren Konventionen eine homogene Abbildung vom Grad 1
ist, indem wir sie explizit konstruieren.

Wir betrachten nun die folgende Abbildung

h : Homg(P, A(zs - 0)) ®4 Home(VP,C ®@cs VP(—1)) — Homg(P, A(zs - 0))
f®g — [fom(g),

wobei m wie in (4.14) definiert sei. Diese Abbildung ist ein Rechts-A-Modulmorphismus vom
Grad 1 und nichttrivial, also bis auf einen Skalar genau die gesuchte Abbildung. Somit erhalten
wir eine Sequenz graduierter Moduln

A(z-0) L 0,A(zs - 0) B Alws - 0)(=1),

wobei noch zu kléren ist, ob j graderhaltend ist.
Wir wissen aber, dafl v(6sA(zs-0)) = v(0;A(z - 0)) und unzerlegbar ist. Mit Satz 4.4.3 folgt
die Behauptung. Fiir die dualen Vermamoduln lduft das Argument vollig analog. O

Falls wir auf die Benutzung der Kazhdan-Lusztig-Theorie verzichten, erhalten wir dennoch
das folgende

Korollar 4.4.11. Mit den Voraussetzungen des Satzes gilt:

1 falls j=0
[0,L(zs - 0) : L(z - 0)(5)] :{ falls j =0, (4.17)
0 sonst.
Beweis: folgt direkt aus der Sequenz (4.15) und Korollar 4.4.4. O

Korollar 4.4.12. Fir x € W und eine einfache Spiegelung s mit xs > x gelten die folgenden
Isomorphismen graduierter Moduln:

OsA(z - 0)
0sV(z-0)

R

OsA(zs-0)(1) (4.18)
0sV(zs - 0)(—1). (4.19)

1%
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Beweis: Die Behauptung folgt direkt mit den Sétzen 4.4.3 und 4.4.6. &

Korollar 4.4.13. Fiir x € W ist I(x - 0) injektive Hiille von L(z - 0).

Beweis: Nach Definition ist I(xz-0) unzerlegbar und injektiv. Durch die induktive Konstrukti-
on (siehe 4.13) erhalten wir mit vorigem Korollar und Satz 4.4.6 eine graderhaltende Injektion
V(z-0) < I(z-0). Also folgt die Behauptung aus Korollar 4.4.9. O

Korollar 4.4.14. Mit den Voraussetzungen des Satzes gilt fiir die Multiplizitdten:

1 fallsj=1,

0 sonst.

[A(z-0) = L(zs-0)(j)] = {

Beweis: Angenommen, es gelte [A(z-0) : L(zs-0)(j)] # 0. Nach Satz 4.4.8 gilt

1 fallsk=j5+1,

[0sA(z-0) : L(zs-0)(k)] = {0 sonst.
Also

1 fallsk=j5+1,

0 sonst.

[0sA(zs - 0)(1) : L(zs - 0)(k)] :{

Aufgrund der Funktoralitit also
[A(z-0)(1) : L(zs-0)(j +1)] =1 und [A(zs-0) : L(zs-0){(j —1)] = 1.

Andererseits ist nach Korollar 4.4.4 aber L(zs - 0) der Kopf von A(zs-0), also j = 1 und die
Behauptung folgt. &

Korollar 4.4.15.

1 falls j = —1,
0 sonst.

[V(z-0) : L{zs-0)(5)] = {

Beweis: 1auft analog zu (oder durch Dualisierung von) Korollar 4.4.14. &

4.5 Graduierung und Dualitit

Wir wollen nun einen Lift des Dualitatsfunktors auf @Oy definieren. Mit dessen Hilfe konnen
wir dann zeigen, dal duale Moduln von graduierbaren Moduln ebenfalls graduierbar sind.

Der Dualitétsfunktor x (zur Definition sieche Abschnitt 1.5) ist exakt, deswegen reicht es aus,
einen Lift auf Projektiven zu erkliren, da gmof — A geniigend Projektive hat. Die Projektiven
Decken von Einfachen werden unter x zu injektiven Hiillen. Die einfachen Moduln bleiben fix.
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4.5.1 Eigenschaften der ,,graduierten Dualitit*

Wir stellen nun die Forderung an unseren Lift, daff er den (Lift des) einfachen Vermamodul
(im Grad Null) fix lassen und mit Verschiebungen vertauschen soll.

Dadurch ist diese ,,graduierte Dualitit® bereits eindeutig durch ihre Wirkung auf dem domi-
nanten Vermamodul festgelegt. (Denn dadurch erhélt man die Wirkung auf allen Projektiven.
Fiir einen beliebigen Modul wiihle man eine projektive Auflésung und dualisiere.)

Die gesamte Information liefert das folgende

Lemma 4.5.1. Fualls ein Lift d der Dualitat existiert, mufS fir x € W und j € 7Z gelten:

dA(z-0)(j) = V(z-0)(=j),
dL(z-0){j) = L(z-0){—j) und
dP(z-0) = I(z-0).

Beweis: Dualisieren wir die Sequenz (4.15) fiir zs = w,, erhalten wir
d(A(wo - 0)(=1)) = 05V (w, - 0)=V (w,s - 0)(5)

fiir ein bestimmtes j. Damit mufl nach Satz 4.4.10 und Korollar 4.4.12 aber 7 = 0 sein und
wir erhalten d(A(w,s-0)) = V(wys-0) und d(A(w,-0)(—1)) = V(w,-0)(1). Induktiv erhalten
wir daraus die erste Behauptung.

Aufgrund der Lemmata 4.4.9 und 4.4.4 gilt dann aber auch die zweite Behauptung.

Fiir die letzte Aussage reicht es damit aus, zu zeigen, daf§ I(x - 0) injektive Hiille von L(z - 0)
ist, da P(z - 0) dessen projektive Decke ist. Das ist gerade Korollar 4.4.13. O

4.5.2 Existenz einer ,,graduierten Dualitat*

Fiir einen C-Modul kénnen wir durch M* := Hom¢(M,C) = Homc(M,C) eine Dualités
auf C — gmof definieren, da C' kommutativ ist. Nach [So6] sind die Bilder VP(z - 0) der
Projektiven unter V selbstdual. Dies gilt mit unseren Konventionen an den Grad sogar als
graduierte C-Moduln. Mit geigneten Isomorphismen (eindeutig bis auf Skalar) erhalten wir

Endg(P) = Endg(€P P(z-0))
zeW
= Endy(EP VP(z-0))
zeW
= Endy( dVP(z - 0))
zeW
—  Endg(P)"P. (4.20)

Damit erhalten wir eine Dualitit * auf mof —A durch M* := Homx (M, A) fir M € mof —A
und sogar eine Dualitit ® auf gmof —A durch (M®)_; := M}.

Diese Dualitét hat die Eigenschaft, dafi sie kontravariant und exakt ist. Sie bildet einen
einfachen Modul L(j) im Grad j auf L(—j) ab. Dadurch wird seine projektive Decke auf
die injektive Hiille von L{—j), also des einfachen Moduls im Grad —j; abgebildet. Man kann
nachpriifen, daf§ sie auflerdem mit Verschiebung vertauscht. Dazu sei M € gmof —A und
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V := Hom¢(VP, C®cs VP(—1)) der graduierte A-Bimodul, der die Verschiebung 65 durch die
Wand beschreibt. Dann erhalten wir folgende Isomorphismen graduierter A-Rechtsmoduln:

(0, M®)® = Homy(M® @4V, A)
Hom 4 (M®, Hom4(V, A))
Hom (A, M ®4 V®)
M@, V®

MeusgV

0sM.

M

1

Dabei wurde die Isomorphie V' = V® benutzt, welche sich durch die Wahlen in (4.20) ergibt.

4.6 Graduierung, Kombinatorik und Heckealgebra

Im folgenden Abschnitt wollen wir die graduierten Verschiebungsfunktoren mit Hilfe der
Heckealgebra kombinatorisch beschreiben. Dafiir fithren wir eine ,graduierte Grothendieck-
gruppe” von Oy ein.

Durch die Festlegung der Lifts von Projektiven bilden die graduierbaren Objekte eine gra-
duierte Kategorie im Sinne von Abschnitt 4.2.2. Das liefert die Motivation zur Einfithrung
dieser , graduierten Grothendieckgruppe“.

Definition 4.6.1. a) Fiir einen graduierten Ring B betrachten wir die graduierte Kategorie
gmof — B aller endlichdimensionaler graduierter B-Rechtsmoduln. Thre Grothendieckgrup-
pe [gmof —B] wird zur graduierten Gruppe durch (n)[M] := [M(n)].

b) Ist insbesondere B = A der Endomorphismenring des projektiven Erzeugers P von O,
so bezeichnen wir auch mit [07] = [gmof —A] die zugehérige Grothendieckgruppe und
nennen sie die graduierte Grothendieckgruppe von Oy.

Fiir einen graduierten A-Modul M gilt [M] = @ _;[Li(m;)] mit einfachen Moduln L; im
Grad m;. Genauer gilt die Gleichung

[M] = @[M : Lz - 0)(@)][L(z - 0)(3)]. (4.21)

zeW

Esist also [M : L(z-0)(i)] = dimHom(P(z-0)(i), M). Es gilt insbesondere (da es auch nach
dem Vergessen der Graduierung der Fall ist)

[A(z-0) : Ly-0)(3)] #0 =y > =x.

Auflerdem ist

. 0 falls i # 0
A(z-0) : L(z-0 =
Ale-0) (- 0)@] {1 falls i = 0.
Das bedeutet, dal {[A(z -0)(n)] | z € W,n € Z} und {[L(z - 0)(n)] | x € W,n € Z} jeweils
eine Z-Basis von [0%] bilden. Durch v"[M] := [M(n)] wird [0¥] zu einem Z[v,v~]-Modul.

Das liefert uns nun eine graduierte Form von Lemma 4.1.1:
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Lemma 4.6.2. Wir erhalten folgende Isomorphismen von abelschen Gruppen

H — [0F] — (Z[v, 0" DW]
v"Hy, — [A(z-0)(n)] +~ vt

Beweis: folgt mit Lemma 4.1.1 direkt aus den Definitionen. In der Tat sind das sogar Z[v, v™!]-
Modulmorphismen. &

Wir kénnen nun die wichtigsten Ergebnisse zusammenfassen in dem folgenden

Hauptsatz 4.6.3 (Graduierte Kombinatorik).

Das folgende Diagramm kommutiert:

V" Hp—[A(z-0){(n)]

7] (4.22)
«(Hs+v) lé‘s
V™ Hy—[A(z-0){(n)]
[OF]-
Beweis: folgt aus Lemma 4.6.2, den Sétzen 4.4.3 und 4.4.10. &

Unser Ziel ist es natiirlich nun, die den projektiven und einfachen Moduln entsprechenden
Elemente in der Heckealgebra zu beschreiben.

Wir definieren die ,, Vermamultiplizitdten® [M : A(z - 0)(i)] durch die Gleichung
(M) = DM : Alz-0)(i)][A - 0)(3)]. (4.23)
zeW

Definition 4.6.4. Wir sagen, ein Modul M € gmof — A besitzt eine graduierte Vermafahne,
falls es eine Filtrierung graduierter A-Moduln von M gibt, deren Subquotienten alle isomorph
zu Lifts von gewissen Homg (P, A(z - 0)) sind.

Die in (4.23) definierten Multiplizititen geben fiir Projektive in der Tat die Vermamultipli-
zititen wieder. Denn es gilt die folgende Aussage

Satz 4.6.5. (vgl. [Ja3]) Sei M ein graduierbarer Modul in Oy mit Lift M. Es gelte fiir alle
r €W und j €Z
Extymor 4 (M, V(2 - 0)(j)) =0.

Dann besitzt M eine graduierte Vermafahne.

Beweis: Sei y € W maximal, so daf ein 4 € Z existiert mit Homgmor —a (M, L(y - 0)(z)) # 0.
Sei nun x > y ein beliebiges Element der Weylgruppe. Die exakte Sequenz

L(z - 0){(j) = V(z - 0)(j)—»K
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induziert die lange exakte Sequenz

0— HOmngf_A(M,L(QZ . 0)(])) — HOmngf_A(M,V(QZ . 0)(])) — HOmngf_A(M, K) —
)

EXtémof—A(MaL(x ’ 0)<.7>) - EXtémof—A(Mav(fE ’ 0)(] ) - EXtémof—A(Ma K) .

Nun hat aber K bis auf Shift nur Kompositionsfaktoren der Form L(z-0) mit z > y, also gilt

Homgmor —a (M, K) = 0. Mit der Voraussetzung folgt also Extémof_A(M, L(z-0)(j)) = 0 fiir
alle j. Insbesondere liefert das Extémof _4(M,rad A(y - 0)(j)) = 0 fiir alle j.

Damit induziert die exakte Sequenz
rad A(y - 0) = A(y - 0)—L(y - 0)
eine Surjektion
Homgmor -4 (M, A(y - 0){7)) = Homgmor —a((M, L(y - 0)(5})-

Somit liftet jeder Morphismus von M nach L(y - 0) zu einer Abbildung nach A(y - 0). Nach
Definition des Vermamoduls ist diese aber surjektiv. Der Kern dieser Abbildung erfiillt wie-
derum die Voraussetzungen des Satzes und wir kénnen sukzessive eine graduierte Vermafahne

basteln. &

Korollar 4.6.6. Alle Projektiven besitzen eine graduierte Vermafahne.

Beweis: Fiir zwei graduierte A-Moduln M und N gibt es einen Vektorraumisomorphismus

@EXtémoffA(MU%N)_N) EXtrlnoffA(V MaVN)'
J

Also erfiillen die Projektiven die Voraussetzung des Satzes. O

Korollar 4.6.7. Alle Injektiven besitzen eine graduierte Nablafahne, d.h. eine (graduierte)
Filtrierung mit graduierten dualen Vermamoduln als Subquotienten. Genauer gilt firxz,y € W
und j € 7 sogar

[P(z-0) : Aly-0)(7)] = [I(z-0) : V(y-0)(=7)]-
Beweis: folgt aus der Dualisierung der obigen Aussagen. &

Der Vollstédndigkeit halber wollen wir noch einige Standardaussagen erwihnen, auf die wir
spéter noch zuriickgreifen werden.

Lemma 4.6.8. Firxz, y e W undi € Z gilt

1 fallsx =y und i =0

dimhom(A(z - 0), V(y - 0)(i)) = {0 sonst.

Beweis: Mit Standardargumenten (siehe bspw. [KK]) erhalten wir, dafi nur dann ein nicht-
trivialer Morphismus existiert, falls y < z und z < y gilt. Dann gilt aber aufgrund der
Lemmata 4.4.4 und 4.4.9 auch i = 0. &

Daraus erhalten wir den folgenden Zusammenhang zwischen den verschiedenen Multipli-
zitaten:
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Lemma 4.6.9 (Reziprozitét).
Firz,ye W und i € Z gilt

—~
5]
~

[P(z-0) = Aly-0)(®)] = [V(y-0) : Lz -0)(~4)]
[A(y-0) : L(z - 0)()]

Beweis: Fiir y > z ist die Aussage trivialerweise richtig. Sei also y < z. Dann gilt mit
Lemma 4.6.8

dimhom (P(z - 0),V(y - 0)(i)) = Z[P(x-o) : A(z-0)(j)] dimhom (A(z - 0)(5), V(y - 0)(3))

—
o
=

= [P(z-0) : Ay-0)(#)].
und wir erhalten
[P(z-0) : A(y-0)(z)] = dimhom(P(z-0),V(y-0)(7))
= [V(y-0)(@) : L(z - 0)]
= [V(y-0) : L(z-0)(=i)].

Das liefert die Behauptung (a). Die zweite Behauptung ist nach Lemma 4.5.1 gerade die duale
Aussage. &

Verwenden wir nun die Ergebnisse der Kazhdan-Lusztig-Theorie, so erhalten wir die folgende
Aussage: (Mit der Beschreibung des Endomorphismenringes A als Koszulring (vgl. [BGS]) ist
diese Aussage natiirlich direkt ablesbar.)

Lemma 4.6.10. Die Vermamoduln A(z - 0) und die Projektiven P(x -0) sind nichinegativ
graduiert. Insbesondere ist also der Endomorphismenring A des projektiven Erzeugers nicht-
negativ graduiert.

Beweis: Aufgrund der Kazhdan-Lusztig-Theorie wissen wir, daf}, fiir £ = s; - ... - s, eine
reduzierte Zerlegung, die Koeffizienten von (Hs, + v) - ... - (Hs, + v) in der Standardba-
sis Polynome, d.h. Elemente aus Z[v] sind. Mit Lemma 4.6.9 sind somit alle Vermamoduln
nichtnegativ graduiert und damit erst recht alle Projektiven. &

Kazhdan und Lusztig definierten eine schieflineare Dualitdt auf der Heckealgebra. Mit den
Bezeichnungen aus [So4] ist sie gegeben durch Hy +— Hy, := (H,-1) !. Zujedem z € W erhiilt
man dann ein selbstduales Element H,. Wir wollen nun zeigen, daf} diese Elemente gerade
unseren Projektiven entsprechen.

Satz 4.6.11. Seiz = s1- ... s, eine reduzierte Zerlequng. Dann entspricht die Isomorphie-
klasse [P(z - 0)] € [OF] des projektiven Moduls P(z -0) dem Heckealgebraelement H,.

Beweis: Der Modul P(z - 0) ist nach Konstruktion ein direkter Summand N von M :=
Os, - ... - 05,A(0). Nach Satz 4.22 entspricht nun [M] dem Heckealgebrenelement (H,, +
v) - ... (Hs, +v). Wir wissen, dal N eine graduierte Vermafahne besitzt. Angenommen
H, tritt in dem N entsprechenden Element in der Heckealgebra im Grad Null auf. Dann
wire also nach Lemma 4.6.10 [P(z - 0) : A(y-0)] # 0. Mit der Reziprozitéitsformel also
0#[Plx-0) : A(ly-0)] = [A(y-0) : L(z-0)] = dimhom(A(y - 0),V(z - 0)), was im
Widerspruch zu Lemma 4.6.8 steht, falls z # y. Ein Induktionsargument liefert, dafl N genau
dem Element H entspricht. O
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Das dem einfachen Modul L(z - 0) entsprechende Element in der Heckealgebra ist mit den
Bezeichnungen von [Lu] gerade D!. Um dies nachzupriifen verwende man die Definition der
selbstdualen C, mit der Gleichung [Lu, 5.1.7].

4.7 Verschiebungen ,,auf die Wand und aus der Wand*

Der Vollstiandigkeit halber wollen wir noch kurz erliutern, wie man auch Verschiebungen
zwischen verschiedenen Blocken graduieren kann. Wir verzichten allerdings auf die Ausfiithrung
einiger Details.

Vermoge der Einschrinkung auf die Invarianten der Koinvarianten erhalten wir analog zum
reguldren Fall auch eine Graduierung des Endomorphismenringes des minimalen projektiven
Erzeugers von singuldren Blocken. Es soll wiederum die Konvention gelten, daf§ der Lift von
VP(z - A) (mit den Bezeichnungen aus Satz 1.1.1) als hochsten auftretenden Grad I(z) hat.
Wir wihlen dabei z stets als kiirzesten Reprisentanten aus W*. Dann sind wiederum alle
Projektiven graduierbar. Der Kopf L(z - A) des ,graduierten Moduls® P(z - \) ist wiederum
vom Grad Null.

Sei nun A ein semiregulires ganzes Gewicht, also |Wy| = {1,s} = 2. Seien P und Py die
minimalen projektiven Erzeuger des trivialen Blocks beziehungsweise des Blockes O),. Der
Modul Homg(Py, 0} P) = Homen (VPy,res VP) wird via Komposition zu einem graduierten
Links-A-Modul.

Wir erhalten den folgenden

Satz 4.7.1 (Verschiebung auf die Wand).

1. Mit den obigen Bezeichnungen ist der Funktor 96‘ graduierbar mit Lift
e ®4 Hompa (VPy,res VP).
2. Die einfachen Moduln werden unter diesem Funktor annihiliert oder auf im Grad um
-1 geshiftete Einfache abgebildet.
3. Mit xs > x gilt fir die Vermamoduln:

OA(z-0) = A(z-N) und
A (zs-0) = Azs-N)(—1) = Az - A)(-1)

Beweis: Die erste Aussage folgt wiederum aus Lemma 4.4.1.

Fiir die zweite Aussage kénnen wir uns auf den Fall beschrinken, in dem der einfache Modul
nicht annihiliert wird. Sei also zs > z. Nach Konstruktion der Projektiven ist P(zs - 0) ein
direkter Summand von 0;P(z-0). Genauer gibt es mit unserer Konvention an die Graduierung
eine Zerlegung als graduierte C-Moduln

VP(zs-0)(1) ® VREST = C ®¢s VP(z - 0)
fiir einen geeigneten REST. Somit ergibt die Einschrinkung auf C*-Moduln eine Zerlegung

VP(zs - 0)(1) ® VREST = VP(z-0) ® VP(x - 0)(2)
= VP(z-A)@VP(z-)\)(2)® N. (4.24)
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fiir passendes N. Wir erhalten nun mit dieser Zerlegung einen Morphismus von C*-Moduln
h: VP\—»VP(z - \) = P(z- \)(2) — VP(zs - 0)(1).

Die Komposition mit der kanonischen Inklusion liefert dann eine homogene Abbildung h :
VP, — VP vom Grad —1.
Wir betrachten nun die Abbildung

Home(VP,VP(zs - 0)) ®4 Homea (VPy,res VP) — Homen (VPy, VP (z - N)(1))
f®g > pyo(res(f)oyg), (4.25)

wobei p, die Projektion auf den zweiten Summanden in (4.24) bezeichnet. Diese Abbildung
ist wohldefiniert und mit der Graduierung vertrdglich. Nimmt man fiir f die kanonische
Projektion auf den direkten Summanden VP(zs - 0), so ist das Bild von f ® h nichttrivial,
genauer ist es die kanonische Projektion P\—P(z - A) im Grad -1. Das liefert die zweite
Behauptung.

Vergessen wir die Graduierung, sind die Aussagen in Punkt 3 klar. Wir miissen uns also nur
noch um die entsprechenden Shifts bemiihen. Nun gilt aber

[A(z-0) : Liws-0)(j)] = {(1) zilxllztj =1 (4.26)

also aufgrund des vorher Bewiesenen

1 falls j =0,

4.27
0 sonst. ( )

B3A(z-0) = Liz- N ()] = {

Das liefert somit den ersten Isomorphismus. Den zweiten zeigt man entsprechend.
Wir kénnen auch eine entsprechende Abbildung wie in (4.25) wie folgt angeben:

Home(VP, VP(z - 0)) ® 4 Homea (VPy,res VP) — Homea (VPy, VP(z - )))
feg — pro(res(f)og),

Dabei bezeichnet p; die Projektion auf den ersten Summanden in 4.24. Die Abbildung ist mit
der Graduierung vertriglich. Wir wéhlen nun fiir f die Abbildung

can

VP X VP(zs - 0) — C ®cs VP(z - 0)(—1) ™" VP(z - 0)(—1) — VP(z - 0).

Sie ist homogen vom Grad 1. Fiir ¢ nehmen wir die Abbildung

can

VP, —VP(z - A) = VP(zs - 0)(1) & VP (4.28)

vom Grad -1. Dann ist das Bild von f ® g nicht trivial und graderhaltend und liefert nach
Definition gerade den einfachen Kopf des projektiven Moduls. Das bestétigt also die Behaup-

tung. &

Nun ist aber andererseits auch Homg(P,6%P,) = Homc(VP, C ®cx VPy) graduiert und wir
erhalten den folgenden
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Satz 4.7.2 (Verschiebung aus der Wand).

1. Mit den obigen Bezeichnungen ist der Funktor 6‘2 graduierbar mit Lift

® A, Homc(VP, C X VP)\<—1>).

2. Fiir xs > = haben wir natirliche Isomorphismen graduierter Moduln

OA(z-N) = 0,A(z-0) und
OA(zs- N\)(—=1) = 0,A(xs-0).

8. Fiir zs >z gilt: 0P(z - \) = P(zs - 0) als graduierte Moduln.

4. Fiir die einfachen Moduln gilt fiir xs > x:

. 1 falls j =1,
[XL(z - A) = L(z-0)(j)] = {
0 sonst,
beziehungsweise
. 1 falls j € {0,2},
3L ) ¢ Lfzs-0)()] = { 02
0 sonst.

Beweis: Die erste Aussage folgt wiederum aus den Vorbemerkungen und Lemma, 4.4.1.
Die zweite Aussage zeigen wir mit Induktion iiber die Linge von z. Fiir £ = e ist der natiirliche
Isomorphismus gegeben durch die Komposition der Isomorphismen

Homn (VPy, VA(X)) ® 4, Home(VP,C ®n VP (—1)) fog
! |
Hom¢ (VP, C ®cx VA(A)(—1)) (id®f)og
{
Home(VP, C @cx VA(0)(—1)) (id®f)og
ZT I
Homgn (VPy, VA(0)) ® 4, Home(VP,C ®¢x VP (—1)) fog

Der zweite Isomorphismus des Diagramms gilt, da VA(N) 2 Cy,.iy = VA(0).
Nun unterscheiden wir fiir x € W mit xs > x und ¢ eine einfache Spiegelung mit xt > x die
beiden Fille:

t # s: Dann existieren die kanonischen Inklusionen A(zt - 0)(1) < A(z - 0) und entsprechend
A(zt-A)(1) — A(z-A). Somit ist der induzierte natiirliche Isomorphismus O;A(zt - 0) =
09 A(zt - \) graderhaltend.

t = s: In diesem Fall erhalten wir einen induzierten graderhaltenden Isomorphismus

OsA(zt - 0)(1) = 00 A(xt - N).
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Induktiv liefert das somit die zweite Aussage.

Die Behauptung fiir die Projektiven gilt, wenn man die Graduierung ignoriert. Mit Punkt 2
folgt aber auch, daf} diese Isomorphismen graderhaltend sind.

Fiir die einfachen folgt daraus mit Satz 4.7.1

[3L(z - ) = L(z-0)(7)] = [B;L(zs-0)(1) : L(z-0){5)]
_ 1 fallsj=1,
B 0 sonst.
und
[3L(z - A) = L(zs-0)(j)] = [0;L(xs-0)(1) : L(zs-0)(j)]
B 1 falls j € {0,2},
|0 sonst.
Damit sind alle Behauptungen gezeigt. &

Es besteht folgende Zusammenhang zur graduierten Verschiebung , durch die Wand“:

Korollar 4.7.3. Es gibt eine natiirliche Aquivalenz von (graduierten) Funktoren
0, = 6%6).

Beweis: Aufgrund des Satzes sind die natiirlichen Isomorphismen mit der Graduierung ver-
traglich. ¢

Ein sehr niitzliches Hilfsmittel liefert der folgende Satz iiber die Adjungiertheit der gradu-
ierten Versionen der Verschiebungsfunktoren. Einerseits stellt er eine Verallgemeinerung des
nichtgraduierten Falls dar, andererseits sind die graduierten Versionen eben nur bis auf einen
Shift adjungiert zueinander.

Satz 4.7.4 (Adjungiertheit).
Die graduierten Formen der Verschiebungen auf und aus der Wand sind bis auf einen Shift
zueinander adjungiert. Genauer gelten die Adjunktionen

(93,93(—1)) und (93,93(1)).

Beweis: Sei M € gmof —A und N € gmof —A,. Wir erhalten folgende Kette von Isomorphis-
men graduierter Vektorrdume:

Homgpor — 4, (M ®4 Homen (VPy,res VP), N) = Homgper—a(M, X)

mit X = Homgmor A, (HomcA (VPy,res VP), N). Nun gilt mit ¥ = Homgs (VPy, res VP)
::Y

Hom 4, _gmot(N®,Y®)

HomAk—gmof(N@Ba Homgmof —Ay (Y7 A/\))

X

e

12

HomAk—gmof Y @A, N®, A)\)
(Y ®a, N®)®
N®y, YO (4.29)

1

1
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Andererseits haben wir aber nach einer Wahl von Isomorphismen V@ = d V(@ fiir projektives
@ auch graderhaltende Isomorphismen

Y® = Homgmof — (Y, Ay) = Homen (res VP, VPy)

Homea (VP rm)

Hom¢ (C ®¢x VP, VP)

Home (VP,C ®cx VP (—2))
Home (VP,C ®@cx VP (—1))(1),

12

12

1

——~——

fiir einen geeigneten direkten Summanden res VP von res VP. Insgesamt liefert das also
Homgmof — A, (00 M, N) 2 Homgmof — 4 (M, 03N (—1)).

Fiir die andere Adjunktion betrachten wir graduierte Moduln M € gmof —Ay, und N €
gmof —A. Es gilt nach dem Adjointness Theorem

HomgmoffA (M A HomC(Vpa C 62 VP/\)<_1>7 N) = HomgmoffA(Ma X)
mit X = Homgpmer —a, (Homc(VP, C ®cx VP (—1)), N). Nun gilt aber mit

::W
W = Hom¢(VP,C ®@cx VP\(—1)) analog zu (4.29)

X = NeyuWwe.
Andererseits erhalten wir

W® = Homgmor —a(W, 4) = Hom¢(C ®cx VP (1), VP)
Homga (VP (—1),res VP) = Homa (VPy, res VP)(—1).

1

Das liefert den graduierten Isomorphismus Homgmof — 4 (65 M, N') 2 Homgmof — 4, (M, 03 N(1)).

&

Korollar 4.7.5. Die graduierte Verschiebung 05 ist selbstadjungiert.

Beweis: Der Satz impliziert unter Benutzung von Korollar 4.7.3

Homgmof —4(0sM, N) = Homgmof —a(0) M, 03 N (1))
HOmngf_A(M, QSN)

12
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4.8 Harish-Chandra-Bimoduln und Graduierung

Die Ausfiihrungen zur ,graduierten® Kategorie Oy liefern mit der Aquivalenz von
Kategorien aus [BG] auch eine Graduierung auf den Bimoduln mit trivialem zentra-
len Charakter von rechts. Ebenso liefert die graduierte Version des Verschiebungs-
funktors 0, auf Oy eine graduierte Form des unter der Aquivalenz induzierten Funk-
tors, den wir ebenfalls mit 65 bezeichnen.

Andererseits erhalten wir aber auch eine Graduierung auf den Bimoduln mit trivia-
lem zentralen Charakter von links. Der Funktor 8, auf Oy induziert ebenfalls einen
graduierbaren Funktor 07 auf {H,.

In diesem Kapitel untersuchen wir, inwiefern diese beiden Ansétze miteinander ver-
traglich sind, und geben jeweils eine Kombinatorik fiir die graduierten Verschie-
bungsfunktoren 65 bzw. 0, an.

Insbesondere werden wir die Ergebnisse im folgenden Kapitel auf die Hauptserien
L(A(x-0),V(y-0)) € yH} anwenden.

Wir betrachten fiir jede natiirliche Zahl n und I = U (ker xo)" die Unterkategorie jH, bzw.
oHE von oHg mit verallgemeinertem trivialem zentralen Charakter /™ von links bzw. von
rechts.

Diese Blocke haben jeweils geniigend Projektive. Deren unzerlegbare stehen in Bijektion zu
den Elementen der Weylgruppe. Wir bezeichnen die entsprechenden projektiven Decken von
L(A(0), L(z - 0)) mit "P(x - 0) bzw. P"(x - 0).

Damit ist

P" = @ P"(x-0)

zeW

ein minimaler projektiver Erzeuger von (. Wir erhalten somit (analog zu 4.7) eine Aqui-
valenz von Kategorien

oHs = mof —Endy (P")
X +— Homy(P", X).

Entsprechendes gilt fiir {7, mit projektivem Erzeuger "P := @y "P(z - 0).

Wir betrachten den Kombinatorikfunktor V : ¢Ho — S — mof —S. Sei S mit der in Kon-

vention 4.3.6 definierten Graduierung versehen. Wir wéhlen fiir £ = s1 - ... - s, als Lift von
VO, - ... 05, (U/I™) dann
S®gsr S-...-S®g:1 S/((ST))(=I(z) — (n— 1)), (4.30)

wobei 2(n — 1) genau der maximale Grad von S/(S1)" ist. Als Spezialfall erhalten wir fiir
n = 1 gerade die Konvention aus Abschnitt 4.3.
Entsprechend definieren wir einen Lift von VO] -...- 07 (U/I").

Das liefert uns mit Lemma 4.3.3 induktiv fiir alle Weylgruppenelemente =z € W graduierte
Lifts von VP (z - 0) und V("P(z - 0)).
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Mit Hilfe von Lemma 2.3.4 erhalten wir dann die folgende Zerlegung graduierter Vektorrdume
V("P(z - 0)) = @ a;VP(z - 0)(i)
1E€E7
mit a; = dim S/((S1)");.

Sei n definiert wie in Kapitel 2. Auflerdem bezeichnen wir den entsprechenden Funktor (wie
im Beweis von Lemma 2.6.6) auf den S-Bimoduln mit 7.
Es gilt der folgende Zusammenhang zwischen den graduierten Lifts

Lemma 4.8.1. Firx e W gilt
70 V(P (@ 0)) 2 Von("P(z~ - 0))
als graduierte S-Bimoduln.

Beweis: Fiir x = e ist die Aussage trivial. Sei z € W und s eine einfache Spiegelung mit
xzs > . Wir nehmen an, die Aussage sei richtig fiir y < z. Nun ist (siehe [Ja2, 6.34])

n(L(A(0), L(z - 0)) = L(A(0), Lz~ - 0)),
und wir erhalten mit Lemma 2.6.2
P™(z-0) =q("P(z " -0))

fiir alle x € W.
Es gilt VO, P™"(z-0) = S®gs VP (z-0) = VP"(zs-0) @ R, wobei R eine direkte Summe von
Moduln der Form VP"(y - 0) mit y < xs ist. Andererseits gilt aufgrund der Definition von V
und Lemma 2.6.7 als graduierte S-Bimoduln

n(VOs P"(z-0)) = 7(VP"(z-0)) ®gs S

= V(nP"(r-0)) ®ss S

VO n(P" (x - 0))
= Vg ("P(z!-0))

1

und V(" P(sz~! - 0)) ist der entsprechende Summand mit maximalem hochstem Grad, der
unter den Isomorphismen gerade 7VP" (zs - 0) entspricht. Das liefert die Behauptung. &

Wir bezeichnen wiederum mit * die Dualitdt (unter Verwendung von S 22 S°PP) auf den
graduierten S-Bimoduln und erhalten analog zu [So6] das folgende
Lemma 4.8.2. Fir einen graduierten S-Bimodul und eine einfache Spiegelung s gilt

(S®gs M)" =8 ®gs M*(—2)
Beweis: Sei Xy, X1 eine Basis des freien S%-Moduls S, wobei X; homogen vom Grad 2i
sei. Vollig analog zu [So6] existiert eine nichtausgeartete Paarung, welche auf homogenen
Komponenten gegeben ist durch
S®5sMXS®SsM* — C
(Xo®dm+X19n,Xo@f+X1®9) — g(m)+ f(n).

Man kann ohne grofle Miihe einsehen, daf} diese Paarung sich mit der S-Struktur vertrigt.
Somit induziert das einen Isomorphismus S ®gs M* — (S ®gs M)* vom Grad -2. &
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Allerdings sind die Bilder der Projektiven aus jHj unter V im allgemeinen nicht selbstdual.
Insbesondere 148t sich der graduierte Ringisomorphismus A = A°P aus (4.20) nicht einfach
auf die verallgemeinerte Situation {ibertragen. Damit ist auch apriori nicht klar, ob es einen
graduierten Lift der Dualitat (wie in Abschnitt 4.5) fiir n > 1 gibt.

Wir erhalten jedoch mit J := ST als Verallgemeinerung von Satz 4.3.5 das folgende

Lemma 4.8.3. Der Funktor V induziert fir projektive Objekte Q, Q' € (Hy eine Gradu-
ierung auf Homy(Q, Q'). Insbesondere wird Endy (P™) dadurch zu einem graduierten Ring.
FEine entsprechende Aussage gilt fir §H, und Endy ("P).

Beweis: Es gilt V("P(0)) = V(U//I") = S/J" als S-Bimodul. Nun ist aber J" ein homogenes
Ideal des graduierten Ringes S und wir erhalten den Rest vollig analog zu Satz 4.3.4 unter
Verwendung der Lemmata 2.6.6 und 2.6.7. O

Definition 4.8.4. Wir bezeichnen mit A, den graduierten Ring
Ay, = Endy (P").

Ein Bimodul X € jH{j soll graduierbar heiffen, falls Homy (P", X) graduierbar ist als Rechts-
Ap-Modul. Einen Lift von Homy (P", X) bezeichnen wir auch einfach als Lift von X.

Einen Funktor auf ;#H{ bezeichnen wir als graduierbar, falls er einen graduierbaren Funktor
(im Sinne von Definition 4.3.10) auf mof —A,, induziert.

Entsprechend seien , A und graduierbare Moduln in §H, definiert.

Bemerkung 4.8.5. Die kanonischen Surjektionen S/(S%)"*1—5/(S+)" sind mit der Gra-
duierung vertréglich. Das liefert eine Inklusion A, < A,;1 graduierter Ringe (siehe dazu
auch die Ausfithrungen in [So3]). Man kann damit einsehen, da$ fiir einen graduierbaren Mo-
dul X € yHI" mit Lift X, wobei sogar X € H" ist, die Einschrinkung X € gmof —A,, einen
Lift fiir X € H" liefert.

Mit Lemma 4.8.1 erhalten wir einen Isomorphismus graduierter Ringe
n : Endg(P") = Endg("P)

Damit ist X € yHf graduierbar, genau dann wenn n(X) € {H, graduierbar ist. Der dafiir
notwendige Isomorphismus ist gegeben durch

Homy(P", X) = Homy("P,n(X))
fo= n(f). (4.31)

Insbesondere ist 1 graduierbar im Sinne von 4.3.10.

Warnung: Wir unterscheiden von nun an in der Notation nicht mehr zwischen den Projekti-
ven und den durch Satz 4.8.3 mit den Konventionen (4.30) definierten Lifts.

Die Lifts sind eindeutig bis auf einen Shift. Sie wurden (siehe auch Kapitel 4) so gewéhlt, daf
der einfache Kopf im Grad Null sitzt.
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Definition 4.8.6. Wir bezeichnen fiir n € N die graduierte Grothendieckgruppe [gmof —A,]
zu g 1P mit [(,H3)%]. Entsprechend soll [(3H,)?] = [gmof —, A] die graduierte Grothendieck-
gruppe zu ¢H, sein.

Sie ist isomorph zur graduierten Grothendieckgruppe von Op. Damit 148t sich beispielsweise
der Modul P™(0) = £L(M™(0), M™(0)) in der graduierten Grothendieckgruppe schreiben als

[L(M™(0), M™(0)] = > [ A(0) (i),
1EZ

wobei a; = dim(S/(ST)"); die Dimension des Anteils vom Grad i sein soll. Insbesondere ist
dieser Modul positiv graduiert.

4.8.1 Verschiebungen von ,,rechts*

In Kapitel 4.1 haben wir bereits eine Rechtsoperation der Weylgruppe auf der Grothendieck-
gruppe der Kategorie O definiert. Wir geben nun einen graduierbaren Funktor auf {H, an,
der dieser Operation auf der Grothendieckgruppe entspricht.

Wir betrachten unseren Funktor V von ¢Hg in die S-Bimoduln. Mit den oben beschriebenen
Konventionen erhalten wir mit Lemma 4.4.1 einen Lift des Verschiebungsfunktors 67 auf 7,
durch

* ®(, 1) Homggs(V("P), V("P) ®@g: S(—1)).

Wir withlen wiederum Lifts von £(A(0), A(xz - 0)) € yH,, so daB der einfache Kopf vom Grad
Null ist.

Mit einer vollig analogen Schluiweise zu Satz 4.4.10 erhalten wir das folgende

Lemma 4.8.7. Fir x € W und eine einfache Spiegelung s mit xs > x haben wir exakte
Sequenzen von graduierten Moduln mit trivialem zentralen Charakter von links

L(A0),A(z1-0))(1) = 07L(A(0),A(z71-0)) —»L(A(0),A(sz *-0)).
LIA0),A(z7"-0)) = O7L(A0),A(sz1-0)) —=L(A0), A(sz™"-0))(-1).

Beweis: Fiir die erste Zeile miissen wir nur iiberpriifen, ob der Modul rechts in den richtigen
Graden sitzt. Nun ist aber A(sz=!-0)(1) < A(z=1-0). Also 07A(sz~'-0)(1) =2 0T A(z~1-0).
Das liefert die erste Sequenz. Fiir die zweite Sequenz geht die Argumentation analog. O

Wir fassen nun die Ergebnisse dieses Kapitels in dem folgenden Hauptsatz zusammen.
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Hauptsatz 4.8.8 (Graduierte Bimodulnkombinatorik).

Die folgenden Diagramme kommutieren:

gy P
V" Hy = [A(2:0)(n)] v" Hy = [A(2:0)(n)] v™ Ho—[A(27"-0)(n)]
0] ————[0%] 0] ————[0%]
L(A(0),e) L(A(0),e) L(A(0),0)" L(A(0),)7
W] " MR [BHT e [, 7]

Beweis: bereits gegeben.



KAPITEL

5
Hauptserien und ihre Graduierung

Das zentrale Ergebnis dieses Kapitels ist die Graduierbarkeit der Hauptserien. Wir
sind schlielich in der Lage, induktiv diese Graduierung zu berechnen und die ent-
sprechenden Elemente der Heckealgebra anzugeben. Als Ergéinzung zeigen wir, wie
man damit rein kombinatorisch sehen kann, daf alle Hauptserien dieselben Komposi-
tionsfaktoren haben und inwiefern sich Hauptsatz 3.2.1 iiber die dualen Hauptserien
in der graduierten Grothendieckgruppe wiederspiegelt.

AuBerdem geben wir noch einige Kécherdarstellungen von Hauptserien fiir Wurzel-
systeme vom Rang 2 an. Insbesondere lassen sich dabei Radikal- und Sockelfiltrie-
rungen ablesen. Sie verdeutlichen das am Ende des Kapitels angegebene Kriterium,
wann die Sockel- und Radikalfiltrierung eines unzerlegbaren Moduls in Oy iiberein-
stimmen. Mit diesem Resultat sind wir auch in der Lage, ein Resultat von Irving
[Ir] nochmals zu beweisen, das besagt, daf ein unzerlegbarer Projektiver genau dann
rigid ist, wenn sein Sockel einfach ist.

5.1 Hauptserien und ihre Graduierung

Der Hauptsatz dieses Kapitels besteht in der Angabe der den graduierten Hauptserien ent-
sprechenden Elementen der Heckealgebra.

5.1.1 Hauptserien als graduierbare Objekte

Im folgenden Abschnitt werden wir zuerst zeigen, dal Hauptserien graduierbar sind.
Satz 5.1.1. Firxz, y € W ist E(A(az -0),V(y - 0)) graduierbar.
Beweis: Die kurze exakte Sequenz

V(y-0) = 0:;V(y-0)—»V(ys-0)

82
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mit ys < y in Oy liefert (mit Eigenschaft 4 aus Kapitel 3.1) die kurze exakte Sequenz
0= L(A(-0),V(y-0)) - 0,L(Ax - 0),V(y-0)) = L(A(z-0),V(ys-0)) >0 (5.1)

in Ho. Fiir y = w, ist der linke Ausdruck isomorph zu L(A(0), A(z 'w, - 0)) und somit fiir
alle z graduierbar, also auch der durch die Wand geschobene. Mit denselben Argumenten wie
in Abschnitt 4.4.1 ist die Abbildung f jeweils graduierbar vom Grad 1. (Oder man verwende
Hauptsatz 3.3.3 und die Unzerlegbarkeit der auftretenden Moduln.) Damit ist also auch der
Kokern graduierbar. Induktiv erhalten wir die Graduierbarkeit fiir beliebiges y. Somit sind
alle Hauptserien graduierbar. O

Wir wihlen die Graduierung stets so, daf§ die Surjektionen in (5.1) vom Grad Null sind.
Apriori ist die Graduierung von der gewihlten reduzierten Zerlegung von x abhéngig. Man
iiberzeugt sich jedoch schnell davon, daf} dies nicht der Fall ist, indem man beispielsweise Lem-
ma 4.4.8 auf den einfachen Vermamodul anwendet. Somit sind die graduierten Lifts durch die
Forderung wohldefiniert und unabhéngig von der gewdhlten Darstellung von z (siehe auch
Satz 5.1.4). Dies ist auch mit den Ausfiihrungen in Kapitel 4 kompatibel.

Warnung: Wir unterscheiden nun in der Notation nicht mehr zwischen den durch den vorhe-
rigen Satz definierten graduierten Lifts der Hauptserien und den Hauptserien selbst.

Wir erhalten den folgenden zentralen Satz zur kombinatorischen Beschreibung der Hauptse-
rien:

Satz 5.1.2. Fiir ys > y erhalten wir die folgenden kurzen exakten Sequenzen graduierter
Moduln

L(A(x-O),V(ys-O))(l)% 9SL(A(w-0),V(ys-0)) —»ﬁ(A(m-O),V(y-O)).
E(A(w-O),V(ys-O))% es.c(A(x-O),V(y-O)) —»E(A(w-O),V(y-O))(—l).
Beweis: Aufgrund des Beweises von Satz 5.1.1 und der Definition der graduierten Lifts gilt

die erste Behauptung.
Mit unserer Standardargumentation erhalten wir eine graderhaltende Surjektion

0sL(A(z - 0),V(y-0))—»L(A(z-0),V(y-0))(—1).

Nun kommt der einfache Modul L(A(0), A(w, - 0)) aber in L(A(z-0), V(y-0)) genau einmal
vor. Sein Grad sei . Somit tritt er in OsL(A(x-0), V(y-0)) in den Graden 7+ 1 und ¢ — 1 auf.
Aufgrund der ersten Sequenz kommt er aber dann in §,L(A(z - 0),V(ys -0)) in den Graden
i+2 und ¢ vor und tritt daher in L(A(z-0), V(ys-0)) im Grad ¢—1 auf. Somit ist die Injektion
der zweiten Sequenz graderhaltend.

&

Korollar 5.1.3. Es gibt fiir ys >y eine Isomorphie graduierter Moduln
0sL(A(z - 0),V(y-0)) = 0,L(A(z-0),V(ys - 0))(—1).

Beweis: folgt unmittelbar aus dem Satz und Lemma 3.3.1. &
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5.1.2 Kombinatorik der Hauptserien

Wir kénnen nun Hauptserien kombinatorisch beschreiben. Diese Beschreibung gibt uns die
Moglichkeit, (mit der Kenntnis der graduierten Multiplizititen fiir Vermamoduln) graduierte
Multiplizititen der Lifts der Hauptserien auf rein kombinatorische Weise zu bestimmen.

Hauptsatz 5.1.4. Unter dem Isomorphismus aus Hauptsatz 4.8.8 entspricht
[L(A(wo - 0), V(woy - 0))] € [(y Ho)”]
dem Heckealgebrenelement
H, 1H,y.

Beweis: Fiir y = e gilt nach Abschnitt 3.1 £(A(wez - 0), V(w, - 0)) = L(A(0),A(z™" - 0)),
entspricht also dem Element H,-1 = H,-1 H,.

Sei nun ys > y fiir eine einfache Spiegelung s. Nun liefert Satz 5.1.2 eine kurze exakte Sequenz
graduierter Moduln

L(A(woz - 0), V(woy - 0)) (1) — O,L(A(woz - 0), V(wey - 0)) — L(A(woz - 0), V(woys - 0)).

Unter der Annahme, die Behauptung stimme fiir y, entspricht L(A(woaz -0), V(woys - 0)) dem
Heckealgebraelement

(Hx—lHy)(Hs + Q)) — (’UHI—IHy) = Hz—lHst = HI—IHyS.
Das ist gerade die Behauptung. &

Man iiberzeuge sich, dafl die Kombinatorik des zweiten Diagramms aus Satz 4.8.8 dasselbe
Ergebnis liefert. Man erkennt ohne Miihe mit der Relation H? = H, + (v~ ! — v)Hy, da§ der
einfache Modul £(A(0), L(0)) stets im Grad Null in dem graduierten Modul P, auftritt.

Korollar 5.1.5. Alle Hauptserien P, haben ohne Beriicksichtigung der Graduierung diesel-
ben Kompositionsfaktoren.

Beweis: Bs gilt H? = H, + (v~ — v)H;, fiir jede einfache Spiegelung s. Auswerten an der
Stelle 1 liefert dieselben Kompositionsfaktoren fiir P,, s wie fiir den projektiven Vermamodul.
Sei nun z € W und « eine einfache Wurzel, so dafl z = s,y mit I(y) = [(z) — 1. Dann gilt
aber

H,H, = H,.H. H,
= H,HHy+ (v ' —v)H, 1H, H,.

Damit hat also die Hauptserie P, dieselben Kompositionen wie die Hauptserie P,. Somit
liefert Induktion die Behauptung. &

Die Motivation zum abschlieBenden Ergebnis dieses Kapitels iiber duale Hauptserien lieferte
die Beobachtung in [Jo6|, daf8 H, und H,, H,,  gerade die inversen Graduierungen liefern.
Verallgemeinert man das dort verwendete Argument, erhilt man folgendes rein kombinatori-
sches

Lemma 5.1.6. Fiirxz € W gilt in der graduierten Grothendieckgruppe [(H$)?] die Gleichheit

[P(x,y)]Z = [d P(wox,woy)]z' (5'2)
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Beweis: Wir fithren einen Induktionsbeweis iiber die Linge von . Wir wihlen mit den Be-
zeichnungen aus [So4] Polynome p,, so daf

H,H, = He =Y py(H,, Hu,)-
Y

Nun entspricht H, dem Element C, in [KL]. Nach [Lu, (5.1.8)] gilt D!, = Cyy, Hy,. Somit
geben die Polynome gerade die (graduierten) Multiplizitaten der Einfachen wieder. Da H,
selbstdual ist, gilt

H,H, = H, =Y Py(H,, Hyl)-
Yy

Multipliziert man diese Gleichung mit Hio von rechts, erhilt man
Honwo = Zp_y(ﬂy’onwo)'
y

Somit hat H,, H,, gerade die ,inverse“ Graduierung zu H.H.. Das liefert die Aussage fiir
x =y = e. Mit Hauptsatz 5.1.4 liefert das den Induktionsanfang.
Sei nun x = s, eine einfache Spiegelung. Dann sei

HsaHsa = Z quyonwo
yeW

Wenden wir unsere Dualitit auf diese Gleichung an und multiplizieren anschliefend mit Hio
von rechts, liefert das

ZQyCyonwo = ﬁiaH?uo

Yy
= H 'H,'Hj,
= H,'H'H, H.H,,
= H 'H.H,H, .
= H,'H, H,-H, H*
_ H71H2OHS;1’

Sa THw

wobei «, 3 und z durch w, = s42z = zs3 bestimmt sind. Somit gilt die Gleichung
H'H, =H, H;' (5.3)

Sei nun x = s189... s, eine reduzierte Zerlegung von z.
Auflerdem definieren wir Laurentpolynome h, durch die Gleichung

H,—1Hy =Y hyCyu,Hy,.
Y
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Durch Dualisieren und Multiplizieren mit HZ,O von rechts erhalten wir

> hyCyuw,Hu, = H, HHZ,
y
= H;'H_\Hy,
= Hy'H;'H.'...H 'H
= H;leflle;l,,,H*I H? H;' wegen Gleichung (5.3)

Sp—1""Wo " Sp

= H,'H] H;'H'.. .H!

= H,'H H . (5.4)
Andererseits gilt jedoch
H = HyH, 1, HyoH,—

Das liefert nun H,, ;-1 Hy,o = Hy-1, Hu,e = Hy 'H2 H_ Y.
Der Vergleich mit Gleichung (5.4) liefert die Behauptung. O

Das vorhergehende Lemma, war eine rein kombinatorische Aussage, die daher auch allein mit
kombinatorischen Argumenten bewiesen wurde. Ohne diese Einschrankung erhalten wir sogar
eine stéirkere Aussage, eine Verallgemeinerung von Hauptsatz 3.2.1:

Satz 5.1.7. Es gilt P ) = dP,aw.y) ols graduierte Moduln fir alle x, y € W.

Beweis: Unter Verwendung der graduierten exakten Sequenzen aus Satz 5.1.2 kénnen wir (mit
vertauschter Links- und Rechtsstruktur) wie im Beweis von Hauptsatz 3.2.1 argumentieren.
Wir miissen nur den Induktionsanfang iiberpriifen.

Fiir y = e gilt v(Py,¢)) = v(d Pry,z,w,)) nach dem Vergessen der Graduierung. Nun sind aber
diese [somorphismen eindeutig bis auf einen Skalar und somit mit der Graduierung vertréglich.
Da der einfache Sockel jeweils vom Grad Null ist, ist also der Isomorphismus homogen vom
Grad Null.

Alternativ dazu kénnen wir auch mit Hauptsatz 3.2.1 die graduierten Moduln P, ,) und
d Pw,e,wey) als Lifts des unzerlegbaren Moduls v(P; ;) betrachten. Der ist nach Lemma 4.3.5
bis auf Gradshift eindeutig. Mit dem vorhergehenden Lemma, folgt die Behauptung. &

5.2 Kocherdarstellungen der Hauptserien

Im folgenden Abschnitt werden wir Kécherdarstellungen der Hauptserien angeben. Das er-
moglicht eine genaue Beschreibung der Untermodulstruktur solcher Moduln. Insbesondere
sind die Radikal- und Sockelfiltrierungen leicht ablesbar.

Es stellt sich dabei heraus, dafl diese beiden Filtrierungen im allgemeinen nicht iibereinstim-
men miissen. Einige allgemeine Resultate {iber diese Filtrierungen findet man in Abschnitt 5.3.
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5.2.1 Das prinzipielle Verfahren zur Bestimmung der Kécherdarstellungen

Wir werden nun die Hauptserien fiir Wurzelsysteme vom Rang zwei genauer beschreiben.
Wir wollen den entsprechenden Modul in Oy als Darstellung eines Kochers wiedergeben. Die
dazu notwendigen Kocher werden in [St] beschrieben. Wir werden zuerst an einem Beispiel
exemplarisch verdeutlichen, wie diese Darstellungen ausgerechnet werden kénnen. Die iibrigen
werden einfach aufgelistet.

Die Hauptserie L(A(sq - 0),V(sq - 0)) fiir Typ As.

Nach Definition der Vervollstindigungsfunktoren wird die Hauptserie £(A(sq - 0), V(84 - 0))
unter der Aquivalenz von Kategorien aus [BG] auf den Modul C,V (s, - 0) abgebildet.

Da der Sockel des dualen Vermamoduls V (s, - 0) von der Form L(s, - 0) ist, bedeutet das
nach [Jo4, Lemma 2.4], da§ der besagte duale Vermamodul ein Untermodul der Hauptserie
ist. Nach [Jo4, Lemma 4.6] gibt es eine kurze exakte Sequenz der Form

0= V(sq-0) = CaV(sa-0) 5 V(0) % V(s,-0) = 0. (5.5)

Somit kennen wir das Bild von f, ndmlich den Kern von g. Wir erhalten somit eine Kécher-
darstellung von ker g der Form

C Die Doppelpfeile symbolisieren dabei je einen Pfeil in jede Rich-
(1,0) tung. Die Beschriftung an den Pfeilen bezeichnet die Abbildung,
die durch den Pfeil symbolisiert wird. Dabei wurden nur die Pfei-

le beschriftet, die sich nicht von selbst erklidren. Bei den {ibrigen
wurde einfach der Skalar angegeben, der nach einer Basiswahl die
entsprechende Matrix beschreibt. Der erste steht dabei fiir die Ab-
bildung, die zu dem Pfeil gehort, der nach oben zeigt, die zweite
Ziffer gehort dementsprechend zum Pfeil, der in die entgegenge-
setzte Richtung weist.

Aus den bisher bekannten Daten erhalten wir folgende K6cherdarstellung fiir die Hauptserie:

Die gestrichelten Pfeile sollen den dualen Vermamo-
dul anzeigen, der als Untermodul auftritt. Zu be-
stimmen sind noch die freien Variablen a bis ¢. Um
schlieBllich die noch fehlenden Daten zu bekommen,
reicht es aber aus, auf die definierenden Relationen
zuriickzugehen. Das liefert uns die beiden Gleichun-
gen ¢ = —2a und b = 4a.

Durch passende Basiswahlen erhalten wir die in der nachfolgenden Liste aufgefithrte mégliche
Kécherdarstellung.
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Zur Bestimmung einer Kocherdarstellung fiir die etwas grofieren Beispiele wurde oftmals die
Kenntnis der Vervollstindigung eines einfachen Moduls benutzt. Im bereits berechneten Fall
konnen wir diese Kenntnis als kleine Probe verwenden.

Aufgrund der Linksexaktheit des Vervollstindigungsfunktors C, erhalten wir C,L(s4-0), die
Vervollstindigung des Sockels, als weiteren Untermodul. Mit Hilfe von [Jo4, Corollary 3.5]
kénnen wir diesen Untermodul durch folgende exakte Sequenz beschreiben:

0 — Carad A(sq - 0) = A(0) = CoL(sa - 0)—rad A(se - 0)/ (DY rad A(s, - 0)) = 0 (5.6)

Man iiberlegt sich leicht, daf D rad A(sq - 0) = A(se85 - 0) als Untermodul von A(s, - 0)
gilt. Aus obiger Sequenz (5.6) erhalten wir nun

[CaL(sa - 0)] = [L(0)] + [L(sa - 0)] + [L(spsa - 0)]

mit L(sgsq - 0) als Quotienten und A(0)/A(sp - 0) als Untermodul.

Insgesamt ergibt das fiir CoL(sq - 0)
die folgende mogliche Kocherdarstel-
lung (mit den noch niher zu bestim-
menden Variablen z und y):

Wir sehen, daf} dies in der Tat eine Unterdarstellung unserer berechneten Darstellung liefert.

5.2.2 Explizite K6écherdarstellungen

Wir gewinnen durch diese Art von Rechnungen schliefflich die folgenden Kocherdarstellungen,
die den Hauptserien entsprechen. Die Pfeile, die zu trivialen Abbildungen gehtren, haben wir
weggelassen. Bei den iibrigen haben wir einfach die zugeho6rige Matrix nach einer Basiswahl
notiert.

Insbesondere kénnen wir die Radikal- und Sockelfiltrierungen ablesen. (Man vergleiche damit
auch [C].)

Wir listen sie jeweils unter der entsprechenden Darstellung auf, wobei wir als Abkiirzung die
Buchstaben

R (Radikalfiltrierung), S (Sockelfiltrierung) und G (Gradfiltrierung)

verwenden. Die Nummerierungen der einfachen Moduln entspricht derjenigen in [St] und
bedeutet im Koécher gerade der Numerierung der Ecken von oben nach unten und von links
nach rechts.

Die Pfeile, die zu trivialen Abbildungen gehtéren haben wir nun schlichtweg weggelassen.
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Beispiele fiir As:

Hauptserie V(0)

C
(1)/ \(1)

Ly < Ls, Ly < Ly, Ls < Lg
(SRQG)

Hauptserie C,, V(w, -0)

L¢ < Ly, Ly < L3, Ly < L4
(SRQ)

Hauptserie C,V(s, - 0)
C

(1)/ \(1)

L3 < L17L47L5 < L27L6
(SRG)

Hauptserie C,3V (s3s4)

Lo, Lg < Ly, L4, Ly < L3
(SRG)

Hauptserie C3V(sg - 0)

L2 < L17L47L5 < L37L6
(SRG)

Hauptserie Cp,V (5455 0)

L3, L¢ < Ly, L4, L5 < Lo
(SRG)
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Beispiele fiir Bs:

Hauptserie V(0)

I < L2,L3 < L4,
Ly < LS,L7 < Lg (SR,G)

Hauptserie A(0)

Lg < L7,L6 < L5,
Ly < L3, Lo < Iy (SRG)

Hauptserie C,V(s, - 0)

L3y < Ly, Ly, Ls

< LQ,LS,L7 < Lg (SG)
Ly < L4, Ly < Ly,
Lg,L’r < LQ,Lg (R)

Hauptserie
CsC.CsV(sgsass - 0)
C
(1) (1)

Loy, Lg < Ly, Lg,

L7 < Ly, Ls < L3 (S)
Lg < LQ,L6,L7 <

< Ly, L4, Ly < L3 (RG)

Hauptserie C3V (s - 0)

Loy < Ly, Ly, Ly

< L3, Lg,L7 < Lg (SG)
Lo < Ly, Ly < Ly,
LS,L7 < L3,L8 (R)

Hauptserie
CoCs3CoV(5a535q - 0)

L3, Lg < Ly, Lg,

Ly < Ly, Ly < Ly (S)
Lg < L3, Lg, L7 <

< Lyi,L4, Ly < Lo (R,G)
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Hauptserie Hauptserie
CsC,V(sasg-0) C.C3V(sgsq - 0)
C g p C
/ AN
(1) (1) (1) (1)
4 AN / N
| |
cZ C cl i
| A A |
(14//2) (1) 1) (P (P (1) (-1) (41/)
/ AN /!
(1) (-2)
N (1) A (1)
C C
Ly, Lg < Ly, Ly, L3, L7 < Ly, Ly,
Ls,Lg < L3, Ly (SRG) Ls,Lg < Lo, Lg (SRG)

Beispiele fiir Gs:

Wir verzichten darauf, noch mehr Bilder zu liefern, wollen aber dennoch einige Filtrierungen
fiir Typ G2 angeben, die wiederum zeigen, dafl die Hauptserien keineswegs rigid sein miissen.
Allerdings gibt es kein Beispiel, fiir das alle drei Filtrierungen verschieden sind.

CaV(sq-0): L3 < Li,L4 Ly < Lo,Lg,L7 < Lg,Lg < L1, L11 < Li2 (SG)
L3 < Ly,Ls < L¢, L7 < Lg,Lg < L1,L19,L11 < La,L15  (R)

CuaCpsV(spsa-0): L3, Ly < Ly, Ly, Ls, Lg, Lg < Lo, Lg, L1o, L11 < L2 (SG)
L7 < L37L87L9 < L17L47L57L107L11 < L27L67L12 (R)

CoCs3CLV (505354 0) :

Ls,L7,Lyy < Ly, L4, Ls, Lg, Ly, L1o < Ly, Lg, L1g  (RSG)

Bemerkung 5.2.1. Man beachte, da die Loewyldnge der Hauptserien nicht konstant ist
(vgl. Bemerkung 6.2).

5.3 Sockel-, Radikal- und Gradfiltrierung der Hauptserien

Die Beispiele aus dem letzten Abschnitt zeigen, dafi die Hauptserien (im Gegensatz zu Verma-
moduln und ihren dualen Moduln) im allgemeinen nicht ,,rigid“ sind, das heif}t, ihre Sockel-
und Radikalfiltrierungen nicht notwendigerweise iibereinstimmen miissen. Wir geben nun zwei
Kriterien an, die es in einigen Féallen erméglichen, zu iiberpriifen, ob die entsprechenden Fil-
trierungen iibereinstimmen.
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Lemma 5.3.1. Sei M € O. Er sei unzerlegbar und graduierbar mit Lift M. Die drei Filtrie-
rungen auf M stimmen iberein <= der Sockel und der Kopf sind jeweils rein.

Beweis: Die Konklusion von links nach rechts ist nach Definition richtig. Die andere Folgerung
gilt aufgrund [BGS, 2.4.1]. &

Fiir Vermamoduln stimmen bekanntermafien (vgl. [Ir], [BB2]) die Radikal- und Sockelfiltrie-
rungen iiberein. Sie fallen (da Vermamoduln einfache Koépfe und Sockel besitzen) mit der
Gradfiltrierung zusammen.

Fiir diese Filtrierung gibt es eine Paritdtsbedingung, die durch das Verschwinden von Er-
weiterungen zwischen Einfachen gegeben wird. Dieses tiefliegende Resultat findet man bei-
spielsweise in [BB2], eine sehr schone und ausfiihrliche Diskussion der Thematik im Kontext
algebraischer Gruppen bietet [An]. Unter Verwendung dieser starken Aussage erhalten wir
eine entsprechende Eigenschaft der Gradfiltrierung fiir die Hauptserien:

Satz 5.3.2 (Parititseigenschaft der Gradfiltrierung).
Fiir x € W gilt fir die gewahlten graduierten Lifts der Hauptserien beziglich der (graduierten)
Multiplizitiaten

[Co-1V(z-0) : L(y-0)(i)] # 0= I(y) —i = 0mod 2.

Insbesondere kommen in einer Stufe der Gradfiltrierung nur einfache Moduln vor, fir die die
Paritdt der Linge der entsprechenden Weylgruppenelemente tibereinstimmit.

Beweis: Greifen wir bereits auf Kapitel 7 vor, so liefert die graduierte Vierersequenz aus
Hauptsatz 7.4.2 induktiv den Beweis, da diese Parititseigenschaft aufgrund der Kazhdan-
Lusztig-Theorie fiir den dominanten Vermamodul gilt. &

Als Anwendung von Satz 1.4.1 erhalten wir ein Resultat von Irving ([Ir, Corollary 7]):

Lemma 5.3.3. Sei A\ ein ganzes Gewicht. Der Projektive P(x-\) ist genau dann rigid, wenn
sein Sockel einfach ist.

Beweis: Nach Satz 1.4.1 ist der Sockel eines unzerlegbaren Projektiven P(z - A) gegeben
durch die direkte Summe der Sockel der projektiven Vermauntermoduln. Somit reicht es also
zu zeigen, dafl die Sockel bzw. Kopfe dieser Vermamoduln nicht alle vom gleichen Grad sind.
Da nun aber die homogene Komponente von VP(z- ) vom hochsten Grad eindimensional ist
(und einem dominanten Vermamodul entspricht), kann der Sockel von P(x - A) nicht in einem
Grad leben, falls er nicht einfach ist. O

5.4 Hauptserien als Koszulmoduln?

Zuletzt gehen wir noch der Frage nach, ob die graduierten Versionen der Hauptserien Kos-
zulmoduln sind. In den Spezialfillen von Vermamoduln oder auch ihren dualen wird dies in
[BGS] gezeigt. Wir formulieren zuerst einen allgemeinen Satz, der auf den ersten Blick zwar
die gefragte Koszulitit liefern sollte, dessen Voraussetzungen jedoch im allgemeinen nicht
auf Hauptserien zutreffen. Schliefllich werden wir jedoch sehen, daf3 dies nicht von ungefihr
kommt, da in der Tat die Hauptserien im allgemeinen nicht Koszulmoduln sind.
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Nach [BGS, 2.14.2] ist ein graduierter Modul M € gmof —A ein Koszulmodul, falls
Ethmof —A(Ma L) =0

gilt fiir alle einfachen Moduln L, die nicht homogen vom Grad i sind. Fiir N € Oy mit einem
gewihlten Lift M nennen wir N Koszulmodul, falls M € gmof — A Koszulmodul ist.

Wir zeigen dazu zuerst folgenden

Satz 5.4.1. Sei M € gmof —A Koszul und %\M ebenfalls fiir Wy = {1,s}. Angenommen es
gibt eine exakte Sequenz graduierter Moduln

M(1) — ;M —»N,
dann ist N ebenfalls Koszul.

Beweis: ITm folgenden benutzen wir die in Kapitel 4 gezeigten Adjungiertheiten der graduier-
ten Verschiebungsfunktoren ohne explizit nochmals darauf hinzuweisen.
Wir betrachten die exakte Sequenz von Erweiterungen in gmof — A

Ext!(M(1), L{n)) < BExt®(0, M, L(n)) + Ext'(N, L(n)) « Ext' 1(M (1), L(n)) (5.7)

fiir einen einfachen Modul im Grad n. Wir erhalten nun fiir den zweiten Ausdruck der obigen
Sequenz

Ext! (0, M, L(n)) = Ext’(0) M, 00 L(n + 1)), (5.8)

wegen der Adjungiertheit der entsprechenden Funktoren. Nun ist aber (5.8) Null, falls L
Litber der s-Wand lag*, und andernfalls Ext’(6) M, L(n)) fiir einen einfachen Modul L im
Grad Null. (Einfache werden beim Verschieben auf die Wand im Grad um Eins verschoben!).
Ist nun n # 1, so ist besagter Raum (5.8) nach Voraussetzung aber trivial.

Also liefert (5.7) mit den Voraussetzungen an M fiir i # n die exakte Sequenz

0 « Ext’(N, L(n)) « 0. (5.9)
Somit hat N nur i-fache Erweiterungen mit Einfachen im Grad 1. O

Allerdings liefert das keine Aussage iiber die Hauptserien, da wir im allgemeinen nicht wis-
sen, ob die auf die Wand geschobenen Koszul sind. In der Tat zeigen sogar die Beispiele in
Abschnitt 5.2.2, daf} die Hauptserien im allgemeinen nicht Koszul sind, da sonst insbesondere
der Kopf vom Grad Null wire und damit die Gradfiltrierung immer mit der Sockelfiltrierung
iibereinstimmen miifite. Da nun aber die Sockelfiltrierung der Radikalfiltrierung des dualen
Moduls entspricht, miifiten die Hauptserien in den Beispielen 5.2.2 alle , rigid“ sein.
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§

Eine graduierte Form der
Jantzen-Summenformel fiir Hauptserien

H.H. Andersen und N. Lauritzen zeigen in ihrem Artikel [AL] eine Summenformel fiir die
dort eingefiihrte Jantzenfiltrierung auf den Hauptserien. Wir wollen sie in unserem Kontext
ebenfalls beweisen. Insbesondere wird sie so zu einer rein kombinatorischen Aussage.

Fiir einen Z-graduierten Modul M iiber einem nichtnegativ graduierten Ring bezeichnen wir
mit (M?);cz die assoziierte Filtrierung.

Verwenden wir die Ergebnisse aus [BGS], so liefert die Graduierungsfiltrierung auf den gradu-
ierten Hauptserien in der Tat eine Filtrierung als graduierte A-Rechtsmoduln. Der folgende
Satz soll die naheliegende Vermutung bekréftigen, dafl die Jantzen- und die Graduierungsfil-
trierung zusammenfallen.

Fiir einen graduierten A-Modul M sei ch M := [v(M)] € [mof —A] der ,nichtgraduierte Cha-
rakter® von M.

Satz 6.1 (Kombinatorische Summenformel).
Sei z € W und sei R*(2) = {8 € Rt | z71(B) < 0} die Menge aller positiven Wurzeln, die
unter z~' ihr Vorzeichen wechseln. Dann gelten

die folgenden Charakterformeln fiir die Hauptserien,

Zch((PwoZ(l(z)))i): 3 (chA(O)—chA(Sg-O))+ S chA(ss-0)

i>1 BERT(z~1) BeRT\Rt(z—1)

und die bekannten Formeln fir die Vermamoduln

D ch(A(z-00)= Y chA(sz-0).

i>1 BER+\R*(z)

Mit der entsprechenden Umformulierung (siehe Bemerkung 6.2) sind das gerade die Formeln
aus [AL, Theorem 7.1].
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Beweis: Fiir eine exakte Sequenz der Form
0— K(1) > B — C—»K(-1) =0

in gmof — A gilt

[B] = [C] = (v — v 1)[K]
in der graduierten Grothendieckgruppe. Wir greifen nun nochmals auf Hauptsatz 7.4.2 vor.
Addieren wir alle diese Gleichungen beginnend mit B = A(z-0) und endend mit C' = V(z-0),
dem vereinbarten Lift des entsprechenden dualen Vermamoduls, auf, so erhalten wir fiir 2 € W
eine Gleichung der Form

[Plwowor)] = [Pa=1,6)] = [Plugsuwor)] — [Pley] = D (v — v )[Ky] (6.1)
TEM,
fiir gewisse graduierte Moduln K, mit ch K, = chA(z - 0), wobei z eine noch nédher zu
bestimmende Teilmenge M, (eventuell mit Vielfachheiten!) der Weylgruppe durchliuft. Da
nun
(W —v ) =(w—0v )W o e

~~

¢ Summanden
ist, erhalten wir die im zweiten Teil des Satzes zu bestimmenden Charaktere zu den Verma-
moduln durch

1

e Teilen durch v — v~" und

e anschlieBendem Spezialisieren v := 1 der rechten Seite von Gleichung (6.1).
Also .
D (Pl ) = D chEy= Y chA(z-0).

i>1 zEM, TEM,

Bestimmung von M,: Fir w, = $1-...- 8 und wez = s1 - ... sy, reduzierte Zerlegungen

durchlduft  die Elemente der Form z; = zyi_lsiyi mit y; = Sja1 ... -5y fir 1l < i < m
(dabei sei yp, 1= e). Fiir s; = s4, ist somit y;lsiyi die Spiegelung, die zur Wurzel y;l(ai) =
Sp ... 8it1(a;) gehort. Nach [MP, 5.2, Proposition 3| ist also
M, = {zs3|B€ER", woz(B) € R}
= {zspz7'2 | BERT, woz(B) € R}
= {syz|v=2(8), B€ R, wz(B) € R}
= {spz|Be R, 2z 1(B) e R*}
Wir erhalten somit die bekannte Summenformel
Y chA(z 0= Y A(sgz-0)= > A(spz-0), (6.2)
i>1 BERT\R*(2) BERT(2-0)

wobei RT(2-0) ={B € R | (z-0+ p,&) > 0} gesetzt wird. Das liefert also den zweiten Teil
der Behauptung.
Fiir den ersten Teil der Behauptung betrachten wir entsprechend zu (6.1) zu beliebigem z € W

[Pw,] — [Puw,z] = Z (v — U_l)[Kx] (6.3)
[P=[P] = D (w—v "K] (6.4)

TEM?2
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mit geeigneten Multimengen MZ1 und MZ2 Es seien w, =81 +... 8, und wez = Sypy1c - .. - Sp
reduzierte Zerlegungen. Wir setzen ¢ = s; - ... sp, also aw,z = w,. Man iiberlegt sich
analog zu oben, daf fiir s; = s,, die Elemente in M} gerade die Spiegelungen zu den Wurzeln
(yiwo) " () = 8p - oo Smi1Sm e ee - Sig1 () = 27 wosm - sipr(og) fiir 1 < i < m— 1

sind. Somit folgt wiederum mit [MP, 5.2, Proposition 3]

M; = {s:tu,(y | ¥ €RY, a(y) R}
= {SZ*lwo(v) | v € RY, (wozilwo)(’)’) €ER}
= {sg| (" tw,) 1(B) € RT, (wozr ‘w,)(z tw,) 1 (B) € R}
= {sp | (wo2)(B) € R, w,(B) € R}
= {sg|B€ERT 2(8) e R}

= RT(z7Y).
Wihlen wir nun z = 1 -. . .- sy, als reduzierte Zerlegung. Mit denselben Argumenten wie oben
und s; = 84, durchliuft dann M2 die Menge der Spiegelungen an Wurzeln zu s, -. . . - s; 11 ()

mit 1 <4 < m. Somit ist
M? = {sy|v€R", z(y) e R} =M,.
Nun kénnen wir folgende Summen schreiben

VOPy,) = (01 =0 72) 4 (0" = 0)[Py,] + 0[Py, ]
— AP = (071 o @) L (0772 = 0%))[Pe] — v [Pe]

mit @ = [(z) mod 2, a € {0, —1}. Insgesamt erhalten wir somit aus (6.3) und (6.4)

ni n2
V[P, ] — v OP) = Y i — v [Py, ]+ Y v (0 — v ) [Pe]
=1 =1

+ 'U;['Pwo] - Ua[Pe]
— O Y v K] =0 S 0 —v ) [K,]

rzEM} TEM?2

mit n1 +ng = I(z) und b;, ¢; € Z. Teilen der rechten Seite durch (v —v~!) und Spezialisieren
liefert mit der Formel (6.1)

1(2)
> chAO)+ > chA(@-0)— > chA(z-0)— > chA(z-0)
i=1

TEM, zEM} TEM?2

= Y (hA(0) —chA@@-0)+ > chA(z-0),

reEM} €M\ M}

wobei die zweite Zeile aufgrund von |M}| = 1(z71) =1(2) und M2 = M} und M, = R* gilt.
Somit erhalten wir also die Formel

S oa@,)= Y (chA(O)—A(sB-O))-l- ST chA(ss-0).

i>—l(z)+1 BERT (2~ 1) BERT\R+(271)

Das ist dann genau die Behauptung. O
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Bemerkung 6.2.

Man kann so auch die noch allgemeinere Summenformel [AL, Remark 7.1] zeigen, worauf wir
jedoch verzichten. Stattdessen erscheint es sinnvoll, die Ubersetzung in die dort verwandte
Notationen anzugeben.

Thr Modul M (z,y) entspricht unserem L(A(z ! -0), V(yw, - 0)) = Pzt yw,) und ihr M*(0)
unserem L(A(w™'w, - 0), V(w™ w, - 0)) = Py-1,,. Nun entspricht also unser P, , ihrem
M(z,y) mit z := 2z~ 'w, und y := wyzw, (mit dem offensichtlichen Shift in der Filtrierung).
Fir M € O sei ch M = [M] € [Op] = [mof —A]. Somit gilt also nach [AL, Remark 7.1] die
Formel

S ch(M(z,y)') = 3 (chA(my A) = A(spay - A))

i>1 BER (2y)\R* ()

+ Z ch A(sgzy - A).
BERT (xy)NRF (x)

mit A = w, - 0. Es gilt nun in unserem Fall R*(zy) = R (2 'w,w,2w,) = RT und

RY(z) =R (2 'w,) = {BER" |w,z(B) € R}
= {BeR"[2(B)eR"}
RA\RT(z71).

Somit liuft die erste Summe iiber RT(z~!) und es gilt zy - A = 0. Die zweite Summe liuft
genau iiber das Komplement in R*. Das ergibt gerade unsere Formel.

In den Beispielen aus Kapitel 5.2.2 wird deutlich, dafl in vielen Fillen die Summenformel
sogar den Charakter des gesamten Moduls liefert.

Fiir die Graduierung sieht man unter Verwendung von Hauptsatz 5.1.4 leicht ein, daf} dies
fiir die Hauptserie P, genau dann nicht der Fall ist, wenn es eine reduzierte Zerlegung x =
51+ ...-s, von z gibt, so daf} sjz < x fiir 1 < j < r gilt. Insbesondere gilt dies fiir z = e, z = w,
oder z eine einfache Spiegelung. Die Linge der Gradfiltrierung ist genau dann maximal, wenn
diese Bedingung fiir z und w,z gilt.



KAPITEL

7

Primitive Quotienten und ihre
Kompositionsfaktoren

Ausgangspunkt dieses Kapitels sind die in [Jo6] geduflerten Vermutungen, inwie-
fern eine Filtrierung auf den Hauptserien Aussagen iiber Kompositionsfaktoren von
Lprimitiven Quotienten®, das heifit Quotienten der universell Einhiillenden Algebra
nach einem primitiven Ideal, liefern kann. Wir haben versucht, diese Vermutungen
in unseren Kontext zu iibertragen und sie ihm entsprechend zu formulieren.

In der Tat erhalten wir durch unsere graduierten Formen der Hauptserien eine obere
Schranke fiir die einfachen Moduln, die als Faktoren in einem gegebenen primitiven
Quotienten auftreten kénnen. Im Falle von einfachen Multiplizitaten liefert das be-
reits die gesamte Information. Im anderen Fall erhalten wir eine untere Schranke,
die jedoch von einer geeigneten Identifizierung von Kompositionsfaktoren abhéngt.
Dieser Sachverhalt wird in Hauptsatz 7.4.2 prézise ausgedriickt. Grundlage dafiir ist
eine graduierte Form der Duflo-Zeblenko- Vierersequenz aus ([Jo5]).

Die Ergebnisse werden durch konkrete Berechnungen auch im Fall h6herer Multipli-
zitdten illustriert.

Zu einer Vermutung von Joseph: Eine obere Schranke fiir

Kompositionsfaktoren primitiver Quotienten

Sei I = I(z) C U der Annihilator eines einfachen Moduls L(z - 0) € Oy. Nach einem Satz von

Duflo [Du, Proposition 10] gibt es eine Abbildung

wl‘ . Pwo —>PI

vom Bimodul, der unter der Bernstein-Gelfand-Aquivalenz dem dominanten Vermamodul ent-
spricht, in die entsprechende Hauptserie P,, deren Bild isomorph zum primitiven Quotienten

U/I(z) ist.

Die primitiven Ideale in ¢/ sind genau die Annihilatoren einfacher Moduln aus O ([Ja2, 7.4]).
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Somit werden also in der Tat alle primitiven Quotienten durch Bilder der Morphismen aus
(7.1) beschrieben. Die Menge der Annihilatoren einfacher Moduln aus Oy werden parametri-
siert durch die Linkszellen der Weylgruppe (siehe [KL, 1.6]). Nach [Du, Proposition 8] gibt es
eine Abbildung von der Menge der Annihilatoren einfacher Moduln in Oy in die Teilmenge
aller Involutionen der Weylgruppe. Dabei wird I das Weylgruppenelement z zugeordnet, so
daB L(z - 0) der eindeutig bestimmte minimale Untermodul von U /I ®;; A(0) ist (siehe auch
[Ja2, 7.11]).

Ist g beispielsweise eine Liealgebra vom Typ A,, so liefert das eine Bijektion zwischen den
primitiven Idealen von & und den Involutionen der Weylgruppe. Im allgemeinen (sei etwa g
vom Typ Bj oder Gs) liefert das jedoch nur eine Inklusion. Die Elemente des Bildes nennen
wir kurz Duflo-Involutionen. Details dazu findet man in [Du], [Jo2] oder [Ja2, Kapitel 5 und 7].

Wir werden nun zeigen, dafl die Abbildung 1, als graduierte Abbildung aufgefafit werden
kann, so daf} dies eine obere Schranke fiir die auftretenden Kompositionsfaktoren liefert. In-
wiefern diese Schranke tatséichlich angenommen wird, wird dann in den Beispielen untersucht.
Man vergleiche dazu auch Hauptsatz 7.4.2.

Satz 7.1.1. (obere Schranke fiir die Kompositionsfaktoren)
Fiir alle x € W ist die von Duflo definierte Abbildung

'l/)x : Pwo —>7Dx

als Morphismus zwischen graduierten Moduln graderhaltend.
Insbesondere gilt

[/ Ann Lz -0)) @y A(O) = Liy-0)] < 3 min {[A0) : L(y - 0) (i)}, [Po @0 A(0) : Lly - 0)i)]}-

iEZ

Dabei verwenden wir auf der rechten Seite die fiir die Hauptserien gewdhlten graduierten Lifts
mit der durch Satz 5.1.4 gegebenen Kombinatorik.

Beweis: Da alle Hauptserien P, (mit y € W) dieselben Kompositionsfaktoren besitzen, ist
der Morphismenraum von P, nach Py, stets eindimensional, also ist die Abbildung v, stets
homogen. Nun tritt aber der endlichdimensionale Kompositionsfaktor L(0) stets im Bild auf,
da I(e) beziiglich der Inklusion unter den primitiven Idealen maximal ist. Er ist aber nach Satz
5.1.4 jeweils vom Grad Null. Somit ist die Abbildung vom Grad Null. Mit der Beschreibung
des Bildes von 1), folgt dann auch die Aussage iiber die Kompositionsfaktoren. &

Aufgrund dieses Ergebnisses wollen wir eine Frage (mit den uns zur Verfiigung stehenden
Mitteln) formulieren, die von Joseph in [Jo6] als Frage oder Vermutung aufgestellt wurde:

Sind die Kompositionsfaktoren des primitiven Quotienten U /I(x) genau
die einfachen Moduln, die in Py, und P, im gleichen Grad auftreten?

Diese Frage ist natiirlich nicht eindeutig formuliert fiir den Fall hoherer Multiplizitdten. Des-
wegen wollen wir erst einmal den einfachen Fall, das heifit Liealgebren vom Rang 2, betrachten.
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7.2 Wurzelsysteme vom Rang 2: Einfache Multiplizititen

7.2.1 Das Beispiel: A,

In diesem Fall gibt es vier verschiedene Linkszellen, also auch vier verschiedene primitive Idea-
le. Mit dem Resultat [Jo3, 4.8] oder auch mit dem in [St] beschriebenen Verfahren kénnen wir
die Kompositionsfaktoren der primitiven Quotienten berechnen. Wir bezeichnen die beiden
einfachen Spiegelungen mit s und ¢. Damit erhalten wir die folgenden Daten, wobei sich B’
und B” auf die Berechnung nach [Jo3, 4.8] beziehen und mit den Bezeichnungen dort iiber-
einstimmen:

Primitives Ideal | Kompositionsfaktoren B’ B" Kombinatorik
H, Hy,, = D, +
I(e) L(0) {8} {=e, =0} |v '(Ds + Dy +

v 2(Dgt+Dys)+v 73 Dy

Ht2 = ’Ulet + De +

I(t) =1(t L(0), L(s-0 _
(t) = I(ts) (0), L(s-0) {a}  {-B} B D D
H2 = ’U_lD + D +

I = I(st L(0), L(t-0 _ : s o
(s) = I(st) (0), L(t-0) {8 A{-o} Dt Dy + 6D, + 0D,
I(sts) alle einfachen 0 {wo) H, = De+v(Ds+Dy)+

'02 (Dst + Dts) + 'U3Dsts

Dabei bezeichnen wir mit D, das Heckealgebrenelement, das der Isomorphieklasse des einfa-
chen Moduls L(z - 0) entspricht. Die durch Satz 7.1.1 in Frage kommenden Kompositionsfak-
toren fiir die primitiven Quotienten sind durch Hervorhebung des entsprechenden Heckealge-
brenelementes dargestellt.

In diesem Fall sind also die Kompositionsfaktoren der primitiven Quotienten genau diejenigen,
die in der entsprechenden Hauptserie und in P,,, im selben Grad auftreten.

7.2.2 Die Beispiele B; und G,

Fiir die anderen Wurzelsysteme vom Rang zwei erhalten wir mit den entsprechenden Rech-
nungen dieselbe Aussage. Wir verzichten deshalb auf die explizite Angabe. Wir wollen als
erste Beobachtung festhalten:

Beobachtung 7.2.1. Fir die Wurzelsysteme vom Rang zwei sind die Kompositionsfaktoren
des primitiven Quotienten U /1(x) genau die einfachen Moduln, die in P, und Py im gleichen
Grad auftreten.

7.3 Wurzelsysteme vom Rang 3 und hohere Multiplizitdten

7.3.1 Das Beispiel: A;

Wir werden nun das einfachste Beispiel mit hoheren Multiplizititen untersuchen: As.
Wir bezeichnen die drei einfachen Spiegelungen s, sz und s, (mit (&,~y) = 0) schlicht mit
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1, 2 und 3. Die Weylgruppe (unter der Rechtsoperation) besteht dann aus den folgenden
Elementen:

W = {0,3,2,1,12,23,32,13,21,123, 312,232,121, 231, 321,
2312, 1232, 1231, 1321, 2321, 12132, 32312, 12321, 123121}

Wir numerieren die zugehorigen einfachen Moduln des trivialen Blocks in dieser Reihenfol-
ge. Die Anzahl der Linkszellen, wie auch der verschiedenen primitiven Ideale, ist 10 (siehe
[Ja2, 5.27]). Wir bezeichnen sie mit den Buchstaben A bis J. Die Kompositionsfaktoren der
entsprechenden primitiven Quotienten sehen wie folgt aus (vgl. [St]):

A3 Linkszelle Kompositionsfaktoren B’ B"
des primitiven Quotienten
A {0} L
v~ 0D24 + v ~5(D21 4+ D22 4+ D23) + v~ *(D16 + D17+ D18 + D19 + D20) + v~ 3 (D10 +
Kombinatorik: D114 D124+ D13+ D14+ D15+ D23)+v (D54 D6+ D7+ D8+ D9+ D16)+v~ (D2 +
D3+ D4) + D1
B {37237123} ‘ Lla Ly {BafY} {—O[, _B}
. . v~ 4D24 +v~3(D23 + D13+ D21 + D22) + v~ 2(D5+ D9+ 2D16 + D17+ D18 + D19 +
Kombinatorik:
D20)4+v "1 (D44 D23+ D10+ D14+ D154+ D11+ D3+ D12)+ (D74 D6+ D1+ D8)+vD2
C {21232} ‘ L1, Ls
. . v™4D244+v"3(2D23+ D214+ D22)+v 2(D8+ D16+ D17+ D18+ D19+ D20)+v~ Y (D2+
Kombinatorik:
D4+ D10+ D14+ D154+ D114+ D12+ D13) + (D9+ D16+ D7+ D6+ D5+ D1) +vD3
D {17217321} ‘ Ly, Ly {a713} {_77 _/6}
. . v™4D24 + v "3 (D234 D124+ D214+ D22)+ v~ 2(D6+ D7+ 2D16+ D17+ D18 + D19+
Kombinatorik:
D20)4+v " (D24 D23+ D10+ D144+ D15+ D11+ D3+ D13)+(D9+ D5+ D1+ D8)+vD4
E {31272132} ‘ Ly, L3, Lyg {a77} {_77 —04}
) ) v"2D8+v " (D24 D4+ D23+ D104+ D14+ D15+ D11)+(D19+ D20+ D9+ D16+ D17+
Kombinatorik:
D184+ D7+ D6+ D5+ D1) +v(D12 + D13 + D21 4 D22 + D23 + D3) +v2(D16 + D24)
F {13231} ‘ L1, Ly, Ly, Lg
. . v~ 2(D16+ D24) + v~ (D23 + D3+ D21+ D224 D124 D13)+ (D19+ D20+ D9+ D16 +
Kombinatorik:
D174 D184 D7+ D6+ D5+ D1)+v(D2+ D4+ D10+ D11+ D14+ D15+ D23) +v2 D8
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A3 Linkszelle Kompositionsfaktoren B’ B"
des primitiven Quotienten
G {232,1232,12132} Ll,LQ,Lg,Lﬁ,L7,L12,L16 {’y} {—a}
A A v~ (D44 D234+ D13)+ (D194 D9+ D16+ D18+ D5+ D1+ D24+ D8) +v(D214+ D22+
Kombinatorik:
D3+ D24 D10+ D114+ D14+ D15+ D23) +v2(D16 + D17+ D20 + D6 4+ D7) + v3 D12
H {1213,2321,12321} ‘ Li,Lo, Ly, Lg, Los {B} {-B}
. . v~ !D34+ (D1+ D5+ D6+ D7+ D9+ D16)+v(D2+ D4+ D10+ D11+ D12+ D13 +
Kombinatorik:
D14 + D15) + v2(D8 + D16 + D17 + D18 + D19 + D20) + v3 (D21 + D22 +2D23)v* D24
I {121,3121,32312} ‘ Ly, L3, Ly, Ls, Ly, L3, Lng ~ {a} {—}
. . v~ (D24 D23+ D12) + (D204 D16+ D17+ D7+ D6+ D1+ D24+ D8) +v(D21+ D22+
Kombinatorik:
D3+ D4+ D10+ D114+ D14+ D15+ D23) +v2(D16+ D18+ D19 + D5+ D9) +v3 D13
J {123121} alle Kompositionsfaktoren
von Py,

Die entsprechenden (Duflo-)Involutionen sind in der obigen Tabelle durch Fettdruck hervor-
gehoben. Das zugehérige Heckealgebraelement ist aufgelistet.

Beobachtung 7.3.1. Fur das Wurzelsystem Az sind fiir eine Involution x € W die Kom-
positionsfaktoren des primitiven Quotienten U/I(xz) genau die einfachen Moduln, die in P,
und Py im gleichen Grad auftreten.

In den fiir uns mit ertriaglichem Rechenaufwand zuginglichen Ergebnissen wurde diese Beob-
achtung fiir Typ A stets bestitigt. Anders verhilt es sich jedoch mit anderen Wurzelsystemen,
wie das folgende Beispiel zeigen wird.

7.3.2 Das Beispiel: B;

Zum Wurzelsystem Bj gibt es (siehe [Jol, 5.2]) 14 verschiedene primitive Ideale. Da bereits
die Berechnung des entsprechenden Koéchers zu miihsam ist, werden wir in diesem Fall dar-
auf verzichten, die Kompositionsfaktoren aller primitiver Quotienten auszurechnen. Dennoch
mochten wir unsere Fragestellung zumindest anhand derer {iberpriifen, die wir mit der Formel
aus [Jo3] bestimmen kénnen. Die Weylgruppe besteht aus 48 Elementen. Wir bezeichnen das
neutrale Element mit 0 und die drei einfachen Spiegelungen mit a = s,, b = sg und ¢ = s,.
Sie sind so gewihlt, da§ (¢, 8) = —2 und (&, ) = 0 gilt. Dann ist

w = {0,¢e,b,a,ch,ba,be,ac,ab, bab, cba, beb, bac, aba, acb, abe, cbab, babe, beba, bach, abab, acba,
abac, abeb, cbabe, babeb, bebab, bachba, acbab, ababe, abach, abeba, bebabe, babeba, bacbab,
acbabce, ababeb, abacba, abebab, babebab, bacbabe, abebabe, ababeba, abacbab, babebabe,
ababcbab, abacbabe, ababebabe}.
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Wir numerieren die einfachen Moduln in dieser Reihenfolge. Die Formel aus [Jo3] liefert fol-
gende Kompositionsfaktoren fiir die primitiven Quotienten:

B; Linkszelle B’ B" Kompositionsfaktoren des
primitiven Quotienten
A {0}
B  {bcbabc, ababcb, abcbabe, babebabe} {a} {-a} é;[’),[g4,o,LI3/;5L5, Lz, Lua,
C  {bcb, abeb, babeb}
D {c,be,abe, babe, cbabe} {a,8} {-a,—B} | L1,Ls
E {ababcbabc} Kompositionsfaktoren von Py,
F  {bcbab, abcbab, babcbab} {a,v} {—=a,—~} | L1, L3, L2, Lao
G  {acb,bacb, abacb}
H {b,cb,ab,bab, cbab}
I {ababe, acbabc, bacbabe, ababcba, abacbabe} | {5} {-5} é;;,%;8L4’ Ls, Los, Laa,
J  {bcba,abcba, babcba}
K {ac,bac,abac}
L  {acba,bacba,abacba} {8,v} {-8,—7} | L1, L4, L3s
M {a,ba,cba,aba}
Ly, L3, L4, Lg, Ly, Lo,
N  {abab, acbab, bacbab, abacbab,ababcbab} {7} {-7} Ly4, Lag, Loy, Log, L3i,

L38, L40
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Die Involutionen sind durch Fettschrift hervorgehoben. Wir werden nun diejenigen Komposi-
tionsfaktoren bestimmen, die in den entsprechenden Hauptserien und in P, im selben Grad
auftreten.

Zuerst geben wir die Kompositionsfaktoren von P, an. Wir erhalten dazu folgende Darstel-
lung des entsprechenden Elementes in der Heckealgebra, wobei D; dem einfachen Modul L;
mit der oben eingefithrten Numerierung entspricht.

H.H. ’(
(D46 + D45 + DAT)
T(D44 + D43 + D40 + D41 + D42)
(D37 + D35 + D33 + D47 + D34 + D36 + D38 + D39)
?(D42 + D41 + D30 + D29 + D27 + D26 + D25 + D28 + D31 + D32 + D40)
(
(
(

-l

48)

4(D45 4+ D36 + D34 + D39 + D17 + D18 + D23 + D22 + D21 + D24 4+ D20 + D19)
3(D14 + D32 + D31 + D28 + D25 4+ D11 4 D13 4+ D10 + D12 + D16 + D15 + D40)
2(D20 + D8 4+ D5 + D7 + D6 + D9 + D38)

v(D2 + D4 + D3)

D1

v
v
v
v
v
v
v
v

++ + + + + + + o+

Wir vergleichen das nun mit dem Heckealgebrenelement Hpgpo Hapap, das zur Hauptserie
Puw,abab = Pebabe und somit zur Linkszelle der Sorte D gehort. Es gilt

HbabaHabab ’U2( D36 + D45)
v(D25 + D41 + D42 + D48 4+ D40 + D32 + D12 + D2)
(D39 + D20 + D46 + D34 + 2 DAT + D19 + D45

+D33+ D7+ D5+ D24+ D8 + D38 + D1)

+ +

_|_

1

— (D314 D40 + D43 + D44 + D32 + D28 + D25 + D26 + D27
v

+D11+4 D13+ D16 + D15+ D3 + D41 + D42 + D4)

1
v_2(D38 + D6+ D9+ D34+ D35+ D36+ D37 + D39

D23 + D22 + D17 + D18 + D20)
1
—5(D28 + D29+ D30 + D31 + D40 + D14 + D10)

e
1
(D21

Vergleichen wir die entsprechenden Grade, so bestéitigt sich, dafl gerade diejenigen Kompo-
sitionsfaktoren im primitiven Quotienten auftreten, die in beiden Hauptserien vom gleichen
Grad vorkommen. Dasselbe erhalten wir durch Rechnung fiir die Linkszelle L, wenn wir das
Element HpcpHpep, das zur Hauptserie Pypachq gehort, auswihlen.

Schaut man sich aber beispielsweise den Fall F an, so erhélt man zu Ppopcbar = Puwgac als
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zugehoriges Heckealgebrenelement

HycHe, °(D48)

1(D45 + D47 + D46)

(D43 + D44 + D42 + D41 + 2D40)

2(D36 4+ DAT + D37+ D34 + D39 + D35 + D21 + D33 + D45 + D20 + D38)
v(2D31 4+ D25 + D30+ D29 + D14 4+ D10 + D27 + D26 + D41

+D42 + D40 + D32 + 2D28 + D12 + D3)

(D23 + D22+ D39 + D20 + D18 + D36 + D17 + D34

+D19+4 D7+ D5+ D24+ D9+ D6 + D38 + D1)

v
v
v
v

+ + + +

_|_

1
+ (D2 + D32 + D25 + D11 + D13 + D16 + D15 + D4)

v
1
2

+ —(D8)

Somit sind die Kompositionsfaktoren vom gleichen Grad gerade
D45, D40, D38, D20, D3, D1.

Die Einfachen zu D38 und D45 sind somit zuviel. Allerdings treten auch diese beiden in
héherer Multiplizitit auf.

Fiir I erhalten wir zu der Involution b, also der Hauptserie Py, = Papacbabe durch Gradver-
gleich die Kompositionsfaktoren

D47, D42, D41, D40, D34, D36, D39, D31, D32, D28, D25, D40, D38, D8, D20, D4, D2, D1.

Wiederum sind die zusétzlichen welche mit hoherer Multiplizitdt. Wahlen wir jedoch die
Involution bab, die zur Hauptserie Py pap = Pacbabe gehort, erhalten wir durch Gradvergleich
genau die Kompositionsfaktoren des primitiven Quotienten.

Fiir N berechnen wir schliellich zur Involution ¢, also zu Pupapebap via der Heckealgebra die
Kompositionsfaktoren

D1, D3, D4, D6, D9, D10, D14, D20, D21, D25, D28,
D31, D32, D34, D36, D38, D39, D40, D40, D41, D42, DAY,

wahrend fiir die Involution cbabe, also fiir Pypep, durch Gradvergleich wiederum genau die
Kompositionsfaktoren des primitiven Quotienten gefunden werden. Man kann also beobach-
ten, dafl die Probleme nur bei htheren Multiplizitdten auftreten. Wir werden nun diese Be-
obachtung prézisieren.

7.4 Die graduierte Vierersequenz und eine untere Schranke

Wir sind nun in der Lage, ein Ergebnis zu formulieren (Hauptsatz 7.4.2), das im wesentli-
chen die von Joseph aufgestellte Vermutung beinhaltet. Allerdings ist das Resultat doch recht
unbefriedigend, da eine unnatiirliche Bijektion zwischen den Kompositionsfaktoren von P,
und der entsprechenden Hauptserie vorgenommen werden mufl. Der Grund liegt darin, dafl
man nicht stets eine ganze Zahl k finden kann, so daf ein einfacher Kompositionsfaktor L,
der in P, (mit Vielfachheiten gezihlt) genau in den Graden gy, ..., g, vorkommt, dann in
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der entsprechenden Hauptserie genau in den Graden ¢ + k, ..., g, + k auftritt.

Um den Hauptsatz zu beweisen, benotigen wir zuerst einmal folgendes Lemma beziiglich der
in [Du, Proposition 1] definierten Abbildungen:

Lemma 7.4.1. Seix € W und s eine einfache Spiegelung mit sx > x. Dann ist die kanoni-
sche Abbildung
f2: L(A(sz-0),V(sz-0)) — L(A(z-0),V(z-0))

xT

zwischen den durch unsere Konventionen gewdhlten Lifts der Hauptserien vom Grad Null.

Beweis: Dafi die Abbildung homogen ist, folgt direkt aus Hauptsatz 3.3.3, da es bis auf
einen Skalar nur eine nichttriviale Abbildung zwischen den beiden Bimoduln gibt. Sie ist
graderhaltend, da der Kompositionsfaktor L(0) (nach Satz 5.1.4) jeweils im Grad Null sitzt
und im Bild der Abbildung enthalten ist. &

Um nun abschlieflend zu einem Resultat zu kommen, das die Kompositionsfaktoren von pri-
mitiven Idealen ndher beschreibt, miissen wir noch etwas ausholen, um das Resultat verstind-
lich formulieren zu konnen. Wir definieren dazu den Begriff ,,darstellende Sequenz“, der es
ermoglicht, Multimengen miteinander zu vergleichen.

Sei M € gmof — A graduiert. Seiy € W. Als darstellende Sequenz vom Typ y fiir M bezeichnen
wir eine (endliche) Folge ganzer Zahlen (a;)i<i<n, so daf in der graduierten Grothendieck-

gruppe gilt
N

[M] = [L(y-0)a)] + > [M : L(z- 0)(H)][L(z - 0){)].

i=1 27Y,J €7

Offensichtlich ist nach dieser Definition N gerade die Multiplizitit des entsprechenden einfa-
chen Moduls in M nach dem Vergessen der Graduierung, genauer N = [v(M) : v(L(y - 0))].
Sei nun M (z) die graduierte Form der Hauptserie L(A(wox - 0), V(wox - 0)) @z A(0) mit der
Kombinatorik aus Satz 5.1.4, also so, dafl der Kompositionsfaktor L(0) im Grad Null auftritt.
Nun sind wir in der Lage, den abschliefflenden Hauptsatz zu formulieren:

Hauptsatz 7.4.2. (untere Schranke fiir die Kompositionsfaktoren)
1. Sei x € W und sx > . Die graderhaltende Abbildung
L(A(sz-0),V(sz-0)) — L(A(z-0),V(z-0)) (7.2)

zwischen den durch unsere Konvention gewdhlten Lifts der Hauptserien liefert eine ex-
akte Sequenz graduierter Moduln

0— L(A(z-0),V(sz-0))(1) — L(A(sz-0),V(sz-0)) —
—  L(A(z-0),V(z-0)) — L(A(z-0),V(sz-0))(—1) — 0.

2. Sei x € W. Fiir alle y € W existieren jeweils darstellende Sequenzen vom Typ y fir
M(z) und M (e), sagen wir (a;(z,z,y))1<i<n fir M(z) und (a;(z, e,y))1<i<n fir M(e),
so dafl

[(U/ Ann L(wez - 0)) @ A0) = L(y - 0)] = ‘{z | ai(z,z,y) = ai(x,e,y)}‘.

gilt.
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Insbesondere liefert das eine Identifizierung der einfachen Subquotienten, so daf fiir eine Duf-
loinvolution z die Kompositionsfaktoren im primitiven Quotienten U /I(x) gerade diejenigen
sind, die in der zugehorigen Hauptserie und der dem dominanten Vermamodul entsprechen-
den Hauptserie im gleichen Grad auftreten.

Beweis: 1. Die Abbildung (7.2) ist nach dem vorangehenden Lemma vom Grad Null. Die
Existenz einer solchen Vierersequenz fiir den nichtgraduierten Fall liefert [Jo6]. Anderer-
seits wissen wir aber nach Hauptsatz 3.3.3 g, dafl der Kern und der Kokern der mittleren
Abbildung graduiert sind und deshalb bis auf einen Shift mit der auf den Hauptserien
eingefithrten Graduierung iibereinstimmen. Man iiberpriift schnell durch Rechnung in
der Heckealgebra, dafl die gesuchten Shifts von der angegebenen Form sind.

2. Da alle M(x) dieselben Kompositionsfaktoren haben, existieren fiir beliebiges y dar-
stellende Sequenzen (a;(z,z,y))1<i<y vom Typ y fiir M(z) und (a;(z,e,y))i<i<y vom
Typ y fiir M(e) derselben Linge. Mit der im ersten Teil des Hauptsatzes gezeigten
Vierersequenz kann man nun die Sequenzen induktiv so wihlen, daf} die Behauptung
folgt.

¢

Bemerkung 7.4.3.

Mit Hilfe der graduierten Vierersequenz folgt direkt, dafl es zu z, z und y € W mit z < z
stets darstellende Sequenzen vom Typ y fiir M(z) bzw. M(z) gibt, sagen wir (a;(z))i<i<n
von M (z) und (a;(z))i<i<ny von M(z), so daBl a;(x) > a;(z) fiir 1 <i < N gilt.

Wihlen wir nun speziell £ = e und z = w,, so ist es moglich die darstellenden Sequenzen so
zu wihlen, daf 0 < a;(z) = —a;(z) gilt.
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Verzeichnis der verwendeten Notationen

N die Menge der nichtnegativen ganzen Zahlen
I\ die Menge der positiven ganzen Zahlen
gDObDh eine halbeinfache Liealgebra mit fester Borel- S. 6
schen und Cartanschen Unteralgebra
U(g), U(b)... die universell Einhiillende Algebren S. 6
Homyg Morphismen in g — mod
TCRTCR die einfachen, positiven und alle Wurzeln S.7
P(R) die ganzen Gewichte S. 7
O die Bernstein-Gelfand-Gelfand-Kategorie O S. 7
Z das Zentrum der universell Einhiillenden von g S. 7
S die universell Einhiillende Algebra der Cartan- S. 7
schen
W die Weylgruppe S. 7
W das ldngste Element der Weylgruppe S. 7
w - A die ,,dot-Operation“ der Weylgruppe S. 7
Oy ein Block beziiglich der Zerlegung des Zentrums S. 7
O, ein Block beziiglich der Zerlegung des Zentrums S. 7
M(X) der Vermamodul zum Gewicht A S. 7
L(u) der einfache Kopf des Vermamoduls M () S. 7
Wi der Stabilisator von X beziiglich der ,dot- S. 7
Operation®
P der projektive Erzeuger des trivialen Blocks, in S.8
Kapitel 1 auch gewisse unzerlegbare Projektive
C die Koinvariantenalgebra, S.8
c? die Invarianten der Koinvarianten S.8
C? die unter der Spiegelung s Invarianten der Ko-
invarianten
\Y% der Kombinatorikfunktor fiir O S.8
0 Verschiebung durch die Wand S. 9
VP(z - \) meist die durch Konvention 4.3.6 festgelegte gra-
duierte Form von Homg(P(wg - A), P(z - X))
K S. 13
soc der Sockel eines Moduls
M! die Invarianten unter I von M S. 14
* die Dualitit auf O oder auf der Kategorie der S. 14
Harish-Chandra-Bimoduln
V() der duale Vermamodul, ab Kapitel 5 auch der S. 14
gewihlte Lift
H die Kategorie der Harish-Chandra-Bimoduln S. 19
¢ S. 19
I ein Ideal von U(g), meist das auf S. 19 definierte
HT Harish-Chandra-Bimoduln, die von rechts von 1 S. 19
annihiliert werden
E', E" g-Moduln als Bimoduln mit trivialer Rechts- S. 19

bzw. Linksoperation
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Xadf
L(M,N)
Oy
M*(X)
Ann

T
Mr(X)
Da(T)
Pry

die ad-g-endlichen Vektoren von X

die ad-g-endlichen Vektoren von Home (M, N)
ein Block der verdickten Kategorie O

der verdickte Vermamodul

der Annihilator eines Moduls

die Lokalisierung von S

der deformierte Vermamodul

die deformierte Kategorie O

die Projektion auf den Block zu dem entsprech-
enden zentralen Charakter

ein entsprechender Block von H

ein entsprechender Block von H

der Verschiebungsfunktor

ein einfacher mit maximaler Gelfand-Kirillov-
Dimension

die projektive Decken des Einfachen mit maxi-
maler Gelfand-Kirillov-Dimension

die ,abgeschnittene® Kategorie \H,

die Verschiebung von links durch die Wand

die Verschiebung von rechts durch die Wand
die Invarianten der universell Einhiillenden Al-
gebra der Cartanschen

Vertauschung der Links- und Rechtsoperation
Gelfand-Kirillov-Dimension

die Hauptserie £(A(z - 0),V(y - 0)) oder auch
der vereinbarte Lift

Josephs Vervollstdndigungsfunktor

getwisteter Vermamodul L((z - 0), V(y - 0))
getwisteter Kippmodul
Harish-Chandra-Bimoduln mit trivialem zentra-
len Charakter von rechts

Vermamodul zum héchsten Gewicht z - A und
auch der gewahlte Lift

die Heckealgebra

der Shiftfunktor

die Morphismen vom Grad Null

wenn nicht anders gesagt, der Endomorphismen-
ring des projektiven Erzeugers

die graduierte Dualitit

die graduierte Grothendieckgruppe

die Kazhdan-Lusztig-Dualitit in der Heckealge-
bra

das Radikal

w2 U2 2 N

w2 2 2 U »n w2 n N N U »n

w2 N

2 U2 U2 N2 w2 N U U wn

w2 N

W ww

.19
.21
. 22
. 22

24

.24
.24
. 26

.27
.27
.27

.27
. 28

. 28

. 28
. 28
. 28
. 29

.29
.33
. 38

. 38
.39
.39
.47
. 48

.51

. 93
. 93
. 93
. 96

. 67
. 68
.71
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I(x) der Annihilator von L(z - 0) S. 98
D, das dem einfachen Modul L(z-0) entsprechende S. 100

Element der Heckealgebra
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