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1 EINLEITUNG

1 Einleitung

1.1 Das grobe Bild

Besonders grofie Freude hat man an einer Algebra A, wenn man alle einfachen Moduln dariiber
klassifizieren kann. Doch leider verwehren einem viele Algebren diesen Wunsch. Man kann dann
versuchen, wenigstens die Annihilatoren der unbekannten einfachen Moduln zu klassifizieren.
Das sind Ideale in A, die auch kurz 'primitive Ideale’ heiflen. Motivierend dafiir ist einerseits,
dass fiir kommutative Algebren A diese primitiven Ideale genauso wertvoll wie die einfachen
Moduln selbst sind, da man einen einfachen Modul als Quotient von A nach seinem Annihilator
zuriickbekommt. Im nichtkommutativen Fall gibt es keine entsprechende Aussage. Jedoch offen-
bart das Studium des Falls von A = (g), der universell einhiillenden Algebra einer komplexen
halbeinfachen Liealgebra, viele interessante Resultate iiber die primitiven Ideale selbst. Insbe-
sondere reicht es zur Beschreibung aller primitiven Ideale in {(g) nach dem Satz von Duflo aus,
die primitiven Ideale zu der Unterkategorie O C $(g)-mod zu untersuchen, da gilt:

primitive Ideale| [ Annihilatoren
in U(g) ~ lvon LN €O’

Dieses Theorem und viele weitere klassische Resultate finden sich in [Jan83] und illustrieren, wie
reichhaltig die Beschreibung der primitiven Ideale sein kann (wéhrend es gerade fiir A = $(g)
nahezu unmoglich ist, nach Klassifikationen aller einfachen Moduln zu suchen, siehe dazu die
erfolgreiche Klassifikation im Fall g = sl3 in [Blo81]).
Abgesehen von der Frage nach der Klassifikation gibt es aber auch viele weitere interessante
Fragen rund um primitive Ideale: Kann man Aussagen iiber die entsprechenden Quotienten
der Algebra A nach ihren primitiven Idealen, die sogenannten primitiven Quotienten, treffen?
Kann man beispielsweise irgendwelche Dimensionen ausrechnen? Wann ist ein primitives Ideal
im anderen enthalten? Wie beschreibt man, welche verschiedenen einfachen Moduln denselben
Annihilator haben?
Besonders intensiv wurden diese Fragen fiir die universell einhiillenden Algebren $(g) von Jo-
seph in [Jos80a], [Jos81] und [Jos80b] untersucht. Ein Schwerpunkt liegt dabei auf der Berech-
nung des Goldierangs primitiver Quotienten. Der Goldierang Grkg(R) eines Rings R besitzt
mehrere Beschreibungen, man erhilt ihn beispielsweise als Linge des klassischen Quotienten-
rings Q(R) iiber sich selbst,

Grkgr(R) = lengthgz)Q(R)

(Details hierzu werden in Kapitel 7.4 gegeben). Im Fall von g = sl,, sorgt dann ein Resultat
von [Jos80b, Theorem 10.3] bzw. [Prel0, Theorem B] und [Brul0O, Theorem 1.1] fiir eine schéne
Briicke zwischen den einfachen Moduln L(\) einerseits und den zugehérigen primitiven Quoti-
enten U(g)/Ann(L()\)) andererseits: Vorausgesetzt, der einfache Modul ist endlichdimensional,
so gilt

dim(L(A)) = Grkyg)U(g)/Ann(L(N)).

Der Goldierang des primitiven Quotienten ist also genau die Dimension des einfachen Moduls!
Generell versucht man, den Goldierang von primitiven Quotienten mit Hilfe von Polynomen
zu beschreiben. Dies ist ein sehr hartnéickiges Problem - es ldsst sich meistens nur in Spezi-
alfillen oder bis auf skalare Vielfache 16sen, siehe dazu wieder [Jos80a]. Unter Verwendung von
W-Algebren, einer Familie von Algebren, die von universell einhiillenden Algebren $l(g) bis zu
kommutativen Algebren (ndmlich dem Zentrum Z(g) von $i(g)) reicht (siehe [Losl0]), erzie-
len [Prel0] und [BrulO] genauere Resultate. Insbesondere fiir Typ A sind konkrete Polynome
bekannt (siehe [BrulO, Theorem 1.6]).

Eine Beschreibung der primitiven Ideale wie im Satz von Duflo sowie die Angabe von Gol-
dierangpolynomen ist auch fiir andere Algebren erstrebenswert.
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In dieser Arbeit nun wird eine Algebra A betrachtet, die das klassische Setting von einhiillenden
Algebren halbeinfacher Liealgebren (teils) imitiert. Auch hier gibt es eine Art ’Cartan-Unteralgebra’
t, die per adjungierter Operation auf A wirkt, sodass A diesbeziiglich in Gewichtsraume zerfillt.
Allerdings muss A nicht wirklich die Einhiillende einer bestimmten Liealgebra sein. Im Gegen-
teil: Es wird eine Extra-Forderung an die Gewichtsraume von A gestellt, die im klassischen Set-
ting so gar nicht gilt: Sie miissen iiber Sym(t) von nur einem Element erzeugt sein. Das klingt
zuerst vielleicht nach unnatiirlichen Bedingungen, doch solche Algebren treten in Form von
verallgemeinerten Weylalgebren A, das heifit polynomiale Differentialoperatoren auf k" x (k*)*,
sowie gewissen Unteralgebren von Invarianten und deren zentralen Quotienten in der freien
Wildbahn auf. So sind es diese verallgemeinerten Weylalgebren

+1 +1
A=[21,.. ., 220,25, 01,0, O]

mit der iiblichen Relation [z;,0;] = —1, mit denen wir uns besonders intensiv auseinandersetzen
werden.

Solche Algebren werden von Musson und van den Bergh in [MVdB98] besprochen. Dieser Artikel
ist Grundlage dieser Arbeit, die dort durchgefiihrten Untersuchungen werden hier nachvollzogen
und im Detail ausgefiihrt. Zusétzlich wird der Leser mit einigen Hintergrundinformationen ver-
sorgt. Dies umfasst insbesondere Kapitel 2 bis 5, wo die notwendigen allgemeinen Grundlagen
gelegt werden, bis hin zu einer ausgiebigen Diskussion der verallgemeinerten Weylalgebren, wo
auch konkrete Beispiele gerechnet werden. Weil sich fiir die Weylalgebren herrliche Klassifikati-
onsmoglichkeiten der primitiven Ideale mit Mitteln der Geometrie von Polyedern und Gittern
ergeben, folgt mit Kapitel 6 ein Abstecher in die Welt der Polyedergeometrie, dessen Friichte
zum Schluss in Kapitel 7 geerntet werden: Einerseits referiert diese Arbeit die wunderschonen
Resultate von [MVdB98], und andererseits nutzen wir den Zusammenhang zwischen den pri-
mitiven Idealen und ihren Beschreibungen durch Gitterpunkte in Polytopen anschliefend dazu
aus, den Goldierang primitiver Quotienten unter bestimmten Voraussetzungen (die an Ort und
Stelle naher erldutert werden) mittels Ehrhartpolynomen zu bestimmen. Diese Methode liefert
Goldierangpolynome, die vollstéandig bestimmt sind, inklusive aller Skalare.

1.2 Uberblick iiber die wesentlichen Inhalte und Quellen dieser Ar-
beit

Wie schon vorweggenommen wurde: Diese Arbeit orientiert sich vor allem an dem Artikel von
Musson und van den Bergh [MVdB98]. Jedoch gibt es verschiedene Exkurse und Einschiibe von
Grundlagen, die dann jeweils ihre eigene Literatur erfordern, beispielsweise iiber (semi)prime
Ringe [Lam91], [Lam99], die Weylalgebra [Cou95] oder Polytope und das Ehrhartpolynom
[Zie95], [BRO7] - um nur einmal die groben Themenfelder aufzulisten.

Quer durch die Arbeit ziehen sich zudem Anmerkungen iiber die universell einhiillende Algebra
einer komplexen halbeinfachen Liealgebra g - immer dann, wenn es sich lohnt, einen Vergleich
zum klassischen Setting anzustellen. Dazu wird meist auf [Jan83] oder aber Josephs Originalar-
beiten [Jos80a], [Jos80b] verwiesen. Diese Anmerkungen setzen Standardnotationen und einige
Fakten iiber die BGG-Kategorie O voraus. Sie sind meistens zur Illustration und Motivati-
on gedacht, konnen aber auch einfach {ibergangen werden, da die restliche Arbeit nicht auf
ihnen aufbaut. Insbesondere wird kein Anspruch auf Vollsténdigkeit erhoben, es werden aber
entsprechende Verweise auf [HumO08] und [Jan83] geliefert, wo sich die Details finden lassen.
Hier sei noch rasch ein Uberblick iiber die einzelnen Kapitel dieser Arbeit gegeben:

e Kapitel 2: Grundlegende Definitionen und Aussagen.

In diesem Kapitel wird zunéchst einmal geklart, welche Moduln wir iiber welcher Algebra
studieren. Um die Situation einer universell einhiillenden Algebra $i(g) einer halbeinfachen

incl
Liealgebra g mit Cartanunteralgebra b & g zu imitieren, wird hier eine 'Konfiguration’
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(A, t, ¢) definiert, die die Rolle von (84(g), b, incl) einnehmen soll. Wir kommen aber auch
auf die Unterschiede zu sprechen, die zwischen A und $4(g) bestehen. Von nun an betrach-
ten wir A-Moduln mit einer t*-Graduierung. In diesem und im néchsten Kapitel wird alles
daran gesetzt, die primitiven Ideale von A zu ermitteln. Dabei streben wir eine Vorgehens-
weise bei der Suche nach den primitiven Idealen an, die auf ein Analogon zum Satz von
Duflo fiihrt: Zuerst kommt die Einschrinkung von der ganzen Modulkategorie A-grmod
auf eine handliche Unterkategorie, fiir die man die primitiven Ideale klassifizieren kann.
Im néchsten Kapitel kommt die Einsicht, dass man hiermit schon sdmtliche primitiven
Ideale in A beschrieben hat.

Man muss also die ’handliche Unterkategorie’ definieren und untersuchen. Da sie Ahn-
lichkeiten zu Kategorie @ aufweist, wird sie mit O®) bezeichnet. Wir verlieren in diesem
Kapitel zum Schluss noch einige Worte iiber projektive und einfache Moduln und begin-
nen, uns fiir die Tréger einfacher Moduln in O®) zu interessieren (also die Menge der
auftretenden Gewichte eines t*-graduierten Moduls), denen wir uns im néichsten Kapitel
ausfithrlicher widmen.

Alle wesentlichen Aussagen und Notationen entstammen dem besagten Artikel von Mus-
son und van den Bergh [MVdB98|.

Kapitel 3: Die Beziehung zwischen dem Annihilator und dem Tréger eines einfachen Mo-
duls in O®),

Nach einer generellen Einfithrung in das Thema Annihilatoren und primitive Ideale fangen
wir an, den Annihilator eines einfachen Moduls mit seinem Trager in Verbindung zu
bringen. Die Triger der einfachen Moduln parzellieren t* in 'Regionen’ («), und man
erhélt schlielich mit [MVdB98, Theorem 3.2.4] die Beschreibung der primitiven Ideale in

der Algebra A mittels abgeschlossener Regionen (a).

Auch in diesem Kapitel werden die Resultate aus [MVdB98] ausgefiihrt, die Exkurse
orientieren sich an [Lam99].

Kapitel 4: Technische Werkzeuge zur Abwandlung von A.

Um die Algebra A und ihre zugehorige Konfiguration variieren zu kénnen, folgt ein Ein-
schub iiber die Konfigurationen von Tensorprodukten, Quotienten und Unteralgebren.
Insbesondere wird mit der Algebra BX eine Kombination aus Abwandlungen von A ein-
gefiihrt: Man berachtet die Invarianten unter der Wirkung eines Unterraums g C t und
geht anschliefend zu einem zentralen Quotienten {iiber.

Kapitel 5: Die verallgemeinerte Weylalgebra.

Von diesem Kapitel an wird (fast) nur noch die Rede von der verallgemeinerten Weyl-
algebra A und ihrer Abwandlung BX sein. Es werden zuerst viele Aussagen iiber die
gewohnliche Weylalgebra auf A iibertragen, insbesondere muss geklirt werden, wer die
Rolle von t spielen wird und wie diesbeziiglich die Gewichtsraumzerlegung von A aussieht.
Nach langen Rechnungen werden die Miithen mit einer schénen Beschreibung des Trigers
der Weylalgebra in Form eines Z-Gitters belohnt. Dies erméglicht auch konkrete Formeln
fiir die Tréger der einfachen Moduln iiber der Weylalgebra, sodass wir ausfiihrlich einige
Beispiele durchrechnen kénnen, die die Resultate von [MVdB98] illustrieren (im wahrsten
Sinne des Wortes). Auch zur Algebra BX fiir die verallgemeinerte Weylalgebra gibt es ein
langes bebildertes Beispiel.

Kapitel 6: Geometrische Beschreibung der abgeschlossenen Regionen fiir BX (hervorge-
gangen aus der Weylalgebra).

Die Bilder aus dem letzten Kapitel motivieren, warum man sich nun mit der Geometrie
konvexer Polyederkegel, Polytopen und Gittern beschéftigen sollte, und das geschieht in
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diesem Kapitel. Damit erhalten wir eine geeignete Sprache zur Beschreibung von («). Um
an () zu kommen, werden allgemeine Resultate iiber Zariskiabschliisse von Gitterpunkt-
konfigurationen referiert, und schliefllich gewinnt man eine iibersichtliche Parametrisie-

rung der abgeschlossenen Regionen («).

Fiir die Grundlagen iiber Polyederkegel werden [Ful93] und [Oda88] verwendet, die An-
wendung auf (a) hilt sich wieder an [MVdB98], wobei die Beschreibung von {«) etwas
vereinfacht wurde.

e Kapitel 7: Die Struktur der primitiven Ideale der Algebra BX (hervorgegangen aus der
Weylalgebra).

Im letzten Kapitel erfolgt zuerst eine Zusammenfassung der gewonnenen Resultate iiber
die primitiven Ideale der Algebra BX, einem zentralen Quotienten von Invarianten der
verallgemeinerten Weylalgebra. Anschliefend wollen wir uns um primitive Quotienten
von BX kiimmern: Auch diese lassen sich dank der Resultate des Geometrie-Kapitels sehr
handlich beschreiben. Insbesondere geben [MVdB98] deren Goldierang durch Z&hlung der
Zusammenhangskomponenten der korrespondierenden abgeschlossenen Region an.

Es bietet sich an dieser Stelle ein Exkurs zum Thema Goldierang und Goldieringe an.
Wir stiitzen uns dabei auf [Lam99], [Jan83] sowie [Dix96] und diskutieren verschiedene
Definitionen des Goldierangs eines primen noetherschen Rings.

Wie schon im ersten Abschnitt dieser Einleitung erldutert, ist man daran interessiert, den
Goldierang vermoége Goldierangpolynomen anzugeben. Mit diesem Ziel iibersetzen wir -
unter geeigneten Voraussetzungen an g C t - die Zéhlung der Zusammenhangskomponen-
ten einer abgeschlossenen Region in die Zéhlung von Gitterpunkten in einem geeigneten
Polytop. Dazu werden unter Ausnutzung der Gitterpolytope des letzten Kapitels Ehrhart-
polynome verwendet (es gibt zu diesem Thema wieder einen Exkurs, er benutzt [Zie95]
und [BRO7]).

Diese Arbeit beschreibt damit konkrete Goldierangpolynome fiir die primitiven Quotien-
ten von Familien von Algebren der Form BX.

1.3 Das Hauptresultat

Wir betrachten eine verallgemeinerte Weylalgebrakonfiguration (A, t, ¢) im Sinne von [MVdB98],
siehe Kapitel 2.1. Beziiglich einer Unterliealgebra g C t und eines ’zentralen Charakters’ y € g*
gehen wir zum zentralen Quotienten

BX = A%/(g - x(9))A°

iiber. Dann studieren wir einfache Moduln L(a) zum Gewicht o € t* sowie ihre Annihilatoren
J(a) = Ann(L(«)) in BX und betrachten den Goldierang der primitiven Quotienten BX/J(«).
Wir untersuchen, wie sich der Goldierang von BX/J(«) verhilt, wenn man y € g* und das
Gewicht a € t* um einen integralen Faktor x € Z. variiert.

Das Hauptresultat hierbei ist, dass sich der Goldierang einer solchen Familie von primitiven
Quotienten quasipolynomial in dem Skalierungsfaktor = verédndert, sich also durch endlich
viele Polynome in z angeben lasst. Wir beschreiben dieses Verhalten konkret mit Ehrhart-
Quasipolynomen. Hierzu miissen Rationalitétsbedingungen und Zerlegungsbedingungen an g*
unterstellt werden.

Satz 1.3.1. Sei (A, t,¢) eine verallgemeinerte Weylalgebrakonfiguration. Wihle eine Unterlie-
algebra g C t mit Rationalitidtsbedingungen und Zerlegungsbedingungen (Annl) bis (Ann3).
Betrachte die Familie primitiver Quotienten B*X /J(x«) des zentralen Quotienten B*X = A% /(g—
xx(g)).A? abhéingig von x € Z~¢. Hierbei ist J(za) der Annihilator des einfachen Moduls L(za)
zum Gewicht za.

10
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Dann ist der Goldierang der primitiven Quotienten ein Quasipolynom in = gegeben durch das
Ehrhart-Quasipolynom EHPg beziiglich eines geeigneten rationalen Polytopes @

GrkBmX/J(:wz)(Bzx/J(xa)) = EHPQ(Z(SC))7

wobei der Streckfaktor I(z) durch integrale lineare Umskalierung aus = hervorgeht: Die Ums-
kalierung wird durch I(z) = az + b mit a,b € Z-( vorgenommen.

Die Details zu den Annahmen an g und zu dem geeigneten rationalen Polytop @ finden sich in
den Kapiteln 7.7 und 7.8.

1.4 Dank

Ich mo6chte mich bei Prof. Dr. Catharina Stroppel von Herzen fiir die Betreuung dieser Arbeit
bedanken! Danke fiir unermiidliche hilfreiche Diskussionen, weiterfithrende Anmerkungen, viele
bereichernde Ausblicke und ganz generell fiir die groflartige Unterstiitzung in allen Phasen der
Arbeit!
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2 GRUNDLEGENDE DEFINITIONEN UND AUSSAGEN

2 Grundlegende Definitionen und Aussagen

2.1 Konfigurationen (A,t, ¢) als Analogon zu (4(g), b, incl) fiir univer-
sell einhiillende Algebren

Sei A eine k-Algebra mit 1, der Grundkorper k soll algebraisch abgeschlossen sein und Charak-
teristik 0 haben. Wir méchten graduierte A-Moduln betrachten. Zunéichst wird die Graduierung
von A erklirt, welche man in Form einer Gewichtsraumzerlegung von A erhélt.

Definition 2.1.1. Man fixiert einen endlichdimensionalen k-Vektorraum t. Definiere die sym-
metrische Algebra iiber t:

Sym(t) := T()/({z 0y —y@=z |2,y € t}),

wobel

T(1) = P

n>0

die Tensoralgebra iiber t ist (mit t¥0 := k).

Bemerkung 2.1.2 (Die Verbindung zu universell einhiillenden Algebren).
Wird t als abelsche Liealgebra aufgefasst, also [t1, 2] := 0 fiir alle £1,%2 € t, so ist Sym(t) = U(t)
die universell einhiillende Algebra der Liealgebra t.

Definition 2.1.3 (Die Wirkung von t auf der Algebra A). Sei ¢ : t — A eine k-lineare
Abbildung, sodass ihr Bild in A aus paarweise kommutierenden Elementen besteht. Die k-
lineare Abbildung ¢ ldsst sich nun aufgrund der universellen Eigenschaft der Tensoralgebra zu
einem unitéren k-Algebrenhomomorphismus T(t) — A ausdehnen, dank der Kommutativitét
faktorisiert er iiber Sym(t) — A. Bezeichne auch diesen ausgedehnten Homomorphismus mit ¢.
t wirke nun auf A durch die adjungierte Wirkung

[t,a] = [6(t),a] = ¢(t)-a—a-¢(t) firtetacA,
beziiglich derer folgende Annahmen gelten sollen:
Al: A ist ein halbeinfacher t-Modul bzgl. der adjungierten Wirkung [t, a].

A2: Die Gewichtsrdume von A bzgl. der adjungierten Wirkung [¢, a] werden iiber Sym(t) von
einem einzigen Element bzgl. der Multiplikation in A erzeugt, die mit Hilfe von ¢ als
d-a = ¢(d)-a fir d e Sym(t) und a € A definiert ist.

Bemerkung 2.1.4 (Die Verbindung zu universell einhiillenden Algebren).

Dank der Kommutativitéit des Bildes von ¢ ist ¢ ein Liealgebrenhomomorphismus: ¢([t1,t2]) =
0 = (¢(t1)p(t2) — d(t2)d(t1)). Damit entspricht die Tatsache, dass man ¢ auf Sym(t) zu einem
Algebrenhomomorphismus fortsetzen kann, einfach nur der universellen Eigenschaft der univer-
sell einhiillenden Algebra Sym(t) der Liealgebra t. Die oben erklirte Wirkung von t auf A ist
eine Liealgebren-Wirkung, die induzierte Wirkung von Sym(t) auf A die zugehorige Algebren-
Wirkung.

Definition 2.1.5 (Die Konfiguration (A, ¢, ¢)). Sind A, t und ¢ : t — A wie oben, und
sind (A1) und (A2) erfiillt, so bezeichnen wir das Tripel (A, t, ¢) als Konfiguration.

Bemerkung 2.1.6 (Die Verbindung zu universell einhiillenden Algebren).

So eine Konfiguration (A, t, ¢) soll an die Situation einer universell einhiillenden Algebra i((g)
einer halbeinfachen Liealgebra g mit Cartanunteralgebra t erinnern. Auf diese Weise wird
ein Tripel aus (4U(g), b, incl) nachgestellt. In der Tat wird Eigenschaft (A1) von der univer-
sell Einhiillenden erfiillt. Jedoch erfiillt die universell Einhiillende ${(g) im Allgemeinen nicht

12
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Eigenschaft (A2)! (ein jeder Gewichtsraum $l(g), wird nach einer Variante des PBW-Theorems
[Hum?78, Korollar 17.3.C] iiber Sym(h) frei erzeugt von all jenen Monomen in ${(n~) ® $(n™),
die vom Gewicht A sind - und das sind selbst im sls-Fall recht viele.) Die Algebren 4((g) und A
sind also grundverschieden, auch wenn beide dieselbe Unteralgebra £(t) = Sym(t) haben.

Aus diesem Grund bezeichnen wir t fortan gelegentlich als ’Cartan’.

Definition 2.1.7 (Graduierung). Sei (G,+) eine abelsche Gruppe. Diesbeziiglich definiert
man eine Graduierung auf folgenden Objekten (vergleiche beispielsweise [Kun97, Definitionen
A.1 und A.6]):

e Ein Ring R ist durch G graduiert, wenn er als abelsche Gruppe in eine direkte Summe

R = @ R, zerfillt, sodass RaRg C Rayp gilt.
acG

e Eine Algebra A ist durch G graduiert, wenn sie als Vektorraum in eine direkte Summe

A= @ A, zerfillt, sodass A, Ag C Apip gilt.
acG

e In diesem Fall ist ein A-Modul M durch G graduiert, wenn er als Vektorraum in eine

direkte Summe M = @ M, zerfillt, sodass Ay Mg C M4z gilt.
aeG

Die Graduierung stellt in allen Fillen ein zusétzliches Datum dar.

Definition 2.1.8 (Homogene Untermoduln und homogene Ideale).

e Ein Untermodul U C M eines graduierten Moduls M ist homogen, sofern fiir jedes Ele-

ment u = Y. Ug, Uqg € M,, auch die homogenen Komponenten u, alle in U enthalten
aeG

sind. Aquivalenterweise wird U von homogenen Elementen in M erzeugt [Kun97, Defini-
tion A.7 und Lemma A.8].

Ebenso definiert man homogene Ideale I eines graduierten Rings R: Fiir jedes Element

a € I mit einer Zerlegung a = > a, in R miissen alle homogenen Komponenten a,
aeG
schon in I enthalten sein.

Bemerkung 2.1.9. Aus den Eigenschaften (A1) und (A2) folgt sofort:

i)

i)

Die Sym(t)-Wirkung durch Multiplikation dea = ¢(d)-a wie in (A2) ist eine Linkswirkung
auf A. Man konnte dieselbe Wirkung ¢(d) - @ =: a.d aber auch als Rechtswirkung
auffassen, weil das Bild von ¢ in sich kommutiert, ¢(t1)¢(t2) = @(tita) = o(tat1) =
@(t2)d(t1). Beachte jedoch, dass damit nicht gemeint ist, dass ¢(d) - a = a - ¢(d) sein
muss!

Aus (A1) folgt die Existenz einer Gewichtsraumzerlegung

A= A, Aa:={ac A|[t,a] = a(t)a fir alle t € t},

act*
durch die A zu einer t*-graduierten k-Algebra wird:

A ist ein halbeinfacher t-Modul, also die direkte Summe einfacher Untermoduln. Auf einem
solchen einfachen Untermodul U wirkt t jedoch durch ein « € t* (dies bedeutet [t,a] =
a(t)a fir alle t € t,a € A), was man folgendermaflen sehen kann: So dhnlich wie zuvor
kann man auch hier die adjungierte Operation t — Endy(U) zu einer Algebra-Wirkung
Sym(t) — Endy(U) ausdehnen (dies ist moglich, weil ad(t1)ad(t2)(a) = ad(t2)ad(t1)(a)
ist). Da U einfach ist, gilt U = Sym(t)/m fiir ein maximales Ideal m C Sym(t). Wie
in Abschnitt 2.3 nachzulesen ist, ist Sym(t)/m = k, damit ist Endy(U) = k, und die
Algebra-Wirkung von Sym(t) auf U wird durch ein o € Homy_a15(Sym(t), k) beschrieben.

13
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Schrinkt man dies nun wieder auf die Wirkung von t ein, so erhélt man, dass t durch
a € Homyg(t, k) = t* wirkt. Alle einfachen Untermoduln von A, auf denen t durch « wirkt,
werden zu dem Gewichtsraum A, zusammengefasst. Dies ergibt eine t*-Graduierung auf
A wegen [t,ab] = [t,alb+ alt,b] = (a+ B)(t)ab fir a € Ay, b€ Agund t € t.

iii) Jedes zweiseitige Ideal in A {ibernimmt diese Graduierung und ist dann selber graduiert,
namlich durch Schnitt I N A, =: I,. Warum dies funktioniert, wird in Lemma 2.4.13
genauer erklart.

iv) Sym(t) wird durch ¢ in den Gewichtsraum A abgebildet, denn fiir d € Sym(t) gilt:

t,6(d)] = [6(t), ¢(d)] = o([t,d]) = ¢(0) = 0,
also ist ¢(d) € Ap.

v) Bedingung (A2) impliziert, dass Sym(t) surjektiv auf jeden Gewichtsraum A, abbildet.
Die Surjektion ist gegeben durch d — ¢(d) - a, fiir den Erzeuger a, € Sym(t). Anders
gesagt gibt es in jedem Gewichtsraum ein Element a, mit

Ao = $(Sym() - aa.

vi) Man kann insbesondere die 1 in A als Erzeuger von Ay wihlen: In der Tat gilt 1 € Ay,
und somit gibt es ein d € Sym(t) mit

1= QS(d)(l()

Andererseits ist a3 wieder ein Element des Gewichtsraums Ag, und deswegen gibt es ein
d' € Sym(t), das
ag = ¢(d)ag

erfiillt. Multipliziert man dies mit ¢(d), so folgt
a = ¢(d)ag = ¢(d)o(d')ao = $(d')d(d)ag = ¢(d') - 1,
und daher kann man anstelle von ag auch die 1 als Erzeuger wéhlen.

Lemma 2.1.10. Aquivalent zu Eigenschaften (A1) und (A2) sind folgende Kurzschreibweisen:

A1l A= @ A, bzgl. der adjungierten t-Linkswirkung.
act*

A2: Sym(t) - A,, das heifit also, die A, sind zyklisch beziiglich der Multiplikations-Sym(t)-

Linkswirkung.

Man beachte aber: Die Gewichtsrdume A, miissen selber nicht einfach bzgl. der adjungierten
t-Linkswirkung sein, es kann sich um die Summe von mehreren einfachen Gewichtsrdumen zum
Gewicht o handeln, die da unter dem Namen A, zusammengefasst werden.

Beweis. Die letzte Bemerkung hat bereits gezeigt, wie aus (Al) und (A2) die Eigenschaften
(A1) und (A2’) folgen. In der anderen Richtung gibt es gar nichts zu zeigen. ®

2.2 Einfiihrung der beteiligten Modulkategorien

Definition 2.2.1 (Moduln iiber A und Sym(t)). Wir fithren die Notation fiir einige Ka-
tegorien von (moglicherweise unendlichdimensionalen) Moduln iiber A und Sym(t) ein:

e A-mod: Links-A-Moduln

14
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e A-grmod: Links-A-Moduln mit t*-Graduierung, sodass also fiir m € M,, a € Ag gilt:
Qe M € M()/—‘rﬂ

Die Morphismen sollen (graderhaltende) Homomorphismen von t*-graduierten A-Moduln
sein.

e Sym(t)-mod: Links-Sym(t)-Moduln
e mod-Sym(t): Rechts-Sym(t)-Moduln
e A-bimod-Sym(t): (A4, Sym(t))-Bimoduln

Bemerkung 2.2.2 (Moduln in A-(gr)mod zu Moduln in Sym(t)-mod und mod-Sym(t)
machen). Zwei spezielle Verfahren werden von Interesse sein. Zum einen kann jeder A-Modul
mithilfe von ¢ : Sym(t) = A zu einem Sym(t)-Modul gemacht werden:

temn := @(t)em fiir ¢ € t und auf Sym(t) fortsetzen.
~ S~——

links-Sym(t)  links-A

Weil Sym(t) eine kommutative Algebra ist, kann man dies sowohl als Rechts- als auch als
Linkswirkung auffassen:

med = dem
~—~ —~—
rechts-Sym(t) links-Sym(t)

Fiir t*-graduierte A-Moduln hat man zusétzlich noch die Moglichkeit, via
tem = (P(t) —aft))em firtet me M,

mit multiplikativer Fortsetzung auf Sym(t) eine Sym(t)-Modulstruktur zu erkléiren. In der Tat
wird damit die Wirkung einer Algebra definiert, denn nach der Definition der Wirkung auf
Erzeugern erfiillt sie schon brav die einzige Relation in Sym(t), ndmlich Kommutativitéit:

(t's (tem)) = a(t))m

t') —a(t)((t) — a(t))m weil ¢(t) € Ag und so (¢(t) — a(t))m € M,
t) — a(t))(6(t') — at'))m
te(t'em)).

Auch hier bewirkt die Kommutativitdt in Sym(t), dass dies sowohl eine Rechts- als auch eine
Linkswirkung ist.

Bemerkung 2.2.3 (Die Verbindung zu universell einhiillenden Algebren).

Fassen wir t wieder als abelsche Liealgebra auf, so kann man kiirzer sagen: Sym(t) — Endy (M)
ist ein Morphismus von Algebren, da t — Endg(M) : ¢t — ¢(t) — a(t) ein Morphismus von
Liealgebren ist.

Proposition 2.2.4 (Moduln in A-grmod zu Moduln in A-bimod-Sym(t) machen).
Man hat einen Isomorphismus (volltreu auf Morphismen und bijektiv auf Objekten) von Kate-
gorien

M halbeinfach bzgl. der
A-grmod — M € A-bimod-Sym(t) | adjungierten Sym(t)-Wirkung
[t,m] := ¢(t)em — Mot

M= & M, N M= 6 M,
acts acts
(abstrakte Graduierung) (Gewichtsraumzerlegung),
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wobei die Zerlegung von M € A-grmod auf der linken Seite der mitgelieferten abstrakten
Graduierung entspricht. Auf der rechten Seite ist die volle Unterkategorie von A-bimod-Sym(t)
gemeint, und M wird als darin enthalten aufgefasst, indem M unter der Abbildung seine alte
A-Linksmodulstruktur behélt, M zusétzlich mit einer Sym(t)-Rechtsmodulstruktur der Form
med := (¢(d) — a(d))m fir m € M, ausgestattet wird (wobei man das erst fiir d € t macht
und anschlieBend multiplikativ fortsetzt), und die Zerlegung von M € A-bimod-Sym(t) der
Gewichtsraumzerlegung bzgl. der adjungierten Wirkung von t entspricht,

[t,m] :=o(t)em — mat.
—_—— =~
links-A rechts-Sym(t)
Bemerkung 2.2.5. Zur Verschlankung der Notation verzichten wir darauf, das ¢ in der indu-

zierten Sym(t)-Wirkung permanent mitzufithren. Es taucht hchstens noch zur Verdeutlichung,
wie die Wirkung denn nun gemeint ist, auf.

Beweis. Wohldefiniertheit auf Objekten von A-grmod: Sei M = @ M, € A-grmod. Es gilt
act*
in der Tat M € A-bimod-Sym(t):

e Die beiden Wirkungen kommutieren, d.h. M ist wirklich ein Bimodul:
Seien a € Ag,m € M,,t €t

ae (Met) = ae((t —a(t))em)
a« (¢(t)m — a(t)m),
nach Definition der Wirkung von t auf M mittels der von A auf M,
ap(t)em — alt) - aem
—([6(t),a] — B(t)a)em — a(t) - aum
= (=B(t) + o(t) — a(t))s aem,
weil t so auf A wirkt: Gewichtsraumzerlegung ist dem angepasst,

= (@em).t,

weil aem im Gewichtsraum M, lebt.

e Es handelt sich bei der Zerlegung von M € A-bimod-Sym(t) tatséichlich um eine Ge-
wichtsraumzerlegung bzgl. der adjungierten Wirkung von t:

(1) [t,m] == d(t)em —met = d(t)em — (¢(t) — a(t))m = a(t)m fir m € M,

Ferner ist dies auch fiir Morphismen von A-grmod wohldefiniert:

e Sei f € Homa-grmod(M, N), dann ist f auch ein A-bimod-Sym(t)-Morphismus:
flaem) = a. f(m) ist ohnehin klar, da die A-Linksmodulstruktur auf beiden Seiten die-
selbe ist. Ferner ist fiir m € M, und ¢ € t richtig, dass f(m.t) = f((¢(t) — a(t))m) =
(p(t) —a(t))(f(m)) = (f(m)).t, weil im letzten Schritt ausgenutzt werden kann, dass sich
f € Homa_grmoa (M, N) durch f(M,) C N, auszeichnet. Fortgesetzt auf ganz Sym(t) ist
damit auch f(m.d) = f(m).d erledigt. Damit ist f auch in Hom a_pimod-sym(t) (M, N).

Damit wére der Funktor in der Hinrichtung erklért. Fiir die umgekehrte Richtung definiert man
einen Funktor, indem man die Abbildung andersrum liest, zu zeigen ist, dass das ebenfalls Sinn
macht:

Auf Objekten:
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e Sei M = @ M, € A-bimod-Sym(t) halbeinfach bzgl. der adjungierten +Wirkung. Dies
ist zuglcighet(:ine t*-Graduierung: Age M, C My, denn
[t,am] = &(t)(am) — (am)t
= ([¢(t), a] + ag(t))m — a(mt)
(B(t)a + ag(t))m — a(mt)
B(t)am + a([t, m])
= B(t)am + aa(t)m
(a+ B)(t)am.

Nun fiir die Morphismen:

e Aus f € Hom g pimod-sym(t) (M, N) folgt f € Homa_grmod (M, N), denn sei m € M, wegen

[t, f(m)] = &(t)s f(m) = (f(m))et = f(P(t)emn—mat) = f([t,m]) = f(a(t)m) = a(t)f(m)
ist in der Tat f(m) € N,.

Zuguterletzt ist klar, dass der Funktor und seine Umkehrung hintereinander ausgefiihrt die
Identitéit auf beiden Kategorien ergibt: Das Einzige, was auf Objekten schiefgehen kann, wire
ein Shift in der Graduierung, denn ungraduiert wird unter Hin- und Riickrichtung offensichtlich
nichts an dem Objekt M geéindert. In (1) sieht man, dass bei der Hinrichtung aus M, in der
Tat ein Gewichtsraum zum Gewicht a gemacht wird. Bei der Riickrichtung geht alles glatt, weil
die ’abstrakte Graduierung’ von M gerade durch die 'natiirliche Graduierung’ der Gewichts-
raumzerlegung erkléart wird. Die Morphismen werden von Hin- und Riickrichtung unverdndert
gelassen, sodass auch dort die Hintereinanderausfiihrung die Identitét ist. ©®

2.3 Maximale Ideale in der symmetrischen Algebra Sym(t)

Bemerkung 2.3.1. Sym(t) ist als k-Algebra isomorph zum Polynomring in n Variablen, falls
dim(t) = n: Dazu muss man eine Basis t1, ..., %, von t wihlen und ¢; auf X; schicken: Das gibt
einen Homomorphismus von Algebren T(t) — k[X1, ..., X,]. Er ist wohldefiniert, weil ¢, ..., t,
eine Basis war, surjektiv, und sein Kern von den Kommutatoren aufgespannt, faktorisiert also
tiber einen Isomorphismus Sym(t) = k[X7, ..., X,].

Wir werden also meistens Sym(t) als Polynomring interpretieren. Und wo ein Polynomring ist,
da ist die klassische Algebraische Geometrie nicht weit:

2.3.1 Notationen und etwas algebraische Geometrie

Hier werden ein paar Definitionen aufgefrischt und Notationen festgelegt. Dieses Thema ist
ansonsten gut dokumentiert, siche beispielsweise [Eis95, Kapitel 1.6], [Har77], [Kun97] oder
[Mat89, Kapitel 4]. Wir starten mit einem beliebigen kommutativen Ring R. Sei immer noch
k=k.

Definition 2.3.2. Es bezeichne Spec(R) hier stets die Menge der mazimalen Ideale von R:
Spec(R) := {m C R | m maximales Ideal }

Diese Notation ist zwar fiir gewohnlich fiir die Menge der Primideale reserviert. Hier wird
allerdings die Notation des zugrundeliegenden Artikels [MVdB98] iibernommen. Es besteht
hier keine Verwechselungsgefahr, da durchgehend nur von maximalen Idealen die Rede sein
wird.

Definition 2.3.3.
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e Sei I C R ein Ideal. Definiere seine Nullstellenmenge V(I) := {m € Spec(R) | I Cm} C
Spec(R).

e Sei V C Spec(R) eine Teilmenge. Definiere ihr Verschwindungsideal I(V):= [ m C R.
meV

Wir erinnern uns an folgende Rechenregeln:
Bemerkung 2.3.4 (Eigenschaften von V(—) und I(—)). Es gelten

HVInNnJ)=V{I-J)=V{I)UV(J) fir Ideale I, J in R, wobei das Produkt von zwei
Idealen aus denjenigen Elementen besteht, die die Form von Summen von Produkten von
je einem Element des einen und des anderen Ideals haben.

il) V(> In) = () V() fiir beliebige Familien A von Idealen I, in R.
AEA A€A

sowie (falls R eine endlich erzeugte k-Algebra ist)

iii) I(V(J3)) = () m =rad(J), wobei das Radikal eines Ideals J C R definiert ist als rad(J) :=

m>DJ

Vi={reR|3In: eI}
iV) I(Vl UVQ) :I(Vl)ﬂf(‘/g)
v) I((1 Va) = I(V( X I(Vx))) =rad( 3 I(Vx))

AEA AEA AEA
(vergleiche [Kun97, Kapitel 1.3, Kapitel III.1], angewendet auf die maximalen Ideale, sowie
[Mat89, Theorem 5.5] unter Beriicksichtigung der Tatsache, dass wir uns hier iiber einer endlich
erzeugten k-Algebra bewegen).

Definition 2.3.5 (Zariski-Abschluss). Der Zariski-Abschluss einer Menge M C Spec(R) ist
definiert als M = V (I(M)) ([Har77, Kapitel 2]).

In M kommen zu M noch alle maximalen Ideale hinzu, die den Durchschnitt der Ideale von
M enthalten, ihn also nicht verkleinern. Dies definiert dank obiger Rechenregeln wie iiblich die
Zariski-Topologie auf Spec(R) (vergleiche [Kun97, Kapitel III, Satz 1.2]).

Fiir gewohnlich hétte man unser Spec(R) mit m-Spec(R) bezeichnet. Welchen Effekt hat es,
dass man sich nur fiir die maximalen Ideale, nicht fiir die Primideale in R interessiert?

Fiir Polynomringe k[ X7, ..., X,,] iiber einem algebraisch abgeschlossenen Kérper gilt das néchste
klassische Resultat, das mit dem Hilbertschen Nullstellensatz eng verwandt ist (siehe [Mat89,
Theorem 5.3]):

Satz 2.3.6. Sei k = k. Wenn m C k[Xy,...,X,] ein maximales Ideal ist, dann folgt m =
(X1 —aq,..., X, —ay) fir ag,...,«an € k.

Dies impliziert eine Bijektion zwischen der Menge der maximalen Ideale und k™. Diese Kor-
respondenz ermoglicht es, zwischen algebraischen und geometrischen Fragestellungen hin- und
herzuhiipfen. Genau das wollen wir spéter ausnutzen!

Wie sieht eine solche Korrespondenz nun fiir Spec(Sym(t)) aus, was man nach Bemerkung 2.3.1
ja auch als Polynomring auffassen kann? Natiirlich erhélt man auch hier irgendeine Bijektion
der maximalen Ideale zu k™, oder auch zu t, aber die schonste Bijektion von allen wird von t*
erbracht. Hier kann man ndmlich unabhéngig von der Wahl einer Basis arbeiten, wie es noch
in Bemerkung 2.3.1 notig war.

Um zu illustrieren, wie die Korrespondenz hier konkret aussieht, wird ein eigener Beweis gege-
ben, natiirlich kann man die Aussage aber auch als Korollar von Satz 2.3.6 sehen.

Proposition 2.3.7. Spec(Sym(t)) = t* als Bijektion von Mengen.
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Beweis. Wir konstruieren zunéchst eine Abbildung von t* nach Spec(Sym(t)): Sei & € t* eine
k-lineare Abbildung t — k. Fasse o nun als (unitéiren) Algebrenhomomorphismus auf: Setze «
multiplikativ auf Sym(t) fort (wobei k C Sym(t) identisch auf k abgebildet wird). Diese multi-
plikative Fortsetzung auf Sym(t) einerseits und Einschrinkung eines Algebrenhomomorphismus
auf t andererseits erméglichen die Identifikation von Homy_ a1 (Sym(t), k) mit Homyg(t, k) = t*.
Einem jeden a € t* kann man nun seinen Kern als Element von Homy,_a15(Sym(t), k) zuordnen.
So ein Kern ist ein Ideal in Sym(t), und zwar ein echtes:

a(l) # 0 fir alle fortgesetzten « (selbst fir @ = 0, da immer 1 +— 1!), also ist ker(a) € Sym(t)
nie die gesamte Algebra Sym(t). Das Bild ist immer ganz k, und wegen Sym(t)/ker(a) = k ist
ker(«) tatséichlich maximal. Wir haben mit « — ker(a) also eine Abbildung t* — Spec(Sym(t))
gefunden.

Nun zur Umkehrabbildung: Man nehme ein maximales Ideal m C Sym(t) und betrachte die
Projektion Sym(t) — Sym(t)/m. Es gilt Sym(t)/m = k, denn einerseits ist Sym(t)/m D k eine
endliche Kérpererweiterung von k (siehe [Eis95, Theorem 4.19]), andererseits war k = k vor-
ausgesetzt. Wir erhalten eine k-lineare Abbildung Sym(t) — k und durch Einschridnken auf t
eine Abbildung in Homy(t, k), die wir mit o’ bezeichnen.

In der Tat sind diese beiden Abbildungen invers zueinander: Starten wir mit m € Spec(Sym(t)),
so konstruieren wir zunéchst o’ : t — Sym(t)/m = k, miissen dies wieder zu einem Algebren-
homomorphismus Sym(t) — Sym(t)/m fortsetzen, und dessen Kern ist natiirlich wieder das
maximale Ideal m, mit dem wir gestartet waren. Beginnen wir dagegen mit a € t*, so setzen
wir es zunéchst multiplikativ auf Sym(t) fort und erhalten das maximale Ideal ker(a). Wir
bilden nun o' : t — Sym(t) /ker(a) = k. Wegen

Sym(t) = k
X 11
Sym(t) /ker(«)
ist aber o/ = « als Algebrenhomomorphismen, aber damit natiirlich auch o/ = « in t*. ©

Bemerkung 2.3.8. Aus diesem Beweis geht iibrigens hervor, wie (t*, Sym(t)) auf kanonische
Weise (also unabhiingig von einer Basiswahl) als affine algebraische Varietéit aufgefasst werden
kann, weil diese Struktur von (Spec(Sym(t)), Sym(t)) geerbt wird.

2.3.2 Das maximale Ideal m,

Definition 2.3.9 (m4). Obige Bijektion Spec(Sym(t)) = t* erlaubt eine Zuordnung eines ma-
ximalen Ideals m, in Sym(t) zu einem Element a aus t*: m, ist der Kern von « als unitérer
Algebrenhomomorphismus.

Lemma 2.3.10 (Beschreibung von my). m, wird erzeugt von Elementen der Form ¢ — «(¢)
firt et.

Beweis. Ein maximales Ideal m C k[Xi,...,X,] ist nach Satz 2.3.6 von der Form (X; —
a1, .., Xp—ay); durch a(X;) := «; wird zudem eine lineare Abbildung von span, {X1,..., X, }
nach k festgelegt. Nun wird m erst recht durch {X — a(X) | X € span;, {X1,...,X,} } erzeugt.

Ubertriigt man o und m mit dem Isomorphismus Sym(t) = k[X1, ..., X,,] aus Bemerkung 2.3.1
auf Sym(t), so erhélt man o € t* sowie das maximale Ideal {t—a(t) | t € t}, welches offensichtlich
dem Kern von « entspricht, also mq = (t — a(t) | t € t). ©)

Wie man von zwei Idealen das Produkt definiert, so lédsst sich auch die p-te Potenz eines Ideals
bilden.
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p
Lemma 2.3.11 (Beschreibung von m?). m®, wird erzeugt von { [T —alt)) |t € t}.
i=1
Beweis. Die Elemente in m? sind Summen von lauter Termen der Form Hle m; mit m; € my,.
Damit es nicht noch hésslicher wird, betrachte nur m; = d- (¢; — «(t;)), denn bis auf Summation
sehen so die Elemente von m,, aus (d € Sym(t) darf irgendwas sein). Folglich ist so ein [T%_; m;

p p
in Sym(t) - [[ (¢; — a(t;)) enthalten, m? wird in der Tat von [] (t; — a(ts)), t; € t, erzeugt. ©

i=1 i=1

Bemerkung 2.3.12. Warum interessiert man sich hier so sehr fiir die maximalen Ideale in
Sym(t)? Bald werden wir A-Moduln betrachten, auf denen dann via ¢ auch die Algebra Sym(t)

wirkt. Dann kann man Moduln M mit der Gewichtsraumzerlegung M = & M, betrachten,
act*
also

My, = {veM|tev=uaft) vfiralletect}
= {veM]|({t—at).v =0 fir alle t € t}
= {ve M| (my)ev =0}

Hat man die Gewichtsrdume so geschrieben, sieht man leicht, wie man dies verallgemeinern
kann: Spéter mochten wir Moduln mit einer verallgemeinerten Gewichtsraumzerlegung betrach-
ten, also M = @ M(q) mit
act*
M(a) = {U eM ‘ (mﬁ).v = 0}
= {ve M| ker(a)’sv = 0}.

Zur spiteren Verwendung (gut, was ist zu diesem Zeitpunkt nicht zur spiteren Verwendung
gedacht?) erscheint hier eine momentan unmotivierte technische Aussage.

p

Lemma 2.3.13. Sei v € t*. Es ist [] (¢; +v(¢;)) € mE genau dann, wenn ¢; + v(t;) € m,, fiir
i=1

alle 1 <17 < pist.

Beweis. Die eine Richtung ist ganz einfach: Sind die p Faktoren in m,, so ist ihr Produkt in m2.
Andersrum kann man mithilfe primérer Ideale argumentieren: m® ist nach [AM69, Proposition

4.2] ein primires Ideal, das heifit, aus mimq € m® folgt, dass entweder m; € mP, oder aber

p—1
mj € m? fir eine hinreichend groBe Potenz r. Setze fiir unsere Zwecke my := [] (¢t; +~(¢;)) und
i=1
my = (tp + ¥(tp)). m1 kann nun aus Gradgriinden nicht in m%, sein, da alle darin enthaltenen
Polynome mindestens Grad p haben miissen und m; offenbar vom Grad p — 1 ist. Also mj €
m? C m,, und weil ein maximales Ideal prim ist, auch ms € m,. Dasselbe Argument zieht auch
p
fiir jeden anderen Faktor von [] (¢; + v(¢;)). ©

i=1
In Lemma 2.4.15 méchten wir dies gerne so zitieren:
p
Korollar 2.3.14. [[(B8(t;) + t; — a(t;)) € mE genau dann, wenn 3(t;) + t; — a(t;) € m, fir

=1
alle 1 <i <p.

2.4 OW - Eine weitere Modulkategorie

Wir interessieren uns wie gesagt fiir A-grmod. Insbesondere wiirden wir am liebsten die ein-
fachen Moduln darin beschreiben kénnen. Dieses Ziel ist dummerweise zu hoch gesteckt, aber
wir wittern immerhin die Chance, wenigstens deren Annihilatoren in A zu untersuchen. Der
Annihilator eines Moduls M ist definiert als das beidseitige Ideal

Anng(M):={a€ A|aem =0 fir alle m € M} C A.
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2 GRUNDLEGENDE DEFINITIONEN UND AUSSAGEN

Waére unsere Algebra kommutativ, wiirden wir jeden einfachen Modul L damit sogar bis auf
Isomorphie wieder zuriickgewinnen kénnen: L = A/Ann,(L)! Fiir unsere Algebra A, die ja
nichtkommutativ sein kann, sieht die Lage leider nicht ganz so rosig aus, aber trotzdem bleiben
die Annihilatoren interessant, sieche dazu auch Abschnitt 3.1. Und die Annihilatoren einfacher
Moduln in A-grmod kann man beschreiben! Es reicht dazu némlich eine handliche Unterka-
tegorie namens O®) C A-grmod aus, in der man die Einfachen und ihre Annihilatoren viel
leichter untersuchen kann, und trotzdem erhélt man am Ende eine Beschreibung sédmtlicher
Annihilatoren einfacher Moduln aus A-grmod.

Bemerkung 2.4.1 (Verbindung zu universell einhiillenden Algebren).
Diese Vorgehensweise bei der Suche nach den primitiven Idealen, ndmlich

1. Einschrankung von der ganzen Modulkategorie auf eine handliche Unterkategorie,
2. Klassifikation der primitiven Ideale fiir diese Unterkategorie,
3. Einsicht, dass man hiermit schon alle primitiven Ideale beschrieben hat,

ist in der klassischen Situation von einhiillenden Algebren schon erprobt. Die ’handliche Un-
terkategorie’ ist in diesem Fall die BGG-Kategorie O C il(g)-mod mit ihren einfachen Ob-
jekten L(A) (gegeben als eindeutig bestimmte einfache Quotienten von Vermamoduln zum
Hochstgewicht A € h*), siche [Hum08]. Es handelt sich hierbei um den Satz von Duflo [Jan83,
Korollar 7.4]:
primitive Ideale| [ Annihilatoren
{ in $(g) } N {VOH L(\) € (9} )

Definition 2.4.2 (Die Kategorie O()). O®) ist definiert als die volle Unterkategorie von

A-mod, deren Objekte als Sym(t)-Linksmoduln isomorph zu Quotienten von € (Sym(t)/mZ)
act*
sind. Die Sym(t)-Modulstruktur wird jeweils wie folgt erklért:

o M € A-mod wird via dem = ¢(d)em fiir d € Sym(t) zu einem Links-Sym(t)-Modul, also
kann man M € Sym(t)-mod auffassen.

o ED{ (Sym(t)/m?) wird mit der normalen Linksmultiplikation in Sym(t) betrachtet, dem =
aet®

d-me @ (Sym(t)/md).

act*

Knapper formuliert gilt also fiir einen Modul M € O®):

@(Sym(t)/mg) —- M als Sym(t)-Moduln.

act*

Daher hat M = M) eine verallgemeinerte Gewichtsraumzerlegung mit

act*
My == {m e M | (mf)em := p(mb)em =0} = Quotient von Sym(t)/m?,.

Diese Zerlegung von M wirft die Frage auf, wie sie sich mit der Graduierung von A = @ A,
act*
vertragt.

Lemma 2.4.3. Sei M € O® C A-mod. Die Zerlegung M = @
t*-Graduierung des Moduls, das heifit Age M) C M(o45)-

actr M(a) entspricht einer

Beweis. Man muss i a € Ag, m € M, zeigen, dass aem € M yp) gilt. Anders gesagt: Ist
a € Ag, mbem = 0, dann ist auch m}, , 5o (aem) = 0.
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2 GRUNDLEGENDE DEFINITIONEN UND AUSSAGEN

Sei H (ti — (+B)(t:)) ein Erzeuger von mf ;. Ziel ist, H (t; — (a4 B)(t:i))e am = 0 zu zeigen,
i=1 =1

unter der Voraussetzung, dass H (t; — a(t;))em = 0 ist.
i=1

I
—1=
—
—
~
.
|
=
—
~~
S.
~—
=
|
Q
—
~
N
-
=
L]
§

P
H (t; — (a+ B)(ti)) s am
i=1

i=1
= | ((ti = B(t:)) — a(ts)) « ((tpa — B(tp)a)em — afty)eam)
p—1
= ‘ ((t; — B(t:)) — a(ts)) o (atpem — afty)eam)
denn at; = t;a — [t;,a] = t;a — B(t;)a
= H ((ti = B(t)) — alts) - ae (tp, — altp))em

e H(tl — a(t;)).m

i=1
nach p-facher Wiederholung desselben Arguments
= a0 =0 ®

Korollar 2.4.4. O C A-grmod ist eine volle Unterkategorie via M +— @ Mq)-
act*

Beweis. Wir wissen bereits, wie man die Objekte in O®) als Objekte in A-grmod auffassen
kann. Bisher ist aber fiir die Morphismen nur klar, dass Homey o) (M, N) := Hom g_med (M, N) D
Hom 4_grmod (M, N). Zeige: Homamod(M, N) = Hom g grmoa(M, N) fir M, N € OW) zeige
insbesondere, dass f(Ma)) C N(q) gilt:

Hierzu denke man w1eder an die Links-Sym(t)-Modulstruktur auf M und N, und damit ist

me f(m) = ¢(mg)(f(m)) = f(¢(mg)m) = f(0) =0

fiir alle m € M(,,, wie gewiinscht. ©]

Bemerkung 2.4.5 (Die t*-Graduierungen von (’)(p)). Man muss mit der Graduierung von
O®)-Moduln aufpassen, denn man hat zwei méogliche interessante Graduierungen fiir manche
Moduln M € O®): Einerseits handelt es sich bei allen Objekten aus O™ um A-Moduln, und
ein Quotient von A kann die t*-Graduierung von A erben. Die dadurch erhaltenen Graduierun-
gen werden mit M = € M, notiert. Andererseits haben wir soeben die t*-Graduierung iiber
verallgemeinerte Gewichtsraume eingefiihrt. Sie wird immer mit M = @ M, bezeichnet.

Bemerkung 2.4.6 (Eigenschaften von (’)(p)). Wir koénnen auBerdem festhalten, dass O®)
folgende Eigenschaften hat:

e O jst abgeschlossen unter Quotienten, denn auf Quotienten M /U von M € O®) vererbt
sich die Surjektion
D Sym()/mE) — M~ M/U.

act*
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2 GRUNDLEGENDE DEFINITIONEN UND AUSSAGEN

e O®) ist jedoch nicht abgeschlossen unter direkten Summen, da in

D (Sym(t)/m?)

act*

kein Summand mit Vielfachheit auftritt und somit nicht gewihrleistet werden kann, dass

die Summe von zwei Moduln M, N € O®) immer ein Quotient von @ (Sym(t)/m2) ist.
act*

Kommen wir noch einmal auf das klassische Vorbild zuriick:

Bemerkung 2.4.7 (Verbindung zu universell einhiillenden Algebren).

Wie oben angesprochen, iibernimmt die Kategorie O®) aus [MVdB98] die Rolle der BGG-
Kategorie O, wenn man die analoge Aussage zum Satz von Duflo beweisen will. Wie grof} sind

die Gemeinsamkeiten und Unterschiede zwischen O® und O?

e O ist eine abelsche Kategorie [Hum08, Theorem 1.1], O®) ist hingegen nicht unter direkten
Summen abgeschlossen.

e Moduln aus O haben eine h*-Gewichtsraumzerlegung M = reps M [HumO8, Kapitel
1.1] mit

M)

fveM|(h—Ab).v=0}
{ve M| ker(A).v =0},

wobei A € h* zu einem Algebrenhomomorphismus ausgedehnt wurde und somit ker(\) C
Sym(h) = $4(h) gilt. Moduln aus OP) besitzen dagegen eine verallgemeinerte t*-Gewichts-
raumzerlegung M = @ . M(q) mit

M(a) {U eM ‘ (m’;).v = O}

{ve M | ker(a)Pev =0}.

Damit besitzt die Kategorie O®) mehr Ahnlichkeit mit der p-aufgedickten Kategorie O
als mit der BGG-Kategorie O (siehe [MS05, Kapitel 3.1] zur Definition der aufgedickten
Kategorie Q). Fiir p = 1 fallen die aufgedickte und die gewohnliche Kategorie O jedoch
zusammen. In Abschnitt 2.4.2 werden wir sehen, dass die einfachen Moduln aus O®) alle
schon in O leben.

2.4.1 Moduln aus O und ihre Triger in t*

Definition 2.4.8 (Der Triger eines Moduls). Sei M = @ M, € A-grmod ein Modul
act*
mit beliebiger Graduierung. Definiere den Triger des Moduls als

Supp M = {a et | M, #0}.
Lemma 2.4.9. Sei M € O®) mit der Graduierung M = @ M), dann gilt Supp M C V (ker¢)

(ersteres ist Teilmenge von t*, letzteres Teilmenge von Spec(Sym(t)), verwende in dieser Aussage
die Identifikation beider Mengen aus Proposition 2.3.7).
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2 GRUNDLEGENDE DEFINITIONEN UND AUSSAGEN

Beweis.

Supp M = {a € t* | M, # 0}
={aet' | (ml)em =0 fiir ein m € M, m # 0}
< {my € Spec(Sym(t)) | (m2)sm = 0 fiir ein m € M, m # 0}
= {m, € Spec(Sym(t)) | (my)em’ = 0 fiir ein m’ € M, m’' # 0}
= {m, € Spec(Sym(t)) | ¢(my)em’ = 0 fiir ein m’ € M, m’ # 0}
= {m, € Spec(Sym(t)) | ¢(my)em’ =0 fiir ein m’ € M, m’' # 0 und ker¢ C m, }
(leere Zusatzbedingung, sieche unten)
C {m, € Spec(Sym(t)) | ker¢) C m,}
— V(kerg),
denn ker¢ C m,, ist hier tatséichlich eine leere Bedingung: Gébe es ein m, mit ker(¢) ¢ m,, so

miisste m,, + ker(¢) = Sym(t) sein, sonst hiitte man ja durch die Vereinigung ein echt groferes
Ideal konstruiert. Also ist 1 = x +y € Sym(t) mit 2 € m, und y € ker(¢), und

0# Lem' = ¢(1)em = ¢(x)em’ + ¢(y)em’ =0+0=0,
Widerspruch. ®

Wir halten fest: Moduln in O®) haben ihren Triiger hochstens in V (ker$). Aber im niichsten
Abschnitt sehen wir, wie man fiir beliebiges a € V (kerg) einen Modul hinschreibt, der in O®)
ist und in dessen Tréger auch das a vorkommt. Damit muss man sich bei der Bestimmung des
Triigers eines Moduls aus O) nicht mehr ganz t* anschauen, sondern nur noch V(ker(¢)) -
weniger reicht aber auch nicht.

2.4.2 Die Einfachen und die Projektiven in O®)

Definition 2.4.10 (M ®)(a) und L(a)). Sei a € V(kerg) C t*. Wir definieren die folgenden
Moduln in A-grmod:

e M®P(a) := A/Am?,

e L(a) := Der eindeutig bestimmte einfache Quotient von M®)(a), siehe Proposition
2.4.19.

Hierbei ist Am?, := A - ¢(mP) gemeint, also das Linksideal in A, das vom Bild von mZ unter ¢
erzeugt wird.

Bemerkung 2.4.11. Nach ein paar technischen Vorbemerkungen sehen wir in Bemerkung
2.4.14, dass M®)(a) € OW®) ist.

Bemerkung 2.4.12. Wie schon gesagt: Hinschreiben kann man diese Definition natiirlich auch
fiir andere o’s in t*, nach Lemma 2.4.9 tauchen die aber niemals im Tréger eines Moduls in
O®) auf.

Wenn wir im Folgenden mit M) () rechnen wollen, brauchen wir ein paar wirklich trockene
Aussagen, die zunéchst iibergangen werden koénnen:

Lemma 2.4.13 (Trockenlemma). Hier sind ein paar zusammengetragene Fakten iiber A
und M®) (a):

i) Ein zweiseitiges Ideal I in A erbt die Graduierung von A durch I, := INA, (mit anderen
Worten: [ ist dann ein homogenes Ideal).
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ii) ¢p(mk) C Ap (und es gilt ganz allgemein ¢(Sym(t)) C Ap).

iii) A/Amg = @ A,@/A,@mg.
petr

iv) Fiir die geklammerte Graduierung gilt:

(A/AmE) () = | D As/Asmi | = D (As/Asmp) ).
et (n P

v) Fiir die ungeklammerte Graduierung gilt:

(A/AmE), = (EB ABMB‘“Z) = @ (Ap/Apmy), = Ay /A mE.

et* et
B v B

vi) Fiir die Invarianten unter der Wirkung eines Unterraums g C t gilt: A9 = P A%

Betx

vii) Fiir w zentral in A gilt A/A(u) = @ Ag/As(u).
pets
viii) Seien v und S aus t*. Es gilt
m7A5 = Agmvfg.

All diese Aussagen liegen eigentlich auf der Hand, sind hier der Vollstdndigkeit halber aber
nochmal bewiesen.

Beweis.

i) Mit I, := I NA, ist I = @, Io: Wie jedes Element aus A lisst sich a € I eindeutig
schreiben als a = > 5 ag mit ag € Ag. Diese ag’s sind wieder in I enthalten: Ein zwei-
seitiges Ideal ist abgeschlossen unter der adjungierten t-Wirkung, also kann man t auf a
wirken lassen und ein Diagonalargument anwenden, [¢,a] = Y [t,ag] = > B(t)ag € I,
Subtraktion von (t)a reduziert die Zahl der Summanden um 1, das Ergebnis o’ liegt aber
wieder in I. Fahre fort, bis nur noch ein einziger Summand a’é € I iibrigbleibt. Der muss
dann nur noch umskaliert werden, um ag € I zu sehen.

ii) ¢p(mf) C ¢(Sym(t)) C Ao, weil [¢(t),d(d)] = ¢([t.d]) = ¢(0) = 0 ¢(d) fiir t € t und
o(d) € ¢(mP) gilt, wie in Bemerkung 2.1.9 bereits festgestellt wurde.

ili) Wegen ¢(m2) C Ag ist Agm?, C Ag, also macht Ag/Agm? Sinn. Projiziere jetzt summan-
denweise:

A — P Ap/Apm?,

Bet

der Kern ist gerade @ Agm? = Am?,.
pet*

iv) Wir mochten fiir die geklammerte Graduierung

(A/AmB) ) = | D Ap/Asm, = P (Ap/AsmD) .,
pet pet
™)
zeigen. Die erste Gleichheit folgt unmittelbar aus Teil (iii). Die Inklusion

D As/Ammt | O P (Ap/ApmE) .,

BEt* ") Betr
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vi)

vii)

viii)

ist klar, weil aus mbea = 0 und mb.a’ = 0 folgt, dass auch mb.(a + a') = 0 fiir a €
(Ag/Agmb) () und o’ € (Aﬂ//A/gzmp)( ) gilt. Die andere Inklusion

@ Ap/Agmy, C @ (AB/ABmg)(A,)

Bet* ™) Bet*

schlieft man aus der linearen Unabhingigkeit von solchen a und o’ wie oben (dieses
Argument funktioniert ebenso fiir beliebige Summen von Elementen aus verschiedenen
Ap/Apm} ) Deswegen darf man nédmlich durch Koeffizientenvergleich aus m?. (a +a') = 0
folgern, dass m?ea = 0 und my.a’ = 0 gilt (hierbei geht auch ein, dass sich die Multipli-
kation mit mf auf Ag/Agmb, einschriinken lésst, weil mb in Ag lebt).

Fiir die ungeklammerte Graduierung gelten dieselben Argumente wie in Teil (iv) (nur dass
man hier ausnutzt, dass sich die adjungierte - Wirkung auf jedes Ag/Agm?, einschrianken
lasst) Die dritte Gleichheit gilt, weil Ag/Agm?, bezliglich der adjungierten t-Wirkung vom
Gewicht § ist - damit sind alle Summanden aufler A,/A,m? schon Null gewesen.

A= P A%: Dies funktioniert wieder genauso: Die Inklusion D ist klar, und die Inklusion
pet
C liegt daran, dass aus [g,a + a] = 0 folgt, dass auch [g,a] = 0 und [g,a’] = 0 fiir ¢ und

a’ gilt (@ und o’ sind wie oben gewé#hlt; das Argument ldsst sich auf beliebige Summen
ausdehnen), denn die Ag sind untereinander linear unabhéngig und abgeschlossen unter
der adjungierten t-Wirkung, also auch unter der induzierten g-Wirkung.

AJA(u) = EB Ag/Ag(u): Wir haben es bei A(u) mit einem beidseitigen Ideal in A zu
petr
tun, weil u zentral ist. Nach Punkt (i) ist A(u) dann homogen. Zugleich ist u € Ay (wieder

wegen der Zentralitét von u) und damit folgt (A(u))s = Ag N A(u) = Ag(u). Schliefllich

gilt
AJA(w) = @ (A/A(u); = €D As/(A(u)s = €D Ap/As(u)
8

et Betr Bet*
Sei ag nach (A2) ein Erzeuger von Ag, das heiit Sym(t)ag = Ag. Ein Element d € m,
wird nach Lemma 2.3.10 von Elementen der Form ¢ — «(t) fiir ¢ € t erzeugt, und fiir die
gilt
(t—=~(t))as = [t,as] + ast —y(t)ag
= B(t)as + agt —~(t)ag
= (B—=)(t)ag + agt
=ag(t — (v = B)(1)),
und ¢ — (y — B)(t) ist ganz eindeutig in m,_g, womit
Sym(t)(t —y(t)) - Ag C Sym(t) Agm,_p = Agm,_g
und damit auch
mWA/; - A/gmfy_g
gezeigt sind. Andererseits kann man diese Rechnung auch von hinten aufziumen und zeigt
die andere Inklusion
A/gmryfﬂ - m7A5
via
Ag - Sym(§)(t — (7 — B)()) C m, AsSym(t) C m, Ay
(man muss ein bisschen darauf aufpassen, was beim Vertauschen von Sym(t) mit ag
passiert, aber die gewiinschten Inklusionen funktionieren). ®
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Bemerkung 2.4.14. M®)(a) ist in O®) enthalten:
e Die Links-A-Modulstruktur ist durch die gewohnliche Linksmultiplikation in A erklart

e Die Sym(t)-Modul-Struktur ist via ¢ : Sym(t) — A gegeben durch dem = ¢(d)em =
¢(d) - m

e Der Sym(t)-Modul-Isomorphismus zu einem Quotienten von € ... (Sym(t)/m%) ist ge-
geben durch

P Sym)/m,,) - P Ap/mb, ;A5 = P Ap/Apml, = A/AmE,
a+Bet* Bet* Bet*

wobei die erste Surjektion unter Beriicksichtigung von (A2) gegeben ist, wonach jeder Ge-
wichtsraum Ag Quotient von Sym(t) ist (beachte den kleinen Indextrick: Wir verwenden
die Surjektion &(t) + Az in dem Summanden, in dem m}, , ; rausgeteilt wird). Die zweite
Gleichheit kommt von myAg = Agm._g aus Trockenlemma 2.4.13.viii her.

Lemma 2.4.15 (Gewichtsriume von M () (a)). Seien a,y € V (kere).
i) Es gilt MP)(a)(,) = (A/AmE)(,) = Ay_o/Ay_qm?.
ii) Es gilt insbesondere M) (a),) = (A/AmE),) = Ao/Aom?.
iii) Es folgt damit auch M®)(a),) = (A/AmR),_o = MP)(a),_,.

Man bemerke, dass der letzte Punkt endlich das Verhéltnis der geklammerten zur ungeklam-
merten Graduierung aufklart!

Beweis.

i) Es gilt, dass (M®)(q))(y) = Ay—a/Ay—amb, ist:
Bekanntermaflen ist

MP (@) = (A/AmD),) = | €D As/Asm?, = P (As/Asm2) ()

Bet* ) Betx

(unter Verwendung des Trockenlemmas 2.4.13, Teil (iii) und (iv)), demnach muss gezeigt
werden, dass genau fiir § = v — a der Gewichtsraum (Ag/Agm?),) ungleich Null ist.
Forme ihn zu diesem Zweck etwas um:

(Ap/Agmt) () = {a@ | w2 @ =0} = {@ | my-a C Ag-m2}.

. p
Uberlege, fiir welche 8 das Produkt [](¢t; — v(t:)) - @ in Agm? liegt, fiir a € Ag und
i=1

p
Erzeuger [](t; —~(t:)) von my C Sym(t), wobei ¢; € t.
i=1

Man rechnet

[Tt =) -a = TT0 =)ty al +a-t, —(ty))a
i=1 i=1
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p
[T1(B(:) +ti —~v(t;)) soll nun in m? sein, also B(t;) + t; — v(t;) € my, wie im Abschnitt
i=1

iiber das maximale Ideal m, in Korollar 2.3.14 gezeigt wurde.
Das ist gleichbedeutend mit a(5(¢;) + ¢; — y(¢;)) = 0, bzw. B(t;) = v(t;) — a(t;) fiir alle
t; €t

ii) Folgt mit v := a.
iii) Mit dem Trockenlemma 2.4.13, Teil (iii) folgt aus der ersten Aussage, dass gilt:
MP(a)) = Ay-afAy-amd
— (AJAmD),
= M@ (a),_,. ©

Korollar 2.4.16. M) (a) wird iiber A bzgl. der geklammerten Graduierung in Grad a er-
zeugt.

Beweis. M®)(a) = A/Am?, von der T aus Ag/Agm®, und damit in Grad 0 bzgl. der ungeklam-
merten Graduierung erzeugt. Wir haben aber soeben im Gewichtsraumlemma 2.4.15 gesehen,
dass M®P) (@) o) = MP)(a)q—aq = MP)(a)y ist. Beziiglich der geklammerten Graduierung be-
findet sich 1 also in Grad a. ©

Die folgenden Sétze entsprechen [MVdB98, Proposition 3.1.7] und rechtfertigen sowohl die
Uberschrift dieses Abschnitts (M ®) () ist projektiv in O®)) als auch die Definition von L(«)
(der eindeutig bestimmte einfache Kopf von M®)(a)).

Proposition 2.4.17 (M®)(a) ist projektiv in O®)). Sei a in V (kerg).
i) Me 0P = Homamed(M®P (), M) = Mg,
ii) M®)(a) ist projektives Objekt in O®)

Beweis.

i) MeO® = Homamea(M®P (a), M) = Mgz:
MW@ (o) = A/JAmE, = A -1, also wird f € Homa.mea(M P (), M) bereits vollstindig
durch f(1) festgelegt. Man kann also Hom -meq (M) (o), M) und {f(1) € M | f €
Hom 4 (M ®)(a), M)} als A-Moduln miteinander identifizieren. Nun sind genau die m € M
als Bilder f(1) von 1 erlaubt, fiir die mE.m = 0 ist. Also ist

Hom g-moa (M P (o), M) = {f(I) € M | f € Homa(M® («), M)}
= {me M|ml.m =0},

und Letzteres ist nach Definition der Moduln in O®) genau M.

i) M®)(a) ist projektiv in O®):
Dazu merken wir zunéchst an, dass die Epimorphismen in O?) gerade die gewdhnlichen
Surjektionen aus A-mod (zwischen Objekten, die auch in O liegen) sind. Daher geniigt
es zu zeigen, dass

Hom o (M ™) (), f)
i LR

Hom (M) (a), N) Hom 4 (M®P)(a)), N')

e f L .
surjektiv ist, sofern N = N’ — 0 surjektiv war. Nun ist aber

Hom 4 (M ®) (), f)
Ty

Hom 4 (M ™ (a), N) Hom 4 (M P (a), N')
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nichts anderes als

N (a) — N, (/ @)
und diese Abbildung ist surjektiv, weil Gewichtsriume zu nehmen exakt ist (alle auftre-
tenden Morphismen sind t*-graduiert). ©

Bemerkung 2.4.18 (Verbindung zu universell einhiillenden Algebren).

Dieser Modul M) (a) spielt die Rolle des Vermamoduls M()\) aus Kategorie O. Wie M ())
iiber 4(g) von einem Hochstgewichtsvektor vom Gewicht \ erzeugt wird, wird auch M) (o) =
AJAm? iiber A in Grad (a) erzeugt (siehe Korollar 2.4.16). Soeben haben wir in Proposition
2.4.17.i gesehen, dass die M(P)(a)’s allesamt projektiv sind. Diese Aussage gilt nicht so allge-
mein fiir Vermamoduln, hier muss man voraussetzen, dass A ein dominantes Gewicht ist, um
Projektivitdt von M (X) zu bekommen ([Jan83, Lemma 4.8] oder [Hum08, Proposition 3.8]). Auf
Vermamoduln zu einem dominanten Gewicht l&sst sich aber auch Aussage 2.4.17.ii {ibertragen,
eine Identifikation von Homyg) (M (A), M) mit My (fir M € O,) findet sich im Beweis zu
[Jan83, Lemma 4.8].

Proposition 2.4.19 (Der einfache Quotient L(a) von M ®)(a)).

i
ii

111

N

M) (a) hat genau einen, von p unabhiingigen, einfachen Quotienten =: L(a) € O™
Alle einfachen Moduln in O?) haben die Form L(a)

dim; MW (a)(5) <1 und damit dimy,L(a)s) <1 fiir alle 8 € V (kerg)

iv) Ist L(a)gy # 0, so ist L(a)g) = Apg—a/Ag—aMa

Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
o L(ay) = L(az)

e Supp L(ay) N Supp L(ag) # 0
o M@ (ay) =2 M®)(ay)

Beweis.

i) M) () hat genau einen, von p unabhingigen, einfachen Quotienten =: L(a) € OM:

Aquivalenterweise zeigt man, dass es genau einen maximalen echten Untermodul gibt -
er besteht aus der Summe aller echten Untermoduln. Von dieser Summe muss gezeigt
werden, dass es sich dabei wieder um einen echten Untermodul handelt.

M®)(a) ist iiber A von T erzeugt, daher ist U ¢ M®)(a) genau dann ein echter Unter-
modul, wenn 1 ¢ U ist. Die 1 lebt im Gewichtsraum M(p)(a)(a), das heifit, U ist genau
dann ein echter Untermodul, wenn U,y = U N M(p)(a)(a) die 1 nicht enthélt, wenn also
Ua) ein echter Ag-Untermodul von M P () (,) = Ag/Agm®, ist. Jedoch ist Ag/AgmE, als
Sym(t)-Modul Quotient von Sym(t)/m®. Sym(t)/mZ ist lokal mit maximalem Ideal m,
(Von den maximalen Idealen in Sym(t) sind gerade diejenigen in Sym(t)/m® enthalten,
die m®, enthalten. Enthilt ein maximales Ideal (allgemein ein Primideal) allerdings die Po-
tenz eines anderen Ideals, so auch schon das Ideal selbst. m,, ist also das einzige maximale
Ideal in Sym(t)/m? und jedem Quotienten davon). Die Sym(t)-Quotientenabbildung

Sym(t)/mf, — Ag/Aomb,

ist fiir Ag = ¢(Sym(t)) -1 ein Ringhomomorphismus, und so ist auch Ag/Aom?, ein lokaler
Ring. Damit gibt es auch hierin nur genau ein maximales Ideal, bzw. nur genau einen
maximalen Ag-Modul. Darin ist fiir jeden echten Untermodul U auch U,) enthalten,
weswegen die Summe aller Untermoduln ebenfalls darin liegt und insbesondere die 1 nicht
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ii)

iii)

iv)

v)

enthilt. Wir haben damit den einzigen maximalen Untermodul von M () () konstruiert,
und so erhalten wir dessen eindeutigen einfachen Quotienten L(®) (). Die Unabhingigkeit
von p folgt aus der Verkettung der Projektionen

M(p)(a) — M(l)(a) — L(l)(a)

und der eben bereits gezeigten Tatsache, dass M (p)(a) nur den eindeutig bestimmten
einfachen Quotienten L(P)(«) besitzt, demnach ist L) (a) = LM (a) und wir kénnen den

einfachen Kopf stattdessen zu Recht mit L(a) bezeichnen.

Alle einfachen Moduln in O?) haben die Form L(a):

Sei L € OW) einfach. Da L nicht null sein soll, gibt es einen Gewichtsraum Ly # 0.
Wegen L,y = Homu (M) (a), L) bildet also M(P)(a) surjektiv auf unser L ab. M®(a)
hat aber nur den einen einfachen Quotienten L(«). Also L(«) 2 L.

dim M (a) 5y <1 und damit dimyL(a)5) <1 fiir alle 8 € V (kerg):
Letzteres folgt aus ersterem, weil L(a) Quotient von MW (a) ist. dim MV (a)g < 1
gilt, weil wie eben gezeigt (MM ())(5) = Ap—a/Ag—amy ist und

k = (Sym(t)/mg) — Ap_oa/Ap—ama
= (MY (@) p)-

Ist L(Oz)(,g) 7& 0, so ist L(OZ)(B) = Ag_a/Ag_ama:

L(a) ist der Quotient von MM (a) in O®) C A-grmod, und weil MM (a) - L(a) gra-
derhaltend ist, schrénkt sich die Surjektion auf M®)(a)s) — L(a)(s) ein. Aus Dimensi-
onsgriinden - fiir die vorangegangene Aussage (iii) haben wir soeben nachgerechnet, dass
beide Gewichtsrdume dieselbe Dimension haben - muss dies ein k-linearer Isomorphismus
gewesen sein. Also ist Ag_a/Ag_ama = MM ()5 2 L(a)s).

Man rechnet folgende zwei Aquivalenzen nach:

o L(y) 2 Llag) & M®P(ay)= M®P(ay):
Diese Aquivalenz folgt daraus, dass M ®)(a) in O®) eine projektive Decke von L()
ist: Nach 2.4.17.ii gilt, dass M ®) () projektiv ist. Die Einschrinkung der Projektion
M®)(a) — L(a) auf einen beliebigen echten Untermodul U ¢ M ®)(«) ist aber Null,
weil U in dem eindeutig bestimmten maximalen Untermodul von M ®)(a) enthalten
sein muss, und damit ist M ®) (a) projektive Decke von L(a). Ist nun L(ay) = L(asz),
so wiren sowohl M) () als auch M®)(ay) eine projektive Decke von, sagen wir,
L(ay). Projektive Decken sind aber immer bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt
(wobei man fiir O®) wie in [AF92, Lemma 17.17] argumentieren darf), also schliefen
wir M®)(a;) 2 M®)(ay). Andersherum folgt aus M P (a1) = M®)(ay), dass sagen
wir M®)(a;) sowohl auf L(a;) als auch auf L(ay) projiziert. Nach Teil (i) kann das
aber nur eintreten, wenn L(ay) 2 L(aw) ist.

o L(a1) 2 L(ag) < Supp L(ay) N Supp L(ag) # 0:
Die Hinrichtung ist natiirlich trivial, und die Riickrichtung bekommt man ganz leicht:
Sei a ein Gewicht im Schnitt der beiden Tréger. Proposition 2.4.17.i zufolge gibt es
dann Abbildungen M®) (o) — L(ay) und M®)(a) — L(ay), die beide nicht null sind
und daher sogar surjektiv sein miissen, weil L(a;) und L(as) einfach sind. Beide sind
also Quotienten von M () (), aber dessen Quotient ist nach Teil (i) dieser Proposition
bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt. Es folgt L(ay) & L(az). ®
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Bemerkung 2.4.20 (Verbindungen zu universell einhiillenden Algebren).

Wie der Modul M (?)(a) einen Vermamodul M (\) imitiert, so entspricht sein einfacher Quotient
L(a) € O®) dem einfachen Quotienten L()\) € O: Hier bestehen wesentliche Gemeinsamkeiten,
denn auch fir L(A) gilt:

e M () hat genau einen einfachen Quotienten L(\) (siehe [HumO8, Theorem 1.2 (f)]).
o Jeder einfache Modul in O ist isomorph zu einem L(\) (siche [Hum08, Theorem 1.3]).
Aber es gibt dennoch Unterschiede:

e Die Dimensionen der Gewichtsriume sind fiir L(a) € O®) deutlich langweiliger (nur 0
oder 1) als die von L(\) € O (hier braucht man némlich selbst fiir endlichdimensionales
L(\) Charakterformeln [Hum78, Kapitel 24]).

e Aus dem Vergleich der Tréger von L(A\) und L(u) lassen sich nicht so viele Riickschliisse
ziehen, ob L(\) = L(u) gilt, wird nur davon entschieden, ob A = p ist (siche [HumO8,
Theorem 1.3]).

Bemerkung 2.4.21. Will man nun die einfachen Moduln in O®) beschreiben, so lisst sich
diese Fragestellung mithilfe der letzten Proposition reduzieren:

i) Wir sind natiirlich nur bis auf Isomorphie an den einfachen Moduln interessiert. Nach
Proposition 2.4.19.ii ist es dafiir ausreichend, nur die einfachen Quotienten L(«) von
M) () zu betrachten, weil sie eine vollstindige Liste der Isomorphieklassen von einfachen
Moduln liefern.

Folgende zwei Eigenschaften der L(a)’s legen nahe, dass man sich auf ihren Tréiger konzentrieren
sollte:

ii) In Proposition 2.4.19.v haben wir gesehen, dass zwei einfache Moduln schon isomorph
sind, sobald sie sich auch nur ein einziges Gewicht teilen!

iii) Dank der Eindimensionalitit der Gewichtsraume ist die Angabe, welche Gewichte auftre-
ten, schon eine interessante Beschreibung des Moduls selbst. Dies hat man in Proposition
2.4.19.v sehen konnen.

Zuletzt konnen wir unsere Suche nach Gewichten etwas eingrenzen:

iv) Alle Gewichte von L(«) liegen nach Lemma 2.4.9 in V' (ker¢) C t*.

2.4.3 Zwei Relationen zwischen den Gewichten von Moduln in O®)

Nach der vorangegangenen Bemerkung ist klar, dass wir uns fiir die Gewichte der L(a)’s in-
teressieren. Wir stellen nun zwei Werkzeuge zur leichteren Beschreibung des Triigers von L(«)
vor, zuerst driingt sich die Definition der folgenden Aquivalenzrelation auf den Gewichten in
V (kerg) auf:

Definition 2.4.22 (Aquivalenzrelation auf V (kerg) C t*). Seien o, 3 € V(ker¢), dann
fithre fiir

L(a) = L(B) (bzw. 8 € Supp L(a))

die Aquivalenzrelation
a~f

ein.
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L(«) ist ein Quotient von M) (a), und auch darin waren nach Proposition 2.4.19.iii alle Ge-
wichtsridume eindimensional. Der Triger eines L(«a)’s kann also auch beschrieben werden, indem
man ihn aus dem Triger des MM (a) ’ausschneidet’. Dazu muss man zuerst den Triger des
eindeutig bestimmten maximalen Untermoduls von M ™) (a) ausfindig machen. Umsetzen lisst
sich das, indem man der Frage nachgeht, was das A-Erzeugnis eines einzelnen Gewichtsraums
MW (a)g) in MWD (a) ist. Zudem kann man die Zerlegung A = @ A, ausnutzen und das
Erzeugnis fiir jedes einzelne A, bestimmen. Das motiviert die néchste Definition:

Definition 2.4.23 (Relation auf V' (ker¢) C t*). Seien «, 3,7 € V(ker¢), dann schreibe
B,

falls

Ay (M(l)(a)>(ﬁ) # 0

ist.

Bemerkung 2.4.24. Da zuvor in Proposition 2.4.19 gezeigt wurde, dass die Gewichtsraume
von MM (a) alle hichstens eindimensional sind, und weil man aus Lemma 2.4.3 weiB, dass
MW (a) = MY (a)s) ein t*-graduierter Modul ist, konnte man 8 ~» v auch mithilfe der
Bedingung, dass :

Ay (MO (@) = (MD ()

sein muss, definieren.

Bemerkung 2.4.25 (Anschauliche Beschreibung von ~»). Was bedeutet also die Relati-
(a4
on ~7 Die Frage, fiir welche v denn nun A,_g3- (M(l) (a)(ﬁ)) ungleich Null ist, l&sst sich zu der

Frage umformulieren, welche Gewichtsraume vom (-Gewichtsraum aus durch die A-Wirkung
erreichbar sind. Nach Lemma 2.4.3 kann dies - wenn iiberhaupt - nur durch A,_g bewirkt
werden. Die Beschreibung eines Untermoduls in M («) kann auf diese Weise ohne beklagens-
werten Informationsverlust auf die Beschreibung seines Trégers heruntergebrochen werden. Dies
ist insbesondere bei der Konstruktion eines maximalen Untermoduls und damit des einfachen
Quotienten L(«) von Interesse. Dabei haben wir uns aus gutem Grund auf den Fall p = 1
beschréinkt. Schlieilich hat man in Proposition 2.4.19.i gezeigt, dass L(«) nicht von p abhéngt.
Zugleich weiB man fiir p = 1, dass jeder Gewichtsraum von M ™) (a) hochstens eindimensional
ist, das Bild ist also besonders unkompliziert.

Bemerkung 2.4.26. Es gilt:
i) ~ ist in der Tat eine Aquivalenzrelation.

ii) ~ ist reflexiv und transitiv, aber nicht symmetrisch: Die Reflexivitéit ist klar, weil Ag

o
die 1 enthilt, und die Transitivitéit ergibt sich aus Bemerkung 2.4.24. Wir sehen spéter
anhand des Beispiels der Weylalgebra in 5.5, dass ~» nicht symmetrisch sein muss.

o

Nun folgen ein paar Grundlagen iiber das Verhalten von ~ und ~, die [MVdB98, Lemma 3.1.8]
sowie [MVdB98, Lemma 3.1.9] entnommen sind:

Lemma 2.4.27 (Verhalten von ~). Ist M € O®) so ist sein Triiger Supp (M) die Vereini-
gung von Aquivalenzklassen beziiglich ~.

Beweis. Seia € Supp(M), alsoist M) # 0. Nach Proposition 2.4.17 ist M(,) = Hom 4 (M ®) (a), M),
und so gibt es einen Homomorphismus f : M (p)(a) — M, der nicht null ist. Damit erscheint
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der einfache Kopf L(a) von M(P)(a) als Subquotient von M (bis auf Isomorphie). Jedes L(f)
mit 3 ~ « ist isomorph zu L(«). Aufgrund der Projektivitit von M (®)(3) erhilt man

L() —— L(«)

[T

M®(B) -2 5 M®)(q)
und weiter (fiir U = f(max. Untermodul von M®)(a)))

L(8) —=— L{a) -2 MU

[

M@ (B) - 2 5 M@ () L 1.

Wir kénnen dank der Kommutativitit dieses Diagramms nichttrivial von M®)(8) nach M
abbilden. Wieder nach dem Argument von Proposition 2.4.17 folgt Mgy # 0. Also befindet sich
auch jedes B aus der Aquivalenzklasse von « im Triger von M. ©

Lemma 2.4.28 (Verhalten von ':) Seien «, 8,7, 6 € V(ker(9)).
i) ~ ist eine transitive Relation auf V' (ker¢).
i) B ~ impliziert 3,y € Supp MM (a) sowie v — 5 € Supp A.
iii) B ~ gilt genau dann, wenn A,_gAg_o € Ay_om, ist.
iv)
{ Untermoduln von M (1)(a)} JLEN { Unter ~ abgeschlossene Teilmengen von Supp M (1)(a)}
U — SuppU

v) B~ v und v ~ B gelten genau dann, wenn 8 ~ v und 8,7 € Supp M (a) gilt.

vi) B ~ ~ gilt genau dann, wenn Ag_,A,_g € mgA ist.

Beweis. i) ~ ist eine transitive Relation auf V' (kerg):
Zu zeigen: 8 ~ v ~ §, dann ist auch 8 ~ 4. Dies bedeutet nach obigem Kommentar,
dass
Ay -(M(l)a) = (M(l)a) 0
o (MO@) @) #
sowie

Ay (MO@) = (MP(@) - # 0

sind. Nach der ersten Bedingung ist es moglich, a € A,_gund m € (M(l)(a))(ﬁ) mit am #
0 zu wéhlen. Da die Gewichtsrdume nach Proposition 2.4.19.iii alle eindimensional sind,
ist der k-Span von am gerade der Gewichtsraum (MM («)) (v Damit ist auch a’(am) # 0
fir ein o’ € As_, wegen der zweiten Bedingung. a’a lebt in As_., - Ay_g C As_g, und
damit ist (a’a)m € As_p - (M(l)(a))(ﬁ) # 0. Dies ist nach Definition aquivalent zu § ~ 4.

ii) B~ v impliziert 3, € Supp MM (a) sowie v — 8 € Supp A:
8,7 € Supp MM () muss stimmen, denn sonst wiren die Gewichtsriume (M(l)(oz))(ﬁ)

und (M (1)(04))(7) von vornherein Null gewesen. Ebenso erklirt sich v — f € Supp A,
ansonsten wire A,_g Null gewesen.

33



2 GRUNDLEGENDE DEFINITIONEN UND AUSSAGEN

iii)

iv)

B~ v gilt genau dann, wenn A,_gAg_, ¢ A,_,m, ist: Nach Definition ist 8 ~ v genau
(03 (03

dann, wenn A, 5 - (MW (a))
Bemerkung ist das gerade

) # 0 ist. Ausgeschrieben unter Verwendung obiger

Ay_g- (Aﬁ—a/AB—amg) = A'y—a/A'y—amg # 0.
Dies ist genau dann der Fall, wenn A,_gAg_o € Ay_om, ist.

{ Untermoduln von M) (a)} < {Unter ~ abg. Teilmengen von Supp MM (a)}:
«

Diese Korrespondenz wird dadurch gegeben, dass einerseits ein Untermodul von M) ()
seinem Triger zugeordnet wird, und andererseits eine Teilmenge von Supp MM () auf
die Summe der entsprechenden Gewichtsriume in M) (a) abgebildet wird. Dies ist wohl-
definiert, weil es dquivalent ist, A-Untermodul von M m(a) zu sein und einen unter ~

abgeschlossenen Tréger zu besitzen. Es ist klar, dass Hin- und Riickrichtung zueinander
invers sind, denn weil die Gewichtsriume in M) (a) alle eindimensional sind, ist ein
Untermodul schon eindeutig durch die auftretenden Gewichte bestimmt.

B~ v und v ~ B genau dann, wenn 3 ~ v und 3,7 € Supp MM (a):

Seiazunéichst 5a~ ~. Nach 2.4.27 ist vy daher ein Gewicht von jedem Modul, fiir den auch g
ein Gewicht ist, und umgekehrt. Dies gilt insbesondere fiir Untermoduln von MM (a). In
A-M™(a)g) lebt aber nur dann etwas im Gewichtsraum zu vy, wenn A, _g- MM (@) 5) # 0
war, wenn also 3 ~ gilt. Genauso gilt dann auch ~ ~ B.

Sei jetzt 3~ v und  ~ B vorausgesetzt. Daraus folgt direkt, dass 3,7 € Supp MM (a)
« «

gilt. Also sind die entsprechenden Gewichtsriume beide nicht null, und wir kénnen Ho-

momorphismen

MW (a)(g) = Homa(MW(8), MV (a)) 5 f#0

und
MM (@) ) = Homa (MWD (7), MP(a)) 5 g#0

withlen. Deren Bilder in M™)(a) stimmen iiberein: Es gilt im(f) = A - £(1) und im(g) =
A - g(1), und wie im Beweis von Proposition 2.4.17.i gesehen, ist f(I) € M) (a)(g) und
g(1) € M(l)(a)(v). Zugleich bedeutet S~ v, dass

Ay (MO ) = (M(l)(a))m’

weswegen es ein a € A mit a - f(1) = g(1) gibt. Daraus folgt
im(f)=A-f(1) > A-a- f(1) = A-g(I) = im(g),

und wegen v ~ [ bekommt man auf die gleiche Weise im(g) D im(f). Nun haben wir

Quotientenabbildungen

MO (B) S im(f) — L(B) = einfacher Kopf von MM (B) bzw. im(f)
sowie
M® () 2 im(g) — L(y) = einfacher Kopf von MM () bzw. im(g).

Weil im(f) = im(g) ist, hitte M (1) (3) damit zwei einfache Kopfe. Nach Proposition 2.4.19
gibt es aber nur genau einen einfachen Quotienten von jedem M ™) (), sodass L(B) = L(v)
folgt, was wir mit 8 ~ 7 bezeichnet hatten.
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vi) B ~ v genau dann, wenn Ag_,A,_5 ¢ mgAo:
Dies ist eine Zusammenfassung von mehreren Aussagen dieser Proposition. Es ist 5 ~
(und damit trivialerweise 8,7 € Supp M) (5)) genau dann, wenn f3 'B» ~ und ~y «ﬁ» B.

Aquivalent zu Letzterem ist nach Teil (iil) dieser Proposition die Formulierung
Ap—yAyp € Ag_pmg.
Die Hinrichtung unserer gewiinschten Aussage folgt nun zusammen mit
Aﬁ_,@mg = Aomﬁ = m,@Ao,

wobei verwendet wird, dass A¢ mit allem aus ¢(t) und damit auch mit ¢(Sym(t)) ver-
tauscht. Die Riickrichtung geht ebenso schnell: Aus Ag_,A,_g € mgAy bekommen wir
y «g B zuriick. Daraus geht hervor, dass v € Supp M(l)(ﬁ) war, und weil M (5) von

M(l)(ﬁ)([g) erzeugt wird (siehe Korollar 2.4.16), erhélt man auch il Daraus folgt
schliefllich wieder 8 ~ ~. ©®

Der vorletzte Punkt, dass 8 ~ 7 genau dann gilt, wenn insbesondere «ﬁ» ~v und «,8» B erfiillt
sind, beleuchtet das Verhiltnis von ~ und «E: Es wird klarer, wenn man fiir ~ nicht die ur-

spriingliche Definition (L(8) = L(v)) heranzieht, sondern die, dass v € Supp L(f) ist. Bei der
Konstruktion von L(3) bediente man sich des Moduls M()(3) und teilte dessen maximalen
Untermodul raus. Der gesamte Modul wird von M (1)(,8)(3) erzeugt, also gilt sicherlich fiir alle
Gewichte v von M (8) und damit alle potentiellen Gewichte von L(f), dass /3 «E ~ gewesen

sein muss. Die entscheidende Frage ist also eher, wann man umgekehrt vom Gewichtsraum zu
~ wieder zuriick in den alles erzeugenden Gewichtsraum M (1)(5)(5) laufen kann. Ist dies nicht
moglich, so befand man sich im (maximalen) Untermodul, v wird beim Ubergang zum Quo-
tienten abgeschnitten und taucht als Gewicht von L(5) nicht mehr auf. Kommt man dagegen
von v wieder zu [3, so kann es nicht abgeschnitten werden und bleibt dem L(3) erhalten.
Beispiele dazu folgen in Abschnitt 5.5.
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3 DIE BEZIEHUNG ZWISCHEN DEM ANNIHILATOR J(a) UND DEM TRAGER (a)
EINES EINFACHEN MODULS L(«) IN O(")

3 Die Beziehung zwischen dem Annihilator J(«) und dem
Triger (o) eines einfachen Moduls L(a) in O®

3.1 Allgemeines zu Annihilatoren und primitiven Idealen

Der Begriff des Annihilators ist bereits gefallen, aber dieser Abschnitt widmet sich dem The-
ma nochmal ausfiihrlich. Insbesondere wird erldutert, warum der Annihilator eines einfachen
Moduls fast so interessant wie der Modul selbst ist.

3.1.1 Annihilatoren

Zunichst einmal folgen ein paar ganz allgemeine Feststellungen fiir beliebige Moduln iiber be-
liebigen (insbesondere nichtkommutativen) Algebren. Wir wiederholen die Definition des An-
nihilators:

Definition 3.1.1 (Annihilator eines Moduls). Der Annihilator eines Linksmoduls M {iber
der Algebra A ist definiert als

Ammya(M) == {a€ A a. M =0} CA.
Lemma 3.1.2. Der Annihilator J := Ann4 (M) ist ein zweiseitiges Ideal von A.
Beweis. Seien a,b € A. Wegen
(@-J-b)e M =ae(Je(bse M)) Cae(Je M) =10a.(0)=0
annihiliert auch a - J - b den Modul M, also a-J -b C J. @)

Folgende Bemerkung erldutert, warum der Annihilator eines einfachen Moduls ein wichtiges
Hilfsmittel ist, den einfachen Modul selbst zu beschreiben - im nichtkommutativen Fall jedoch
auch nicht {iberschéitzt werden darf:

Bemerkung 3.1.3 (Vergleich des kommutativen und des nichtkommutativen Falls).
Betrachte einen einfachen Links-A-Modul L. Wir beschreiben seinen Annihilator fiir den Fall,
dass A kommutativ ist, sowie den Fall, dass A nicht kommutativ ist.

e [ ist in jedem Fall zwangsldufig isomorph zu A/m fiir ein maximales Linksideal m C A
(Man beachte die notationelle Fallgrube - m hat nichts mit den maximalen Idealen aus
Sym(t) zu tun): Erstens wird L von einem beliebigen Element [ € L\ {0} erzeugt,

A —» L
a — all,
und diesbeziiglich resultieren Linksideale J C A, die den Kern enthalten, in echten Un-

termoduln J.! von L, die natiirlich allesamt Null gewesen sein miissen. Der Kern muss
daher ein maximales Linksideal m gewesen sein.

e Unabhingig von Kommutativitéit gilt stets Anna (L) C m:

Amny(L)={a€ A|a. L =0}
={acA|aA/m =0}
={a€A|a-ACm}
C{ac€cAla-1Cm}

=m
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e Ist A kommutativ, so gilt sogar m = Ann4 (L), und der einfache Modul lisst sich bis auf
Isomorphie durch seinen Annihilator beschreiben:

mC{aceA|A-aCm}
={a€A|a-ACm}
= Annyu (L)

e Ist A jedoch nicht kommutativ, so kann dieser Schritt nicht getan werden (und es wére
auch seltsam, da m nur ein Linksideal zu sein braucht, Ann4 (L) jedoch zweiseitiges Ideal
ist). Dennoch sind die Annihilatoren bei der Beschreibung einfacher Moduln immer noch
von Interesse.

3.1.2 Primitive Ideale

Weil die Annihilatoren einfacher Moduln also von besonderem Interesse sind, bekommen sie
einen eigenen Namen:

Definition 3.1.4 (Primitives Ideal). Ein Ideal J C A hei8t primitiv, wenn es der Annihilator
eines einfachen Links-A-Moduls ist.

Spéter betrachten wir zudem Quotienten des Rings A nach einem primitiven Ideal:

Definition 3.1.5 (Primitiver Quotient). Ist J C A primitives Ideal, so bezeichnet man A/J
als primitiven Quotienten.

So ein primitiver Quotient hat dann natiirlich einen treuen einfachen Linksmodul:

Definition 3.1.6 (Primitiver Ring). A heifit links-primitiv, falls A einen treuen einfachen
Linksmodul hat [Lam91, Kapitel 11].

3.2 Die Beschreibung primitiver Ideale in der Algebra A mittels ab-
geschlossener Regionen (a) in t*

Zur Erinnerung: Wir wollen etwas iiber die einfachen Moduln von A-grmod aussagen. Bislang
haben wir zwei verschiedene Herangehensweisen an diese Fragestellung gesehen:

e Im Kapitel zuvor haben wir die Technik vorgestellt, die einfachen Moduln L(«) mithilfe
ihrer Tréger zu beschreiben - allerdings ist das nur in der Unterkategorie O®) C A-grmod
zufriedenstellend, da dort die L(a)’s eine Liste aller einfachen Moduln bilden. In A-grmod
mag es noch viel mehr Einfache geben!

e Soeben haben wir jedoch festgestellt, dass man anstelle der Einfachen selbst ihre Annihil-
atoren studieren kann, auch wenn das im nichtkommutativen Fall mit Informationsverlust
verbunden ist. Trotzdem erhofft man sich wenigstens dafiir interessante Resultate.

Es liegt nun aber auf der Hand, diese beiden Ansétze zu verbinden. Erstaunlicherweise wird man
am Ende dieses Abschnitts feststellen, dass man alle primitiven Ideale fiir A-grmod bekommt,
wenn man sich nur diejenigen fiir O®) anguckt - und die wiederum lassen sich iiber die Triger
der Einfachen bestimmen.

Aber nicht nur das: Bislang wurde alles aus algebraischen Augen betrachtet und der Triger
war einfach nur eine Ansammlung von Gewichten, bald erhélt man jedoch fiir die Tréiger eine
wahrlich schéne geometrische Beschreibung.
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3.2.1 Die primitiven Ideale J(a) von A

Zuriick zu unserer Algebra A = € Ap und den einfachen A-Moduln L(a). Wir legen eine
pets
Notation fest:

Definition 3.2.1 (Der Annihilator von L(a)). Wir setzen
J(e) == Anny(L(a)) = {a € A| a.L(a) =0} C A.

Lemma 3.2.2. Es gilt
J(a) = J(a) N @ Ag = @ J(a)gs.

Bet* Bet*

Beweis. Bereits in 2.4.13 hat man erkannt, dass zweiseitige Ideale auf diese Weise die Ge-
wichtsraumzerlegung der Algebra A erben. Zudem haben wir in Lemma 3.1.2 gesehen, dass der
Annihilator tatsichlich stets ein zweiseitiges Ideal ist. ®

Der Annihilator ist damit ein homogenes Ideal im Sinne von Definition 2.1.8.

3.2.2 Der Triger eines einfachen Moduls - aufgefasst als Region () in t*

Der Wechsel von der algebraischen zur geometrischen Perspektive bringt eine neue Notation
fiir einen guten alten Bekannten mit sich:

Definition 3.2.3 (Die Regionen in V(ker(¢))). Sei a € V(kerg), dann bezeichne die

Aquivalenzklasse von o unter ~ mit
(o) € V(ker(p)) C t".

Bemerkung 3.2.4. Es gilt («) = Supp L(«).

Bemerkung 3.2.5. Wir méchten in Zukunft den Zariski-Abschluss (o) von (a) in V (ker(¢))
betrachten: Er stimmt mit dem Zariski-Abschluss in ganz t* = Spec(Sym(t)) iiberein, da

V(ker(¢)) C Spec(Sym(t)) nach Definition selber abgeschlossen ist.

An dieser Stelle mag es etwas seltsam erscheinen, dass man den Tréger - bisher noch ohne
geometrische Beschreibung - Zariski-abschliefit, doch wenn in den spéteren Kapiteln eine geo-
metrische Beschreibung nachgeliefert wird, erhélt dies nachtréglich einen Sinn. Vorerst belassen
wir es bei der Bemerkung, dass es sich bei (@) immerhin um Punkte in t* = k™ handelt, und

bleiben ansonsten gedanklich auf der algebraischen Seite, wenn wir von (a) und () sprechen.

Bemerkung 3.2.6 (Das Radikal eines Ideals). Wir erinnern nochmal kurz an Bemerkung
2.3.4, dass fiir Ideale J C Sym(t)
I(V(3)) = rad(J)

sowie fiir V4, Vo C Spec(Sym(t))
IVinVa) =rad(I(V1) + 1(V2))
gilt. Sind aber V; und V5 endliche Mengen, so kann man sogar
I(ViNVa) = I(Vi) + 1(Vs)

nachweisen: Das Besondere daran ist die Inklusion I(V; NVa) C I(Vy) + I(Vs), denn die andere
Richtung ist wegen I(Vq; N Va) = rad(I(Vh) + I(V2)) D I(V1) + I(Vz2) ohnehin erfiillt. Dabei
kommt es darauf an, dass man fiir zwei endliche disjunkte Teilmengen M, N C Spec(R) schon

38



3 DIE BEZIEHUNG ZWISCHEN DEM ANNIHILATOR J(a) UND DEM TRAGER ()
EINES EINFACHEN MODULS L(a) IN O

folgern kann, dass I(M)+ I(N) = R gilt, wie wir gleich sehen. Dies kann man auf V; \ (V1 NV%)
und V5 \ (V4 N V3) anwenden:

L=hy+hy € I(Vi\ (ViNV2)) + (V2 \ (Vi N V2)),

also gilt fiir f € I(V4 NV3), dass

f=r-1= fh+ [+ ho
€ IVinVa) - I(Vi\ (VinV2)) + IVinVs) - I(Va \ (ViNVa))
C IVinV)nI(Vi\ (VinVe)) + IVinVo)NnI(Va\ (ViNV))
= IVinVe U 1\ (VinVz)) + IVinVau Vo \ (ViNh))
= I(Vi) + I(Vy),

wie gewiinscht. Angenommen, fiir unsere zwei endlichen disjunkten Teilmengen M, N C Spec(R)
wére I(M) + I(N) = R falsch. Dann gébe es ein maximales Ideal m, C R, sodass

() ™+ [ mn Cm,

meM neN

gelten wiirde, und damit auch

{z} =V (m,) CV(ﬂ mm—i—ﬂmn)

meM neN

(o) ()

\%4
(U me>ﬂ<U V(mn)>

Mn
0,

Widerspruch.

3.2.3 EXKURS: Prime und semiprime Ringe

Wir brauchen gleich die Begriffe 'prim’ und ’semiprim’. Hier also eine kleine Einfithrung dazu.
Wir orientieren uns dabei an [Lam91, Kapitel 10]. Sei R wieder ein moglicherweise nichtkommu-
tativer Ring. Viele Definitionen fiir kommutative Ringe, wie beispielsweise die eines Primideals,
konnte man einfach elementweise auf nichtkommutative Ringe iibertragen - man kann die De-
finitonen aber auch iiber (stets zweiseitige) Ideale formulieren und damit verallgemeinern. Fiir
Primideale sieht das dann beispielsweise folgendermaflen aus:

Definition 3.2.7 (Primideal). Ein Ideal p C R heifit prim, falls fiir alle Ideale a,b C R mit
ab C p folgt, dass a C p oder b C p ist.

Bemerkung 3.2.8. Ist ein Ideal primitiv, so ist es auch schon prim: Nimmt man ab C Anng (L)
an, und liegt b nicht schon in Anng (L), so gilt bs L = L, weil L einfach war. Dann rechnet man
nach, dass

aeL =0a.(b. L) C Anng(L)s L =0

ist, womit a C Anngr(L) bewiesen ist.

Definition 3.2.9 (Semiprimes Ideal). Ein Ideal s C R heifit semiprim, falls fiir alle Ideale
a C R mit a? C s folgt, dass a C s ist.
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Diese Definition verallgemeinert dagegen das Konzept von Idealen, die ihrem eigenen Radikal
entsprechen. Untermauert wird dies durch folgende Bemerkung:

Bemerkung 3.2.10. In der kommutativen Welt ist ein Ideal genau dann sein eigenes Radikal,
wenn es sich als Schnitt von Primidealen schreiben lidsst. Dies kann unveréndert in die nicht-
kommutative Welt iibertragen werden: Es ist s semiprim genau dann, wenn s = [|p Schnitt
von (geeigneten) Primidealen p ist (vergleiche [Lam91, Theorem 10.11]).

Weiter geht’s mit den Verallgemeinerungen:
Definition 3.2.11. Der Ring R heifit prim, sofern das Nullideal (0) darin prim ist.

Dies soll natiirlich herkbmmliche Regularitét nachbauen!

Definition 3.2.12. Der Ring R heifit semiprim, sofern das Nullideal (0) darin semiprim ist.

Dies imitiert 'reduzierte Ringe’, also solche ohne nilpotente Elemente (auler der 0).
Folgende praktische Schnelliibersicht iiber die versammelten Ringe sei hier aus [Lam91] wieder-
gegeben:

Bemerkung 3.2.13.
e Reduzierter Ring (kommutativ): a> =0 = a = 0 (keine nilpotenten Elemente aufier 0)

e Reduzierter Ring (nichtkommutativ): a> = 0 = a = 0 (keine nilpotenten Elemente
aufler 0)

e Semiprimer Ring: a> C (0) = a=(0)
e Integritétsring (kommutativ): ab=0 = a =0 oder b =0 (keine Nullteiler)

o Integritétsring (nichtkommutativ): ab =0 = a = 0 oder b = 0 (Keine Rechts- oder
Linksnullteiler)

e Primer Ring: a-b = (0) = a = (0) oder b = (0)

o Korper: Einheiten(R) = R\ 0

e Divisionsring: Einheiten(R) = R\ 0

e Primitiver Ring: besitzt einen treuen einfachen Linksmodul

Insgesamt hiangen die verschiedenen Begriffe wie folgt zusammen:

KOMM. RINGE NICHTKOMM. RINGE NICHTKOMM. RINGE
(Elementw. verallg.) (verallg. via Ideale)

komm. reduzierte Ringe C reduzierte Ringe C semiprime Ringe

U U U

Integritétsringe C nichtkomm. Int’ringe C prime Ringe

U U U

Korper C Divisionsringe C primitive Ringe
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3.2.4 Die Eins-zu-Eins-Korrespondenz zwischen J(a) und («)

Man erinnere sich an Lemma 3.2.2, dass J(o) = @ J(a)g mit J(a)s = J(a) N Ag gilt.
pet

Proposition 3.2.14 (Beschreibung von J(a)). Wir kénnen J(a)g ein Ideal I(a)g in
Sym(t) zuordnen, sodass

J(a)g = o(I(a)g) -ug C ¢(Sym(t)) - ug = Ag
gilt, wobei ug der Erzeuger des Gewichtsraums Ag aus Bedingung (A2) ist. Damit erhdlt man

i) J(a)p ist semiprim.

i) V(I(a)o) = (@)
iii) Wenn [ (((a) +6)N (a)) =7 ((a) + B) +17 (@) fiir alle 5 € Supp A erfiillt ist,
dann gilt J(a)s = J(a)o - Ag + Ag - J()o fiir alle 5 € Supp A.

iv) Wenn [ (((a) +4)N (a}) =T ((a) + ﬁ) +1 (@) fiir alle 8 € Supp A erfiillt ist,
dann wird J(«) in Grad 0 erzeugt.

Beweis. Zunichst ein paar vorbereitende Umformungen, wir schreiben die Gewichtsraume
J(a)s des Annihilators ein wenig um:

J(a)sg ={a € As | a. L(a) = 0}
={acAg|acl(a)) =0 Vyet},
denn jeder einzelne Gewichtsraum von L(«) muss annulliert werden,
—{ae 4| aL@)py =0 ¥ efa)n(la)— A},
denn wenn ~ und 7 + £ nicht im Triger von L(«) liegen, ist das Produkt ohnehin 0,
= {o(d)up | d € Sym(t) und ¢(d)uge L(a)(yy =0 Vv € (a) N (@) — B)},

denn jedes Element aus Ag ist nach (A2) von dieser Form.

Wir wollen nun die Bedingung ¢(d)uge L(a)(,) = 0 vereinfachen: L(«) ist ein t*-graduierter
Modul, also gilt die Inklusion uge L(a)(y) C L(a)(g4)- Fiir v € (a) N ((a) — B) gilt aber sogar
Gleichheit: Fiir so ein « ist sowohl L(a)() # 0 als auch L(a)y4p) # 0. AeL(a)(,) wire ein
echter Untermodul von L(a), wenn uge L(a)(y) € L(a)(g1~) gelten wiirde, da in diesem Fall
L(a)(g4+) € Ape L(a)(5) und damit aus Gewichtsgriinden auch L(a) g4y ¢ Ae L(a)(,) wiire.
Weil L(«) aber einfach ist, folgt

uge L(@)(y) = L(@) (54)-

Nun erinnere man sich daran, dass laut Proposition 2.4.19.iv L(®)(y48) = Ag4y—a/Asty—aMa
war. Also gehen die Umformungen von J(a)g weiter:

J(a)s ={o(d)up | p(d)L() (4 =0 Vv € (@) N () — B)}
={od(d)ug | p(d)Ap1y—a C Agpy—ama Yy € ()N ((a) —B)}
={¢(d)ug | d € I(a)p},
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o(-)

wobei I(a)g das Urbild von J(a)g unter Sym(t) S Ag ist,

I(@)p = {d € Sym(V) | $(d)Apr—a C Appr—ama ¥y € (@) N ((0) — 5)}
={d e Sym(t) | p(d)Ag—a C Ag_oms VYo € ({(a)+ B8)N{a)}
={d e Sym(t) | d € m, Vo € ((a) + ) N{a)},
nach Lemma 2.4.13.viii in Kombination damit, dass m, maximal ist,
= ﬂ m,
o€({a)+8)N(a)

= I(({a) + ) N ().

Damit ist V(I(«)g) = ({a) + 8) N (). Dies impliziert die Proposition:

i)

ii)

iii)

J(a)g ist ein semiprimes Ideal in Ag:

Zunichst ist es wirklich ein Ideal in Ay, weil man sowohl Ay - J(a)p C J(«) hat (weil der
Annihilator J(«) ein Ideal in A ist), als auch Ag - J(a)g C A gilt (aus Gradgriinden).
Somit folgt Ag - J(a)o C J(a)o.

Angenommen, wir haben ein Ideal a C Ag mit a? C J(a)o. Um zu sehen, dass a C J(a)o
liegt, ziehen wir die Frage auf Sym(t) zuriick: Dies funktioniert via

#(—)-1

Sym(t) 220 A,

I(Oé)g E— J(Ol)(),

nachdem wir weiter oben im Beweis festgestellt haben, dass I(«)o das Urbild von J(«)g
unter jener Abbildung ist.

¢_1(a2) C I(Oé)o,
also ¢~ *(a)? C I(a)o,

aber nun ist I(a)o selber ein semiprimes Ideal in Sym(t): Nun haben wir aber in Bemer-
kung 3.2.10 festgestellt, dass semiprime Ideale genau die Radikalideale sind, und soeben
haben wir nachgerechnet, dass I(«)g) = I({«)) und damit sein eigenes Radikal ist. Es
folgt
¢~ (a) C I(a)o,
und wenn wir diese Inklusion mit ¢ nun wieder nach Ag transportieren, erhalten wir in
der Tat
a C J(Oé)o.

V(I(a)o) = @5
Setze § =0 ein.

Wenn [ (((a) +8)N (a)) =1I((a)+ ﬂ) +1 (@) fiir alle 8 € Supp A,
dann gilt J(a)g = J(a)o - Ag + Ag - J()o fiir alle 5 € Supp A:
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Knopfen wir uns den ersten Summanden vor: Wie im Trockenlemma (2.4.13.viii) ge-
zeigt, gilt m,Ag = Agm,_g. Daraus folgt (wenn man zur Vereinfachung ¢ wieder einmal
weglisst):

() +8)4s=| () m|As=as| () mys|=as1((a)).

vE{)+8B YE()+B

Zudem ist J(a)g = I ((a)) up, wobei es moglich ist, den Erzeuger uy von Ay als 1 zu

wéhlen. Daraus folgt in der Tat

J(a)g = J(a)o - Ag + Ag - J(a)o.

iv) Wenn [ (((a) +4)N (a}) =T ((a) + B) +1I (@) fiir alle 8 € Supp A,
dann wird J(«) in Grad 0 erzeugt:

J(@) = @ J(a)s
pBet*
= @ J(a)o- Ap + Ag - J(a)o
BEL*

N
D
&
=
£
S
D
&

Korollar 3.2.15. Ist L(«) endlich-dimensional, dann wird J(«) in Grad 0 erzeugt, das heifit
J(Oé) C A'J(CY)O"’J(O()O <A

Beweis. Es muss gezeigt werden, dass fiir ein endlichdimensionales L(«) die Bedingung aus
der Proposition erfiillt wird:

I (((a> +6)N (a}) =1 ((a> + ﬁ) +1 (@) fiir alle 8 € Supp A.

Da L(«a) endlichdimensional sein soll, kann es auch nur endlich viele Gewichte in seinem Triger

() geben, somit ist () = (a) etc., und man rechnet

1({Ta) +8) N a)) =1 (((@) + )N a))
=rad (I ((a) + B)) + I ({a)))
= () + )+ (@)

=1 ({)+5) +1 ().
wobei man die Radikalbildung nach Bemerkung 3.2.6 fallen lassen darf. ©

Korollar 3.2.16.

i) J(a)p wird vollsténdig durch (o) bestimmt.

ii) Ist die Voraussetzung erfiillt, dass I <(<a> +5)N <a>> =17 ((a} + ﬁ) +1 (@) fiir alle

B € Supp A ist, so ist ganz J(a) vollstdndig durch («) bestimmt.

Beweis.

43



3 DIE BEZIEHUNG ZWISCHEN DEM ANNIHILATOR J(a) UND DEM TRAGER (a)
EINES EINFACHEN MODULS L(«) IN O(")

i) Wir haben in Proposition 3.2.14 gesehen, dass V(I(a)o) = (@) gilt. Es ist I(V(I(«)g))
das Radikal von I(a)g, aber dank der Tatsache, das I(«)g semiprim ist, stimmt es mit
seinem Radikal iiberein (siche Bemerkung 3.2.10).

I{a)o = I(V(I(@)o)) = I({a)),

und J(a)g = ¢(I(a)p) - up wird tatséchlich vollstéindig durch (o) bestimmt.

ii) Unter der Voraussetzung, dass [ (((a) +6)N <a>) =1 (<a> + B) +1 ((a}) fiir alle 8 €
Supp A gilt, konnten wir in Proposition 3.2.14 nachweisen, dass J(«) in Grad 0 erzeugt
wird. Somit folgt die Behauptung aus dem ersten Teil dieses Korollars. ©]

Das folgende Theorem ist nun das langersehnte Resultat, dessen technische Voraussetzun-
gen sich dadurch ergeben, dass man auf ein fieses Lemma (weiter unten) zuriickgreifen muss.
Gliicklicherweise konnen alle Voraussetzungen erfiillt werden, wenn wir uns spéter auf das spe-
zielle Beispiel der Weylalgebra konzentrieren. Vorhang auf!

Theorem 3.2.17 (Die Korrespondenz zwischen primitiven Idealen und abgeschlos-
senen Regionen). Wir treffen folgende Annahmen:

1. A ist graduiert linksnoethersch, das heifit, die aufsteigende Kettenbedingung wird nur fiir
homogene Linksideale vorausgesetzt.

2. length 4, (M™(a)) ist unabhingig von a beschriinkt.

3. Viker(¢)) = Uf\il {a) besteht aus nur endlich vielen verschiedenen Regionen.

4. 1 (m) =1 (m) +1I (@) gilt fiir alle B € Supp A sowie fiir alle o €
V(kero).

Dann gilt:
i) Alle Primideale von A haben die Form J(«) fiir ein « € V(kerg), sind also primitiv.

ii) Man hat eine Eins-zu-eins-Beziehung der Mengen

{ Regionen (a) | o € V(kerqb)} LN { Primitive Ideale C A}

(@) «— J(a)

Fiir den ersten Punkt braucht man jedoch das folgende technisches Lemma: Sein Beweis ist
lang und fithrt methodisch zu weit weg, daher sei an dieser Stelle auf den relativ ausfiihrlichen
Beweis in [MVdB98, Lemma 3.2.1] verwiesen.

Lemma 3.2.18 (Ubeltiiter). Sei allgemein A = @ A, eine Algebra mit Graduierung durch
acG
die Gruppe G, sodass gilt:

e A ist graduiert prim und graduiert linksnoethersch, (das heifit, prim und noethersch zu
sein wird nur fiir homogene Linksideale vorausgesetzt)

o Ay ist kommutativ und iiber k endlich erzeugt,
e cs gibt Elemente a,, € A,, sodass A, = Aga, = a4y fiir jedes a € G ist.

Dann folgt N Am=(0).
méeSpec(Aop)

Beweis (Theorem 3.2.17).
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i) Alle Primideale von A haben die Form J(«) fiir ein o € V(ker¢):
Zunichst vereinfachen wir die Fragestellung, sodass wir nur noch die Existenz eines o €
V(ker(¢)) mit J(«) = 0 zeigen miissen, und dies fithren wir anschlieflend in mehreren
Schritten durch.

e Wir diirfen annehmen, dass A (graduiert) prim ist und dass wir nur zeigen miissen,
dass (0) = J(a) fiir ein a € V(ker(¢)) ist: Angenommen, wir haben ein irgendein
zweiseitiges homogenes Primideal p € A. Dann ist im Quotienten A/p das Nullideal
prim, was nach Definition gerade heifit, dass A/p ein primer Ring ist. Und wenn wir
nun gleich gezeigt haben werden, dass iiber A/p tatsiichlich (0) = J(3) fiir ein 8 € t*
ist, konnen wir dies auf p = J(a) C A zuriickziehen, fiir ein o € t*:

J(B) = Anny /(L) = ker(p)
mit einem einfachen A/p-Modul L € O®) und

p: A/p — Endg(L(B)).

Nun haben wir ‘
A 22 A/ 25 Endi(L(B))

und damit auch
p = proj ' (0) = proj ' (J(B)) = proj~ ' (Anny , (L) = ker(poproj) = Anns(L) = J(«)

fiir ein o € t*. Dafiir miissen wir nur sehen, dass L auch iiber A in O® liegt, weil
uns dann Proposition 2.4.19.ii versichert, dass L isomorph zu einem L(«) ist. Dies
ist aber gewiihrleistet, weil man nur die Surjektion von Sym(t)-Moduln

P sym(t)/m;, - L

act*

sehen muss. Fiir L als A/p-Modul haben wir L € O®) und damit die Existenz dieser
Surjektion, wobei man L via Sym(t) Projod, 4 /p als Sym(t)-Modul interpretiert. Nun
kann man L aber auch als A-Modul auffassen, indem p durch Null wirkt, und genau
dieselbe Surjektion verwenden, um zu sehen, dass L € O® < A-mod gilt (wobei
hier die Sym(t)-Wirkung auf A via Sym(t) 5 A erkliirt wird).

e Wir konnen in der Situation des Theorems das Lemma 3.2.18 anwenden:

— A ist graduiert prim und graduiert linksnoethersch:
Ersteres ist unsere vereinfachende Annahme, und Letzteres wird fiir das Theorem
einfach vorausgesetzt.

— A ist kommutativ und iiber £ endlich erzeugt:
Kommutativ ist Ao, weil Ag = ¢(Sym(t)) - 1 ist, wie in Bemerkung 2.1.9.vi
festgestellt wurde. Endlich erzeugt wird Ay, da man die endlich vielen Erzeuger
ti...,t, von Sym(t) nehmen kann (Der Vektorraum t war als endlichdimensional
vorausgesetzt) und damit dann die ¢(¢;) - 1 als Erzeuger von Ay dienen kénnen.

— Es gibt Elemente a,, € A,, sodass A, = Agan = aqAg fiir jedes a € t* ist:
Die erste Gleichheit ist gerade die Eigenschaft (A2): A, = Sym(t)-a, = (Sym(t)-
1) - an. Die zweite Gleichheit gilt, wenn man sich vergegenwiértigt, wie man ein
Element aus Sym(t) an einem Element aus A, vorbeitauscht: Wegen

Ao - t=1-aq — [t,00] = (t — a(t))an € Sym(t) - aq

(und umgekehrt) gilt Sym(t)a, = a,Sym(t) und damit die Behauptung.
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e Damit erhalten wir
ﬂ Am = (0),
meSpec(Ap)
aber die maximalen Ideale aus Spec(Ap) kommen her von Spec(Sym(t)) (maximale
Ideale in Ag sind auf Sym(t)-Seite solche, die den Kern von Sym(t) — Ay enthalten)
und damit schneiden wir allenfalls noch mehr Ideale, wenn wir den Schnitt iiber
Spec(Sym(t)) = t* laufen lassen:

[ Am, = (0).
aect*
Dariiber hinaus sind die Annihilatoren J(a) = Anns(M®(a)) in Am,, enthalten,
denn dass J(a)- MM (a) = 0 ist, bedeutet gerade, dass J(a) = J(a) - A C Am, ist.
So folgt schlieBlich
() Anna(MD(a)) = (0).
act*
e Wir nahmen ja an, dass die Lénge von M (1)(a) unabhéngig von « beschrénkt ist,
bezeichne diese Obergrenze fiir die Linge mit N. Also hat jedes MY (a) eine Kom-
positionsreihe der Linge n < N:

0=MyCM C...C M,y CM,=MD(a).

Die einfachen Faktoren M;/M;_; haben nach Proposition 2.4.19 alle die Form L(;)
fiir irgendwelche 3; € V(ker(¢)), 1 < i < n (beispielsweise ist nach Konstruktion
Bn = «). Das Produkt ihrer Annihilatoren J(3;) - ... J(8,) muss dann den Mo-
dul MM () annihilieren: Zuerst trifft J(3,)(= J()) auf M (). Er annihiliert
den einfachen Kopf L(a), das heifit, J(a) - MM (a) = J(B,) - My, € M,,_; ist im
maximalen Untermodul von M) (a) enthalten. Nun kommt J(3,_1) an die Reihe,
schiebt M,,_1 in M,,_5 und so weiter:

JBr) oo J(Bi) o J(Bp) - M € J(Br) - .- J(Bi) M.

Am Ende darf J(3;) das Uberbleibsel des Moduls, das in M; angekommen ist, auf
Null schicken.

e Somit gilt J(B1) ... J(Bn) C Annyg (MM (a)), und daher ist auch

() 7(Bat) -+ I (Baumo) = (0),

act*
wobei alle n,, kleiner als N waren.

e Nach Korollar 3.2.16 werden die Annihilatoren schon vollstindig durch die abge-
schlossenen Regionen festgelegt. In diesem Theorem nehmen wir jedoch an, das es
von letzteren nur endlich viele gibt. Damit gibt es auch nur endlich viele verschie-
dene J(f;). Weil wiederum alle Produkte, die im Schnitt vorkommen, héchstens N

Faktoren haben, kénnen wir annehmen, dass der Schnitt endlich ist.

e In diesem endlichen Schnitt ist das endliche Produkt

H J(ﬁa,l) Tt J(/Ba,na)

act*

enthalten, das demzufolge auch Null sein muss. Daher ist in der Tat ein J(8) = 0
gewesen, fiir ein § € V(ker(¢)), denn A war als graduiert prim angenommen gewesen,
wonach ein Produkt von homogenen Idealen nur Null sein kann, wenn eines der
beteiligten Ideale Null war - und die J(6;) sind nach Lemma 3.2.2 in der Tat allesamt
homogene Ideale. Das gewiinschte S muss also existieren!
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ii) Die Bijektivitét der Abbildung (@) — J(«a) ist nun schnell gezeigt:

e Injektivitidt: Angenommen, J(«) = J(3). Wir wissen nach Proposition 3.2.14, dass
(o) = V(J(a)p) gilt, daraus folgt dann schon (a) = (5).

e Surjektivitit: Ganz allgemein folgt aus J primitiv, dass J prim ist, wie wir in 3.2.8
nachgerechnet haben. Nach Teil ((i)) des Theorems gilt bereits J = J(a). ®

Fazit: Wir haben nun eine sehr schéne Beschreibung der primitiven Ideale in A gefunden.
Und zwar aller primitiven Ideale, nicht nur die fiir die einfachen Moduln L(«), mit denen wir
gestartet waren! Und das, obwohl wir zur Beschreibung der Regionen (@) nur in der kleineren
Kategorie OP) arbeiten miissen. Spiter geht es dann darum, ihrerseits diese Regionen konkret
geometrisch zu beschreiben. Jedoch Vorsicht:

Bemerkung 3.2.19. Diese Korrespondenz gilt wirklich nur, wenn man die abgeschlossenen
Regionen mit den primitiven Idealen in A vergleicht.

e Die Korrespondenz besagt ausdriicklich nicht, dass die abgeschlossenen Regionen zu den
einfachen A-Moduln in Bijektion stehen. Uber einfache Moduln in A-grmod ist {iberhaupt
nichts bekannt. Kurz:

{ Regionen (a) | a € V(ker(b)} pLai { Einfache Moduln € A-grmod}

e Sind andererseits die Regionen nicht abgeschlossen, lassen sich keine Riickschliisse iiber
die primitiven Ideale ziehen! Nicht abgeschlossene Regionen («) entsprechen nach Kon-
struktion den Isomorphieklassen einfacher Moduln L(«), aber es kann sein, dass zwei
nichtisomorphe Moduln L(«), L(8) dasselbe primitive Ideal haben. Kurz:

{ Regionen (o) | o € V(ker¢)} pLAN { Primitive Ideale C A}

e Und auch wenn wir zuvor schon gesehen haben, dass 8 € («) impliziert, dass (8) = ()

ist, so darf man aus 8 € {«) nur folgern, dass («) C () ist, nicht zwingend Gleichheit.

Beispiele, die diese Aussagen illustrieren, finden sich in Kapitel 5.5.

Bemerkung 3.2.20 (Verbindung zu universell einhiillenden Algebren).
Fiir Kategorie O gilt, wie bereits angesprochen, der Satz von Duflo [Jan83, Korollar 7.4]:

primitive Ideale| [ Annihilatoren
in 4(g) ~ von L\ € Of”

Genauer gesagt ist diese Gleichheit eine Folgerung aus der ersten Surjektion gegeben durch
A= AnnL()\) in

b { primitive Ideale
s

e } . mSpecZ(g) = b*/W,

wihrend die zweite Surjektion durch Schnitt eines primitiven Ideals J mit dem Zentrum Z(g)
von il(g) gegeben wird:

JNZ(g) = AnnL(\) N Z(g)
— {2 2(g) | 2 LO\) = 0}
= {z€ Z(g) | xa(2) =0} (wobei x, der zentrale Charakter von L()))
= ker(x») (und dies ist ein maximales Ideal in Z(g).

Die dritte und letzte Abbildung kommt vom Harish-Chandra-Isomorphismus, wonach xx = x,
genau dann gilt, wenn g im W--Orbit von A liegt [HumO08, Theorem 1.10.b]. So gibt es mit h*
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nicht nur eine obere Schranke fiir die Parametrisierung der primitiven Ideale von 4(g), sondern
man weifl auch, dass dazu mindestens ein Annihilator eines L(w - \) pro Weylgruppenorbit
W - X gebraucht wird. Zur vollstdndigen Klassifikation der primitiven Ideale ist es also nétig,
die Fasern von h* — { primitive Ideale } genauer zu beschreiben (Details dazu findet man in
[Jos84, Kapitel 2.4]).
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4 Technische Werkzeuge zur Abwandlung von A

Im weiteren Verlauf wird man aus einem Tripel (A4, t, ¢), das (A1) und (A2) erfiillt, neue Tripel
konstruieren wollen. In diesem Kapitel werden drei Bauanleitungen vorgestellt - Tensorieren,
Quotientenbildung und der Ubergang zu Unteralgebren - und damit die technischen Grundlagen
fiir die folgenden Kapitel gelegt. Insbesondere interessiert man sich fiir eine Algebra, die aus A
durch Anwenden aller Techniken auf einmal entsteht und mit BX bezeichnet wird. Ihr gebiihrt
daher am Ende gesonderte Aufmerksamkeit, auch wenn alle nétigen Techniken zuvor schon
getrennt behandelt werden.

Dieses Kapitel folgt [MVdB98, Kapitel 4].

4.1 Tensorprodukte zweier Konfigurationen

Hier geht es darum, wie man zwei Konfigurationen (A;, t;, ¢;) tensoriert. Dies liefert eine geeig-
nete Methode, aus zwei Konfigurationen eine neue zu konstruieren, wie wir gleich sehen werden.
Andersherum ist das aber auch niitzlich: Spiter werden die Resultate dieses Abschnitts dazu
eingesetzt, um Beweise zu vereinfachen, indem man eine grofle Konfiguration als Tensorprodukt
kleinerer Konfigurationen schreibt.

Definition 4.1.1 (Tensorprodukt zweier Konfigurationen).
Seien (Aj,t1,¢1) und (As,ta, o) zwei Konfigurationen, die (A1) und (A2) erfiillen. Definiere
ihr Tensorprodukt durch

e die Algebra A ®; Ao,

e die 'Cartanunteralgebra’ t; @ ts,

e ¢ definiert durch ¢|¢, := ¢1 ® 1 und ¢|t, := 1 ® ¢o, also
HPts — A ® A
t1 Dty = ¢1(t1) @1+ 1@ pa(ta).

Lemma 4.1.2. (A; ®j Aa,t1 P to, @) erfiillt tatsdchlich alle Eigenschaften einer solchen Kon-
figuration:

o A ® As ist eine k-Algebra mit Eins 1 ® 1.
e t; @ty ist ein endlichdimensionaler k-Vektorraum.
e ¢ ist k-linear mit kommutierendem Bild in 4; ® As.
(Al): A; ® A, ist halbeinfach beziiglich der adjungierten Wirkung von t; @ ts.
(A2): Die Gewichtsrdume von A; ® Ay werden iiber Sym(t; @ t2) von einem Element erzeugt.
Bemerkung 4.1.3. Wir verwenden folgende Identifikationen, Konventionen und Notationen:
e Wir betrachten ausschliefSlich Tensorprodukte tiber k.
e Die Gewichte in (t; ® t2)* = 7 @ t§ werden mit o = (a1, ag) bezeichnet.

e Es gilt
Sym(t; @ t2) = Sym(t;) ® Sym(tz)

als k-Algebren; die linke Seite wird erzeugt von Elementen t1+t5 € t; &ty mit gewohnlicher
Multiplikation, die rechte Seite hat Erzeuger t; ® t5 € t; ® to mit Multiplikation d; ® ds -
di ®@dy = (d; ®d}) ® (da ® dy). Dann wird der Isomorphismus durch

(ltt) @1+l

erklart, was vertrdglich mit der Kommutativitét ist.
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e Wann immer hier ein graduierter 4; ® As-Modul aus O®) erscheint, so meinen wir
die geklammerte Graduierung, auch wenn wir zur Vermeidung eines Klammerkollaps
M® (ay, a2) (g, ,8,) anstelle von M®) (a1, a2))((s,5,)) schreiben werden.

Beweis (Lemma). Die ersten drei Punkte sind klar (dass das Bild von t; @ to unter ¢
tatséchlich aus paarweise kommutierenden Elementen besteht, ist eine winzige Rechnung). An-
stelle die Bedingungen (A1) und (A2) zu iiberpriifen, weisen wir die dquivalenten Eigenschaften
(A1’) und (A2’) nach:

(A1’): Es gilt
A1 ® Ay = ( D (Al)m) ® ( b (Az)a2> = B (A)a @ (A2, -
aj€ety az€Ets (ag,2)Et1 Do
Wegen [t1 @ ta, a1 @ ag] = [t1,a1] ® as + a1 ® [t2, as] ist in der Tat
(Al & A2)(a1,a2) = (Al)(xl & (AQ)aza
obige Zerlegung ist die gewiinschte Gewichtsraumzerlegung.

(A2’): Unter der Identifikation
Sym(t; @ t2) = Sym(t;) ® Sym(tz)
geht ¢ (bzw. dessen multiplikative Fortsetzung auf Sym(t; @ t2)) auf die Abbildung
Sym(t) ® Sym(ts) 2222 A, @ A,

iiber (wobei auch hier die multiplikativen Fortsetzungen von ¢ und ¢o gemeint sind).
Seien uq, und u,, jeweils die Erzeuger von (Ay),, und (Az2)ae,. Dann ist ug, ® ug, €in
Erzeuger von (A1)q, ® (Az)q, unter der Multiplikation mit Sym(t; & t2), bei

Sym(t; © t2) = Sym(t1) ® Sym(tz) — (A1)a, @ (A2)a,
di ®@dy = ¢1(d1) ® ¢2(da) - U, @ Ua,
= ¢1(d1)ua1 ® ¢2(d2)ua2

handelt es sich in der Tat um eine Surjektion. ®

Bemerkung 4.1.4 (Wie sieht V (ker(¢)) aus?). Der Kern von ¢ ist gleich ker(¢; )@ker(¢2) C
t; @ t2. Unter dem Isomorphismus (t; @ t2)* =t @ to* geht

V(ker(¢)) = {a € (1 ® t2)" | a(ker(¢)) = 0}
iber in
V(ker(¢1)) @ V(ker(¢2)) = {a1 + a2 € ] & 2" | an(ker(¢1)) + az(ker(¢2)) = 0},

denn wenn o (t1)+as(t2) = 0 fiir jedes t1 +to € ker(¢) gelten soll, so miissen bereits aq (¢1) = 0
und as(ta) = 0 gewesen sein.

Nun wissen wir, dass wir auf diesem Weg tatséchlich eine Konfiguration wie zuvor beschrie-
ben bekommen. Als nichstes wiinscht man sich, dass sich die Relationen ~ und ~ fiir das
[0

Tensorprodukt zweier Konfigurationen schon beschreiben lassen. Die folgenden Aussagen sind
[MVdB98, Proposition 4.1.1] entnommen:

Lemma 4.1.5.
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i) Es gilt 5~ v genau dann, wenn 31 ~ 71 und Sz ~ 7o ist.
[e @y 2
ii) Es gilt 8 ~ v genau dann, wenn 1 ~ vy, und B2 ~ 7o ist.
Beweis.

i) Es gilt nach Lemma 2.4.28 die Relation 8 ~ v genau dann, wenn

(A1 ® A2)y—5(A1 ® A2)p—a € (A1 ® A2)y—aMa

ist. Formt man dies entsprechend unseren Identifikationen ein bisschen um, so ergibt sich

((Al)’n—ﬂl ® (AQ)’Yz—Bz) ((Al)ﬂ1—a1 ® (A2)52—a2) SZ ((Al)’h—al ® (AQ)’Yz—az) (mal ® maz) :

Beachtet man, dass die Multiplikation auf A; ® As komponentenweise definiert war, so
sicht man, dass obige Bedingung dquivalent zu den beiden folgenden ist:

(Al)’Yl*Bl (Al)ﬂlfoél 7¢— (Al)’h*almcn

und
(AQ)’Yz—ﬂz (AQ)Bz—Otz g (AQ)‘Yz—(mmOézv

und dies gilt wiederum nach Lemma 2.4.28 genau dann, wenn 1 ~ 7; und g ~ 7o ist
aq a2
(Beachte fiir den faktorweisen Vergleich, dass hier iiber einem Kérper tensoriert wurde).
ii) Die Aquivalenz von 8 ~ v und 81 ~ 71 sowie B2 ~ 7o ist nun eine Folgerung aus dem

letzten Punkt zusammen mit Proposition 2.4.28. )

Bemerkung 4.1.6 (Der Triger von A; ® Az). Wie im Beweis von Lemma 4.1.2 gesehen,
besitzen die Gewichtsraume von A; ® A, die Form

(A1 ® A2)(ay,00) = (A1), @ (A2)ay,

und daher setzt sich der Tréger des Tensorprodukts aus der direkten Summe der Tréger von
A; und Ay zusammen:

Supp (A1 ® Az) = Supp (A1) ® Supp (A2),

wobei man wieder die Identifikation von (t; @ t2)* mit ] @ t5 verwendet.

4.2 Quotienten und ihre Konfigurationen

Nicht nur Tensorieren, sondern auch die Bildung bestimmter Quotienten erlaubt es, neue Kon-
figurationen aus (A, t, ¢) zu konstruieren.

Definition 4.2.1 (Quotienten). Sei (A,t,¢) gegeben. Fixiere ein Element ¢ € t mit ¢(¢)
zentral in A und wéhle A = A(¢) € k. Dann erhélt man eine neue Konfiguration bestehend aus

o der Algebra A := A/(¢(t — \)) (das beidseitige Ideal wird herausgeteilt),
e dem unverdnderten Vektorraum t,
e ¢ definiert durch ¢ := proj o ¢.

Bemerkung 4.2.2. Weil ¢(¢) und damit ¢(t) — A zentral in A ist, ist A(p(t—N)) = (p(t—A))A
ganz automatisch ein zweiseitiges Ideal.

Proposition 4.2.3. (A, t, ¢) ist tatsichlich wieder so eine Konfiguration:
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e A ist eine k-Algebra mit Eins 1.
e tist ein endlich-dimensionaler k-Vektorraum.
e ¢ ist k-linear mit kommutierendem Bild in A.
(A1): A ist halbeinfach beziiglich der adjungierten Wirkung von t.

(A2): Die Gewichtsriume von A werden {iber Sym(t) von einem Element erzeugt.

Beweis. Der Quotient einer Algebra nach einem zweiseitigen Ideal ist wieder eine Algebra. An
t hat man nichts gesindert, und ¢ ist wieder k-linear; die Kommuatativitit des Bildes von ¢ in
A ist der Kommutativitéit des Bildes von ¢ in A zu verdanken. Nun zu den beiden interessanten
Punkten, wir zeigen wieder die beiden hierzu dquivalenten Bedingungen:

(A1): A= @ A, bzgl. der adjungierten t-Linkswirkung: Nach Trockenlemma 2.4.13.vii gilt
act*

A/(¢(t - /\)) = @ Aa/Aa(Zs(t - )‘)7

weil ¢(t — A) zentral in A ist. Ferner gilt fiir a € A, wegen der Zentralitit von ¢(t — \)

[t',a] =[t',a] = a(t')a = a(t)a

also ist Aa/Aag(t — X) = (A/(d(t — X)), = Aa.
(A2’): Sym(t) - A,: Dies folgt aus
Sym(t) = Ay = An/Aa(d(t) — \) = A,.

Wir stellen in Anlehnung an [MVdB98, Abschnitt 4.2] fest:

Bemerkung 4.2.4 (Wie sieht V (ker(¢)) aus?). Es gilt V(ker(¢)) = V(ker(¢)) NV (t—N),
denn man kann

ker(¢) = ker(¢) + (t — \)

zeigen: Die Inklusion ker(¢) D ker(¢) + (¢ — A) ist klar, und andersherum nimmt man sich

einfach ein d € ker(¢) her, das heifit,

¢(d) € p(Sym(t) - (£ = A)).
Also gibt es ein d’ € Sym(t) mit
¢(d) = ¢(d'(t — ),

und dies ist dquivalent zu

d(d—d(t—N) =0.
Also liegt d — d'(t — \) im Kern von ¢, woraus
ded(t— M) +ker(¢p) C (t—N)+ker(e)
folgt.

Ohne sich genauer mit der Gestalt von M) (a) und L(«) iiber A auseinanderzusetzen, kann
man fiir deren Triger folgende Feststellungen machen:

Lemma 4.2.5.

i) Seien «, 8,7 € V(ker(¢)). Es gilt S ~ € V(ker(¢)) genau dann, wenn /3 ~ €
V(ker(¢)) ist.
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ii)

Seien 8, € V(ker(¢)). Dann gilt 8 ~ v € V(ker(¢)) genau dann, wenn 8 ~ v € V (ker(¢))
ist.

Beweis.

i)

i)

Seien a, B, € V(ker(¢)) = V(ker(¢)) NV (t — \). Es gilt 3~ v € V(ker(¢)) genau dann,
wenn 3~ v € V(ker(¢)) ist: Die Relation 3~ v ist nach Lemma 2.4.28 dquivalent zu
« (03

AsAsa @ Ay,
und ebenso ist fiir die Quotientenkonfiguration 8 ~ v gleichbedeutend mit

AypAs—a & Ay_amq.
Wegen A, = Ay/Aad(t — \) kénnen wir das umformulieren zu folgender Aussage iiber
die Menge der Restklassen Ay_gAg_q/Ay_ad(t —X) C Ay_o/Ay_ad(t — N):

Ay s ApafAyab(t=N) & Ay_ama/As_ab(t = N,

wobei entscheidend ist, dass ¢(t — A) zentral in A ist. Die gewiinschte Aussage ist nun
dquivalent dazu, dass

Ay pAg—oa/Ay—ad(t —A) C Ay_ama/Ay_ad(t —A)
genau dann, wenn
AW_@A,[—}_O, C Ay_ama
gilt. Die untere Zeile impliziert sofort die obere Zeile. Andersherum: Ist
Ay—3ag—a + Ay—a@(t = A) = ay_am + Ay_ad(t — A)
fiir alle ay—g, ag—q (aus den offensichtlichen Gewichtsrdumen) und mit geeigneten a,_q
und m € m,, so folgt daraus zunédchst nur, dass
On—Bag—a € Aw,ama + Ay,aqﬁ(t — )\)

gilt. Gliicklicherweise rettet uns, dass « hier in V(¢ — ) liegt, das bedeutet ndmlich, dass
(t—A) C my und damit auch Ay_qmq + Ay_o0(t — ) = A,_om, gilt. Wir haben damit
wie gewiinscht

A,Y,BAgfa C Av,ama

gesehen.

Seien «, 8,7 € V(ker(¢)). Es gilt 5 ~ v genau dann, wenn 8 ~ = ist: Dafiir verwenden
wir den vorigen Punkt, denn

B eViker(@) & B e V(ker(s)) und y~ B € Vi(ker(d))
< ~ € V (ker(¢)) und ~ B € V(ker(¢))
s f ~ye V (ker(¢)). ©)

Bemerkung 4.2.6 (Der Triger von A/(¢(t — A))). Der Triger von A/(é(t — A)) ist im
Tréiger von A enthalten: Wir haben schon gesehen, dass fiir die Gewichtsriume von A gilt, dass

Aa = Aa/Aa(¢(t) - )‘)

ist. Es konnte also hochstens passieren, dass im Triger von A weniger Gewichte als im Triger

von A auftreten, nidmlich immer dann, wenn fiir « € Supp (4) gilt:

Ag = An(d(t) — ).

Ob dieser Fall eintreten kann, hingt von den Eigenschaften von A ab und ldsst sich nicht

pauschal beantworten.
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4.3 Unteralgebren und ihre Konfigurationen

Auflerdem hat man die Moglichkeit, unter gewissen Umsténden zu einer Unteralgebra von A
itberzugehen und dabei eine neue Konfiguration zu erhalten:

Definition 4.3.1 (Unteralgebra). Sei (A,t, ¢) gegeben. Sei S} C t* eine Untergruppe von
(t*,4). Dann erhélt man eine neue Konfiguration mit

o der Algebra B:= @ Ag C A,
BeSy

e dem Vektorraum ¢,
e ¢p definiert durch ¢p(t) := ¢(t) (also ¢ = ¢).
Proposition 4.3.2. (B,t, ¢p) ist tatsichlich wieder eine Konfiguration:

e B:= P Ap ist eine k-Algebra mit Eins 1.
BeSy

e t ein endlich-dimensionaler k-Vektorraum.
e ¢p ist k-linear mit kommutierendem Bild in B.
(A1): B ist halbeinfach beziiglich der adjungierten Wirkung von t.

(A2): Die Gewichtsrdume von B werden iiber Sym(t) von einem Element erzeugt.
Beweis.

o In der Tat ist B eine Unteralgebra von A: Seien a; € Ag, und ay € Ag, beliebig, 51,32 €
S%. Dann ist aq-a2 € Ag,43,, und weil S§ eine Gruppe ist, muss das notwendige Gewicht
B1 + B2 wirklich in S enthalten sein, damit ist dann a; - a2 in B enthalten.

e t ist unveradndert derselbe endlich-dimensionale Vektorraum wie vorher.

e ¢ bildete schon im alten Setting nach Ay ab (Stichwort ’kommutierendes Bild’). Ag ist
auch in B enthalten, da S% eine Untergruppe von t* sein sollte und damit die 0 enthélt.

(Al) und (A2): Beides ist in diesem Fall automatisch erfiillt, da wir ja fiir die Konstruktion
von B einfach nur einen Teil der Gewichtsraumzerlegung von A hergenommen haben. ®

Bemerkung 4.3.3 (Wie sieht V (ker(¢p)) aus?). Nun machen das alte ¢ und das neue
¢p mit t ja dasselbe, an A hat man nur auflerhalb vom Bild von ¢ was verdndert. Ihre Kerne
sind daher gleich und es gilt V(ker(¢p)) = V(ker(¢)).

Bemerkung 4.3.4. Die Konstruktion von M ®)(a) und L(a) funktioniert wieder genauso wie
bisher, weil die Cartan t und ihre Wirkung unveréndert geblieben sind, nur dass wir jetzt nur
noch die Unteralgebra B C A verwenden und damit einige Gewichtsrdume wegfallen.

Bemerkung 4.3.5. Ist ein t*-graduierter B-Modul M iiber mq, ..., m, erzeugt, mit homoge-
nen Erzeugern m; € My, fiir §; € t* ohne Relationen zwischen den Erzeugern, so treten gerade

die Gewichte aus .

U (& +SB)

i=1
als Triiger von M auf. So erklirt sich, dass wir bei der Beschreibung des Trigers von M ®) ()
und L(«a) (die beide von nur einem Element erzeugt werden) nur Teilmengen von V (ker(¢p)) =
V(ker(¢)) betrachten miissen, die von der Form & + S sind.
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Gemif [MVdB98, Proposition 4.3.1] stellen wir fest:
Lemma 4.3.6.

i) Seien «, 8,7 € £+ S5 fiir ein € € t*. Es gilt 8 ~ ~ iiber B genau dann, wenn [ ~ 7y iiber
« «
A ist.

ii) Es gilt 8 ~ v iiber B genau dann, wenn 3 ~ + iiber A ist.
Beweis.

i) Es gilt § ~ v iiber B genau dann, wenn  ~ v iiber A ist: Es muss wieder nachgepriift
werden, dgss :
Ay pAsa € Ay ama
genau dann eintritt, wenn
By 3Bi-o ¢ Byama
gilt. Nun ist aber nach Definition Bs = A; fiir jedes Gewicht 6 € S%. Die Differenzen
v — B, B —a und v — « liegen tatséchlich allesamt in S}, weil sich das moglicherweise

nicht in S% enthaltene £ herauskiirzt. Also ist die Aquivalenz der obigen Aussagen bloB
eine Tautologie.

ii) Es gilt 8 ~ v iiber B genau dann, wenn 8 ~ ~ iiber A ist: Dies ist wie zuvor eine
unmittelbare Folgerung aus Punkt (i). ®

Bemerkung 4.3.7 (Der Triger von B). Der Tréiger von B wurde gerade so definiert, dass
Supp (B) = S5 N Supp (4) ist.

4.4 Eine Abwandlung der Algebra A: Die Algebra BX
4.4.1 Die Konstruktion von BX

Obige Konstruktionen zeigen also, wie man aus einer Kofiguration (A, t, ¢), die (A1) und (A2)
erfiillt, durch Bildung von Unterringen und Quotienten weitere (A1) und (A2) erfiillende Kon-
figurationen erhalten kann. Hier geht es nun um einen Spezialfall davon.

Bemerkung 4.4.1 (Verbindung zu universell einhiillenden Algebren). Studiert man
$(g)-Moduln aus dem Blickwinkel der Gewichtstheorie, so bietet es sich an, sich dafiir Ka-
tegorie O einzuschriinken, welche alle einfachen Hochstgewichtsmoduln enthilt. Sie zerfillt in
direkte Summanden, die sogenannten ’Blocke’ O, , Hierbei ist x : Z(g) — C ein zentraler
Charakter, also ein Algebrenhomomorphismus vom Zentrum Z(g) von $(g) in die komplexen
Zahlen. Ein Block O, , besteht aus denjenigen $4(g)-Moduln in O, auf denen (Z(g) — xx(Z(g)))
nilpotent operiert. Hier operiert h wie iiberall in O diagonal, das heifit, jeder Modul hat eine
Gewichtsraumzerlegung beziiglich der h-Wirkung. Nach [Soe86, Theorem 1] gibt es fiir A regulér
jedoch eine Aquivalenz von Kategorien Oy, = (’);Q, wobei (9;<A C g-mod die 'umgekehrten’ Ei-
genschaften hat: Hier soll (Z(g) —x(Z(g))) durch Null operieren, die Moduln in O} | sind also
diagonalisierbar beziiglich der Z(g)-Wirkung, wihrend sie beziiglich der h-Wirkung nur noch
eine verallgemeinerte Gewichtsraumzerlegung zu haben brauchen.

Auch unsere A-Moduln in O®) haben eine verallgemeinerte Gewichtsraumzerlegung beziiglich
der t-Wirkung. Wie konstruieren wir ein Analogon zu der diagonalisierbaren Wirkung des Zen-
trums? Wir betrachten nicht linger die Algebra A, sondern die Invarianten A? beziiglich der
adjungierten Operation fiir einen Unterraum g C {. Dann wissen wir, dass g im Zentrum von
A® liegt, und wir fordern, dass g durch x € g* operieren soll. A%-Moduln, auf denen g durch
x(g) operiert, sind insbesondere A%/(g— x(g))A?-Moduln. Darum betrachten wir im folgenden
Abschnitt die Algebra

A® /(g — x(g))AS.
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Definition 4.4.2 (Die Algebra BX). Sei (A,t,¢) gegeben. Sei g C t Untervektorraum, sei
x € g*. Dann setze

BX = A%/(g - x(9))

wobei A% der Zentralisator der g C t-Wirkung ist,
Al ={a€ A|Vteg: [#(t),a] =0},
und das zweiseitige Ideal

(9—x(9)) = (8 —x(9))A? = A%(g — x(9))

in A% was man herausteilt, ist erzeugt von g — x(g) := {¢(t) — x(t) € A |t € g}. So erhélt
man eine neue Konfiguration mit

e der Algebra BX,
e dem Vektorraum t,

e ¢px definiert durch ¢px = projo ¢s.

Bemerkung 4.4.3. Es gilt A% =@,y (4 Ao

A% = (@ Aa>g

act*

:@Ag

act*

= Plac Al Vicg: [6(0).0 =0}

act*

= Piae da|alg)-a=0}

act*

= Plac il alg =0}

act*

= PfacAa|gCker(a)}

act*

= @{a €A, |a€eV(g)} denn g C ker(a) =m, =~ a € V(g)

act*

=P Ao

a€V(g)

Damit ist A9 C A in der Tat eine Unteralgebra im Sinne des vorigen Abschnitts, mit S5 := V(g).

Proposition 4.4.4. (BX,t,¢ ) erfiillt tatsichlich alle Eigenschaften einer solchen Konfigura-

tion:

e BX ist eine k-Algebra mit Eins 1.

e t ist ein endlichdimensionaler k-Vektorraum.

® ¢px = (e ist k-linear mit kommutierendem Bild in BX.
(A1): BX ist halbeinfach beziiglich der adjungierten Wirkung von t.

(A2): Die Gewichtsrdume von BX werden iiber Sym(t) von einem Element erzeugt.
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Beweis. Bei (BX,t, ¢px) handelt es sich um das Ergebnis von mehreren Konstruktionsschrit-

ten, wie sie beim Ubergang zu einer Unteralgebra und zum zentralen Quotienten in den voran-
gegangenen beiden Abschnitten vorgestellt wurden. Sobald dies nachgepriift wurde, kann man
sukzessive die Resultate aus den Propositionen 4.2.3 und 4.3.2 anwenden, um die Behauptung

nachzuweisen.

e A9 ist eine Unteralgebra im Sinne von Abschnitt 4.3: In der letzten Bemerkung haben wir

gesehen, dass A% = @aev(g) A, ist, und V(g) ist in der Tat eine additive Untergruppe
von t*.

Schreibe BX so um, dass es zum Abschnitt iiber Quotienten passt.

Wir diirfen demnach aus A® Ideale der Gestalt ¢(t — \) herausteilen, mit ¢ € t, sodass
@(t) zentral in A9 ist, und A = A(¢) € k. Fiir ¢t kann man jedes beliebige Element aus g
wihlen, weil die nach Definition alle zentral in A? sind. Nimm zudem \(t) := x(¢). Dann
folgt aus Proposition 4.2.3, dass (A%/(¢(t — A(t))),t,6) wieder (A1) und (A2) erfiillt.
Fiithre diese Konstruktion so oft durch, bis der ganze Unterraum g herausgeteilt wurde
(es sind nur endlich viele Konstruktionsschritte, weil t und damit auch g von Anfang an
als endlichdimensional vorausgesetzt wurden). ®©

Lemma 4.4.5. Es gilt V(ker(¢px)) = V(ker(¢)) N V(g — x(g))-

Beweis. Der Ubergang zur Unteralgebra éindert laut Bemerkung 4.3.3 nichts an V (ker(¢)). Der
Rest folgt aus der entsprechenden Aussage 4.2.4 aus dem Kapitel iiber Quotienten, ebenfalls
sukzessive angewendet: Demnach ist

Viker(¢px)) = Vi(ker(¢)) N V(t1 — x(t1)) N... NV (tx — x(tk))

fiir Erzeuger tq,...,t, von g. Ferner ist festzuhalten, dass tatséchlich

gilt.

aeV(itr—xt)N...nV(ty — x(tr)) & a(ti—x(t;))=0 firallel1 <i<k
< at—x() =0 firaleteg
& acV(g—x(g)

®©

Folgende Aussage lisst sich dann iiber die Gewichte im Triger treffen (vgl. [MVdB98, Propo-
sition 4.4.1]):

Lemma 4.4.6. Seien «, 3,7 € V(ker(¢)) NV (g — x(g))-

i)
ii)

Es gilt g~ ~ fiir BX genau dann, wenn [~ v fiir A ist.
« (o7

Es gilt g ~ v fiir BX genau dann, wenn [ ~  fiir A ist.

Beweis.

i)

ii)

Es gilt 8 ~ ~ iiber BX genau dann, wenn 3 ~» v iiber A ist: Wie zuvor benutzt man
[e3 (6%
erst die entsprechende Aussage fiir Unterringe angewendet auf A% C A, um zu sehen,
dass 8 ~ ~ iiber A genau dann eintritt, wenn 5 ~» ~ iiber A% ist, und wendet dann
(03 «
scheibchenweise das Kapitel iiber Quotienten an, um die Aquivalenz zu 3 ~ v iiber BX
«

zu bekommen.

Es gilt 8 ~ ~ iiber B genau dann, wenn 8 ~ -~ iiber A ist: Dies ist wie zuvor eine
unmittelbare Folgerung aus Punkt (i), oder aber eine Kombination der entsprechenden
Resultate iiber Unteralgebren und Quotienten. ©
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Korollar 4.4.7. Daraus folgt nun, dass fiir o € V(ker(¢)) N V(g — x(g)) gilt:

(@)px = ()anNV(g—x(9))
Beweis.

o (@)px C (a)aNV(g—x(9)):
Definitionsgemif ist § € (a)px genau dann gegeben, wenn 8 ~ « fir BX ist. Nach
Proposition 4.4.6 ist dies dquivalent dazu, dass 8 ~ « fiir A gilt, das heiffit wir haben
B € (a) 4, und zudem waren « und 3 stets in V(ker(¢px)) = V(ker(¢)) NV (g — x(g)).

* (a)px D (a)aNV(g—x(9)):
Diese Aussage folgt ebenfalls direkt aus der Proposition. ©
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5 Die verallgemeinerte Weylalgebra

Von nun an geht es um eine spezielle Konfiguration (A4, ¢,t): Man betrachtet die Weylalgebra.
Sie wird in diesem Abschnitt definiert, ebenso der zugehorige Vektorraum t, und es wird nach-
gerechnet, dass die Bedingungen (A1) und (A2) erfiillt sind. Zum Abschluss liegt der Fokus auf
den Relationen ~ und ~, und das bislang recht algebraische Bild bekommt die versprochenen
geometrischen Farbtupfer. Wir folgen dabei weitestgehend [MVdB98, Kapitel 6]. AuBerdem
sind wir nun, da wir uns mit einer konkreten Algebra beschéftigen, endlich in der Lage dazu,
Beispiele zu diskutieren. Aber erstmal miissen wir einiges an technischer Vorarbeit bewéltigen.

5.1 Definition und erste Eigenschaften

Definition 5.1.1 (Die verallgemeinerte Weylalgebra .A). Definiere die verallgemeinerte
Weylalgebra A als Quotienten

+1 +1
k(xy,...op 2y, 2y, 01,0, 00) ) ~
der freien Algebra von Worten in 1, ...z, :r:,ﬂl, e, 0y, ..., 0,, wobei n = r + s ist. Die

Relationen werden von
]=0 V1i<i,j<n
[8i,8j]:0 v1§1,j§n
] (Sij V1 S i,j S n
=1 Vr+1<i<n
erzeugt. Wir folgen dem verbreiteten Notationsmissbrauch und schreiben gelegentlich

+1 +1
Elxy, ... xpxrpy, ..o 2y, 01, .., On)

’ n

fiir die verallgemeinerte Weylalgebra, die wir dariiber hinaus von nun an meist nur noch als
"Weylalgebra’ bezeichnen.

Bemerkung 5.1.2. Aus den obigen Relationen lassen sich insbesondere die folgenden Kom-
mutatorrelationen fiir xj_l herleiten:

[:vz-,xjfl]:O V1i<i<n, r+1<j<n

[0;, 271 = 6i(—x;?) Vi<i<n, r+1<j5<n.

19 7

Dies rechnet man schnell nach, beispielsweise ist

[81‘737;1] = 8i$i_1 — x{lai
= (o, ') 0wyt — 2, 0,
= x;l(&-xi — 1):10;1 — x;lai
= -z,
Wir werden das nichste Lemma immer wieder brauchen:
Lemma 5.1.3 (Rechnungen). Unter Verwendung der Weylalgebra-Relationen zeigt man:
i) 0z% = %0 4 ka*~! fiir positive Exponenten k,

ii) 0xF = 20 + kx*~1 fiir negative Exponenten k,

iii) 20" = 9% — kO* ! fiir positive Exponenten k,
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wobei stets der Index i unterdriickt wurde, um die Notation zu vereinfachen.

Beweis.

i) Induktionsanfang: Es gilt 0z = xd + 1 nach Definition. Induktionsschritt:

dxh = (20 + 1)2*

z(0z") + o*

= 2(2"0 + ka7l + 2F
2" 4 (k4 1)2”

ii) Induktionsanfang: Es gilt 9z~ = 2710 — 272 = 2719 + (—1)z(~)~! entsprechend Be-
merkung 5.1.2. Induktionsschritt:

— (9at)

(:z:kﬁJrk:rk D~

= 2P0z~ 4 kx7?)

=2F (@70 — 272 + ka?)

=oF 4 (k- 1)37(’“_1)_1.
iii) Induktionsanfang: Es gilt 0 = 9z — 1 nach Definition. Induktionsschritt:

x0T = (20%)0
= 0%z — k010

= 0 (x0 — k)
=0F(0x —1—k)
= 0" — (k+1)o* D ©

Bemerkung 5.1.4. Ublicherweise findet sich unter dem Namen Weylalgebra die Algebra
Elx1,...2n,01,...,0n]

ohne z; ! was dem Spezialfall s = 0,7 = n in unserer Definition entspricht. Wir folgen in unserer
Definition der Variante aus [MVdB98]. Allerdings werden wir gleich sehen, wie die wichtigsten
bekannten Eigenschaften der klassischen Weylalgebra auch fiir unsere verallgemeinerte Weylal-
gebra nachgewiesen werden konnen.

Die folgenden Resultate und Beweise finden sich fiir die klassische Weylalgebra in [Cou95]. Im
klassischen Fall beschreibt man eine Basis der Weylalgebra und definiert darauthin den Grad
eines Elements, mit dessen Hilfe in [Cou95] viele zentrale Aussagen bewiesen werden. Im Fall der
verallgemeinerten Weylalgebra ist ein wenig Vorsicht bei einer geeigneten Definition des Grads
eines Elements der Weylalgebra geboten, dann aber kann genauso wie in [Cou95] argumentiert
werden. Zunéchst beschreiben wir die Basis fiir die verallgemeinerte Definition der Weylalgebra,
auch dabei handelt es sich nur um eine leichte Ergénzung des Beweises in [Cou95].

Lemma 5.1.5. Fiir die Weylalgebra A gilt:

i) Die Weylalgebra A ist Tensorprodukt von n kleinen Weylalgebren A; mit

A; = klxg, 04 fiir i <r
Ai = K[z, 0] fiir i > r,

das heift, es gibt einen Isomorphismus von Algebren

A2 A ®...Q A,.
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ii) Eine Basis von A ist durch Monome der Form

Beweis.

ii)

a1 gf1 an 5p
RO R halo

gegeben, mit 8; € Z> fiir alle 1 <7 < n sowie oy; € Z> fiir alle 1 <7 < r und o; € Z fiir
aller+1<1i<n.

i) Die Abbildung A - 41 ®...® A, definiert als multiplikative Fortsetzung von

, = 1®..0811;01R...01 firl<i<n

0 — 1®..9100;,1®...91 firl<i<n

7l 19,0107 0l®...01 fir r+1<i<n,
—~—

i-te Position

liefert in der Tat einen wohldefinierten Isomorphismus von Algebren, wie man nachrech-
nen kann. Insbesondere kommutieren ndmlich Erzeuger mit unterschiedlichem Index 7 in
A (aufgrund den definierenden Relationen der Weylalgebra sowie den Relationen aus Be-
merkung 5.1.2), und daher kann man jedes Monom in A so umordnen, dass die darin
auftretenden Erzeuger nach aufsteigendem Index sortiert sind.

Wir finden die oben genannte Basis von A, indem wir eine Basis von 4; ®...® A, suchen
und den soeben konstruierten Isomorphismus anwenden. So brauchen wir ndmlich nur
noch nach Basen der kleinen Weylalgebren A; Ausschau zu halten.

e Fiir 1 < < rist A; erzeugt von Monomen xf‘@;@, wobei o, B; € Z>¢ ist: Betrachte

eine feste Darstellung eines Monoms in A;. Man kann alle x; in dem Monom in A;
auf die linke Seite der 9;’s bringen, indem man die Kommutatorrelation [9;, z;] = 1
anwendet. Dabei entstehen Restterme, deren Linge echt kleiner geworden ist. Per
Induktion kénnen diese Restterme ebenfalls in die richtige Reihenfolge gebracht wer-
den.

Fir r +1 < i < n ist A; erzeugt von Monomen :1:?615’, wobei a;; € Z und B; € Z>g
ist: Wir wéhlen wieder eine feste Darstellung eines Monoms in A4;. Darin kénnen
zwei Arten von falsch sortierten Faktoren auftreten: Fiir 9;x; kann man wie vorhin
mit der Relation [0;,x;] = 1 arbeiten, um die Problemstelle aufzulésen. Ein Faktor

der Gestalt 0;z; ' kann mittels der Relation [0;,z; '] = —x; % umsortiert werden,

K3
der entstehende Restterm verfiigt iiber ein 0; weniger als zuvor, und wo am Ende
des Sortierprozesses kein 0; mehr in einem Monom enthalten ist, kann auch keine

Problemstelle mehr auftreten.

Fiir jedes ¢ sind die aufgelisteten Monome linear unabhéngig in A;: Man kann die
Elemente von A; als lineare Operatoren auf k[z '] bzw. k[z;] auffassen. Ist eine
Linearkombination D = 3 ¢, Bx?’af ‘ ein nichttrivialer Operator, war D auch als
Element der Weylalgebra ungleich 0. Man pickt sich das kleinste §; heraus, fiir das

i

Ca;8; 7 0 ist, und wendet D auf das Polynom z;* an. Heraus kommt

D(x}) = 81y capaf,
wegen 81{3" (z1) = B;!, wenn n = f;, und af'i (x1) =0 fiir alle 0 < n < g;. Es gibt mit
xf * also ein Polynom, auf dem D nicht verschwindet, und somit ist D # 0, sofern ein
Ca, 8, ungleich Null ist (vergleiche mit dem Beweis von [Cou95, Proposition 1.2.1]).©

Dies garantiert, dass folgende Definition wohldefiniert ist:

61



5 DIE VERALLGEMEINERTE WEYLALGEBRA

Definition 5.1.6 (Die Ordnung eines Weylalgebraelements). Stelle ein Element a € A
in obiger Basis dar, also

a= an[ﬂ?lalﬁl - ~xf{"8£"
a,B
mit o = (a1,..., @, i1, .., 0n) € Z5) X Z° und B = (B1,...,8,) € Z%,. Dann definiere

seine Ordnung als grofite Liange |6| := 1+ ... + Bn,
ord(a) = sup{|8| | es gibt ein a mit cop # 0},
und setze ord(0) = —oco.

Folgendes kann iiber das Verhalten der Ordnung unter Addition, Multiplikation und Kommu-
tatoren von Elementen der Weylalgebra gesagt werden:

Lemma 5.1.7. Seien a,a’ € A. Es gilt:

i) ord(a + a’') < max{ord(a),ord(a’)}, und wenn a und a’ unterschiedliche Ordnung hatten,
tritt auf jeden Fall Gleichheit ein.

ii) ord(aa’) = ord(a) + ord(a’).
iii) ord([a,a’]) < ord(a) + ord(a’) — 1, falls ord(a),ord(a’) > 1 waren.

Beweis. Man zeigt dies wie in [Cou95, Theorem 2.1.1]: Die erste Ungleichung ist klar, weil
a+ a’ auch wieder in unserer Basis geschrieben ist, wenn dies fiir @ und o’ zutrifft. Die anderen
beiden Punkte sieht man durch einen gemeinsamen Induktionsbeweis iiber ord(a) + ord(a’). ®

Bemerkung 5.1.8 (Die Ordnungsfiltrierung der Weylalgebra). Definiere Unterrdume
Cr:={aec A|ord(a) <k}
der Weylalgebra. Diese Unterrdume bilden eine Filtrierung C von A, das heifit, die Bedingungen
o () CCryr

[ ] A:UCk
k

o Cr-C; CCry

werden erfiillt (vgl. [Cou95, Kapitel 7.2] fiir die Definition der Ordnungsfiltrierung). Die asso-
ziierte graduierte Algebra ist definiert als

g1 (A) = P(Cr/Cr1),

k
wobei C_1 := 0 definiert ist. Die assoziierte graduierte Algebra ist isomorph zum Polynomring
in 2n Variablen, lokalisiert an y,41,...,Yn:
Y :l:
grc(A) > kly1, ... yr,yr_&l, . ,yf% Z1ye ey Zn).
Der Beweis verlduft analog zum Beweis von [Cou95, Theorem 7.3.1] in drei Schritten:

e Man versichert sich, dass gr¢(A) tatsichlich von y1, . .. y,, yﬁ}l, coo Yz 2, erzeugt
wird, wobei die y; und die yiil in gr¢(A) die Bilder der korrespondierenden z; und miﬂ
in A seien, und die z; den 9; entsprechen.

e Man stellt fest, dass der Kommutator zweier Erzeuger der Weylalgebra A aufgrund von
Lemma 5.1.7.iii kleinere Ordnung hat und somit Null in der assoziierten graduierten Al-
gebra ist. Damit ist gr®(.A) eine kommutative Algebra.
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e Die letzten beiden Schritte ergeben die Existenz eines surjektiven Homomorphismus von

Algebren

klyi, .. .yr,y;ill, .. ,yffl, Z1y.ey2n] — ng(A),
der zudem injektiv ist, wie man unter Beriicksichtigung der Basis von A aus Lemma
5.1.5.ii priift.

Wir verwenden die Ordnungsfiltrierung als praktisches Hilfsmittel, um die nachfolgenden grund-
legenden Eigenschaften der Weylalgebra iiberpriifen zu kénnen:

Proposition 5.1.9 (Drei Eigenschaften der Weylalgebra). Folgende Eigenschaften wer-
den von der Weylalgebra A erfiillt:

i)
i)

iii)

A ist linksnoethersch, das heifit, aufsteigende Ketten von Linksidealen werden stationér.
A ist einfach, das heifit, es gibt keine nichttrivialen zweiseitigen Ideale.

A ist nullteilerfrei.

Beweis.

i)

ii)

A ist linksnoethersch, das heifit, aufsteigende Ketten von Linksidealen werden stati-

onir: Wir stellen fest, dass die Lokalisierung des Polynomrings k[y1,. . . yr, yf_&l, oo yEl
21, ..., 2n] ein noetherscher Ring ist, denn nach dem Hilbertschen Basissatz ist k[y1, . . . yn,
Z1,...,%2n] noethersch (siche [Cou95, Theorem 8.2.1]), und Lokalisierungen noetherscher

Ringe sind wieder noethersch (weil nach [AM69, Proposition 3.11.i] Ideale in der Lokalisie-
rung von Idealen im urspriinglichen Ring herkommen, und Inklusionen zwischen Idealen
bleiben erhalten, da Lokalisierung nach [AM69, Proposition 3.3] exakt ist). Also ist auch
die assoziierte graduierte Algebra der Weylalgebra gr¢(A) noethersch. Wie in [Cou95,
Theorem 8.2.3] schlieit man daraus, dass A schon selber noethersch war.

A ist einfach: Angenommen, a C A ist ein zweiseitiges Ideal ungleich Null. Wihle ein
Element a niedrigster Ordnung in a. Ist ord(a) = 0, so ist a ein Polynom in den z1, ... 2,

+1 +1
a= g Cal®,
(03

Tpfise T,
wobei z¢ =z ... % ist. Wir kénnen davon ausgehen, dass simtliche a; > 0 sind, da wir
andernfalls ¢ mit geeigneten Potenzen von x; multiplizieren konnen, das Resultat muss
wieder in a liegen. Da a sogar ein zweiseitiges Ideal ist, liegt auch der Kommutator [a, o]
fiir jedes a’ € A wieder in a. Wir kommutieren nun so geschickt, dass das Resultat in k
liegt und damit a = A gewesen sein muss: Betrachte denjenigen Summanden mit ¢ # 0,
fiir den erst 47 = sup{a1 | co # 0} maximal ist, dann o = sup{as | ¢ # 0,1 = 1}
maximal unter den verbleibenden Kandidaten ist, und so weiter. Aus dem Rechenlemma,
5.1.3.1 geht hervor, dass

[0, 27 ] = ;- 2™

ist. Kommutieren wir also ~;-fach mit 9;, so haben wir den Faktor z)* durch ;! € k
o
7 0
Prozedur fiir alle 1 < i < n, so haben wir alle Monome c,x® mit « # ~y eliminiert, und das
Monom ¢yz? durch ¢,y1!...7,! aus k ersetzt. Nun besprechen wir den Fall ord(a) > 0.

Nach Definition bedeutet dies, dass ein §; in der Darstellung

ersetzt, und alle Monome mit z;*, a; < +;, ins Jenseits befordert. Wiederholen wir diese

a= angac(l’”afl e Om QP
a,f

grofer als Null ist. Ziehen wir Rechenlemma 5.1.3.iii heran, so sehen wir, dass [z;, 8? 1=
fﬂlﬁfﬁl ist, das heifit, dass [x;, a] echt kleinere Ordnung hat, ord([z;, a]) = |5| — 1. Aber
zu Beginn hatten wir angenommen, dass a € a von minimaler Ordnung ist, Widerspruch.
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ili) A ist nullteilerfrei: In Lemma 5.1.7.ii sahen wir, dass sich fiir ein Produkt von zwei Ele-
menten der Weylalgebra die Ordnungen addieren. Sind beide Faktoren ungleich Null, so
sind ihre Ordnungen > 0, und das Produkt ist daher auch von der Ordnung > 0 > —o0,
insbesondere ist das Produkt nicht Null. (@)

Bemerkung 5.1.10. Im Beweis sahen wir sogar, dass A beidseitig noethersch ist.

5.2 Die Konfiguration (A, t,¢) fiir die Weylalgebra

Wir wollen mit der Weylalgebra A ein konkretes Beispiel fiir die Algebra A angeben. Bislang
fehlen aber noch eine passende ’Cartanalgebra’ t und die Abbildung ¢ : t — A, sodass A mit
einer adjungierten Operation von t ausgestattet werden kann, die (A1) und (A2) erfiillt.

Definition 5.2.1 (Der Vektorraum t). Hier ist t gegeben durch
t:=spany {m,..., 7 | m = x;0;} (C A).

Definition 5.2.2 (Die Abbildung ¢). Wir definieren ¢ := incl : t — A gegeben durch die
Inklusion von t in die Algebra A.

Die Grundvoraussetzungen, um (A, t, ¢) als Konfiguration bezeichnen zu kénnen, sind erfiillt,
sagt das nichste Lemma. Fiir die Eigenschaften (A1) und (A2) ist der kommende Abschnitt
reserviert.

Lemma 5.2.3. Seien A, t und ¢ wie oben. Es gilt

i) A ist eine k-Algebra mit 1.

ii) tist ein endlich-dimensionaler k-Vektorraum.

iii ist k-linear.

1v

)
)
) ¢
) ¢(t) ist kommutativ in A.

Beweis. Hier gibt es nicht viel zu zeigen. Wir begniigen uns mit der Feststellung, dass ¢(t) =
t C A in der Tat aus paarweise kommutierenden Elementen besteht:

[7Ti,71'j} = [xiai,xjaj} =0.

Bemerkung 5.2.4. Um im néchsten Abschnitt die Gewichte der adjungierten t-Wirkung auf
A zu beschreiben, greifen wir auf die Identifikation von t* = k™ mittels 7 +— e; zurtick.

Zudem stellen wir fest, dass hier wegen ker(¢) = 0 die Identitét
V(ker(¢)) = V((0)) = {m € Spec(Sym(t)) | (0) C m} = Spec(Sym(t)) = "

gilt.

5.3 Die Gewichtsraumzerlegung der Weylalgebra

In diesem Abschnitt wird die t*-Graduierung der Weylalgebra bestimmt - anders gesagt, wir
wollen die Gewichtsraumzerlegung von A beziiglich der adjungierten Wirkung von t nachrech-
nen. Die adjungierte Wirkung von t auf A vermoge ¢ ist hier sehr leicht zu beschreiben, da die
Abbildung ¢ nur die Inklusion des Unterraums t in die Weylalgebra ist und somit vergessen
werden kann. Das folgende kleine Lemma erhellt, mit welchen Gewichten t auf den Erzeugern
Ti, T; ! und 0; der Weylalgebra wirkt.
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Lemma 5.3.1 (Die Gewichte der adjungierten t-Wirkung auf den Erzeugern).

[misag) = bij-wy = wi(m) -,
[, x;l] = —&;- x;l = —mj(m)- x;l
[7’(1‘, 3J] == 761‘]‘ . 8j == 71'; (ﬂz) . 8j

Beweis. Fiir i # j kommutiert in der Weylalgebra ohnehin alles. Fiir ¢ = j rechnet man kurz
nach:

[Ilal,xl} = Ilall’zfﬂjll'zal = xlazml—zz([x“&]+81xl) = fxl[x“&} = Iy
und
[2:0;, 27 "] = w0y —a] 20 = 2027 =0 = w0y = 0wt = [v,0x;t = —a7!
sowie

[mi,0i) = :0;0; — 0yx;0; = [w;,0;]0; = —0;.

Nun wollen wir zeigen, dass A eine Gewichtsraumzerlegung im Sinne von (A1’) und (A2’) hat,
das heifit, wir m6chten die Algebra in Gewichtsrdume

A= P Aa

act*

bzgl. der adjungierten t-Linkswirkung zerlegen, sodass man zugleich eine Surjektion
Sym(t) - A,
induziert von ¢ auf die Gewichtsrdume hat. Die Gewichtsriume sollen also von der Form
Ao = ¢(Sym(t)) - aq

fiir einen Erzeuger a, sein. Weil ¢ die Inklusion von t bzw. von Sym(t) in die Weylalgebra .4
ist, haben wir dann unter Verwendung von Bemerkung 2.1.9.vi

Ao =Sym(t) - 1 = k[mq,..., 7]

Wir geben nun die Erzeuger a, der Gewichtsraume an:

)

n
Definition 5.3.2. Sei o € Z™. Setze a, := [] xga"), wobei 2% eine Kurzschreibweise fiir die
i=1
folgenden Elemente ist:
i>r: xgo”) =

1 <r: gl = o falls a;; > 0

% - 0

wga’) =0; *, falls a; <0.
Satz 5.3.3 (Die Gewichtsraumzerlegung von A). Die Weylalgebra A hat eine Gewichts-

raumzerlegung
A= P Ao aq
acZn

bzgl. der adjungierten Wirkung von t. Die Gewichte « liegen in Z™ C k™ = t*, wobei wir
n

die Identifikation aus Bemerkung 5.2.4 verwenden, sodass wir « = Y «a;m; € t* als Tupel
i=1
(ovi)1<i<n € Z™ auffassen konnen.
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Bemerkung 5.3.4. Erkldrend ldsst sich anmerken, dass diese Identifikation von t* mit k"
konkret bedeutet, dass ein Element t = Y ¢;m; € t auf a,, durch

[t,a0]) = a(t)a, = Zciai .

wirkt. So wird mit Sinn gefiillt, zu sagen, dass a € Z" das Gewicht zum Gewichtsvektor a,
bzgl. der adjungierten Wirkung von t auf A ist.

Bemerkung 5.3.5. Wir werden also iiber (A1’) und (A2’) hinaus nicht nur eine Gewichts-
raumzerlegung nachweisen, sondern sogar sehen, dass die Gewichte innerhalb eines Z-Gitters in
t* liegen! Dies sollte Motivation genug dafiir hergeben, den nachfolgenden Beweis zu schultern.

Beweis. Sei a € Z™. Wir weisen das gewiinschte Resultat in mehreren Schritten nach. Zunéchst
zeigen wir, dass t auf Ag - a, tatsdchlich durch « wirkt, das heiflt, wir m6chten

Ag-aq C Ay = {a€ A [t,a] = a(t)a fir alle t € t}
sehen. Wegen der Linearitdt der Wirkung miissen wir dies nur fiir die m; iiberpriifen. Aufgrund

[Ti,d-ap) =mid-aq —d-agm =md - aq — dT; - o +dT; - 0o — d - aqm; = d - [T, 00]

=0
brauchen wir sogar nur [m;, as] = @;a, nachrechnen. Dieses Problem kann wegen

n

[75, 0] = m; - H x}(cak) _ H xl(cak) o= <H .Téak)) [Wi,xz(m)] <H x]g&k))
k k=1

=1 k<i k>i

(ai)

i

. . . . (o7} . .
ein weiteres Mal reduziert werden, sodass wir nur noch [m;, z;" "] = oziarl(. ) einsehen miissen:

e Im Fall 7 <7 und a; < 0, wenn also :I:EO”) = 0; “ ist, ergibt sich:
[mi,0; ] = [2:0:, 0; ]
= x;0;,0; “* — 0] V1 x;0;
= —(—;0;“"19; nach Lemma 5.1.3.iii
= a;0;
= oz()

(ai)

e Andernfalls ist ;" = 7, egal ob «; positiv oder negativ ist. Dann rechnet man

[Wi,x;‘“] = [z;0;, x?l]
= xiﬁixai — ac"‘ixiai
= (2 0; + aix?fl) —z2;0; nach Lemma 5.1.3.i bzw. Lemma 5.1.3.ii

= q;x™.

Als nichstes mochten wir

itberpriifen. Wir haben in Lemma 5.1.5.ii gesehen, dass sich jedes Element der Weylalgebra mit
Hilfe der Standardbasis, bestehend aus Monomen der Gestalt

m=my...m, mit mi:xﬁaf e A,

ausdriicken ldsst. Wir brauchen also nur fiir ein solches Monom zeigen, wie man es in die Form
d - a, fir geeignetes d € k[my,...,m,] und a € Z™ bringen kann. Wir zeigen nun erst einmal,
dass man m = m; auf die Form m; = d; - %(a,-) mit d; € k[m;] bringen kann, und zwar per
Induktion iiber ord(m;).
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l (ei)

o ord(m;) = 0: Es gilt also m; = z; = ;" mit o := 1.

e ord(m;) = k > 0: Anders gesagt, m; hat die Gestalt x'9F. Nun konnen folgende Fille
eintreten: Sei zunéchst 1 <1 <r.

— [ = 0: Hier gilt

mit oy (= —k.

— | = 1: In diesem Fall haben wir
m; = 2;0F = moF Tt = ng‘m

mit oy := —k + 1.

— [ > 2: Wir konnen Rechenlemma 5.1.3.i anwenden und

m; = xi@f
= (a1 0)0;
=z (Ot — (1= Va2
=mzl Pt — (1 - 1)zl ok !

i i
= (m; — L+ Dzt of !
rechnen, wobei im letzten Schritt das Monom !~ '9F~* nach Induktion die Form
digcgai) hat.
Sei nun r + 1 < i < n. Hier kénnen wir fiir jedes | € Z mit Rechenlemma 5.1.3.ii das
Monom m; = ztdF umformen:
m; = xLoF
= mimi_l . xi&f
= w2y 0:)0F !
=2l — (1 - 1)2l=2)oF 1

3

= Trixé_laf_l — (- l)xlflaf_l

K3

= (m — 1+ D)zl tor 1,
und nach Induktionsvoraussetzung gilt
AL = dy 2t = dy 2™
fiir ein geeignetes d; € k[m;] und o; € Z.

Daraus folgt nun im Handumdrehen die Aussage fiir ein beliebiges Standardbasis-Monom m =
my...Mmp:
m=m...Mmy
=dy-2{*) . d, - zlen)
=di...d,- x(lal) .. .scgla")

=d- aq,

weil in der Weylalgebra Erzeuger mit unterschiedlichem Index immer kommutieren. Als letztes

ZA()-(IQZA

acZn

fehlt, dass die Summe
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bereits eine direkte Summe

P A-an=A

acZn
war. Dies ist jedoch eine Standardaussage fiir Gewichtsraumzerlegungen, die sich beispielsweise
in [TYO05, Lemma 22.4.6] nachlesen lésst. ®

Korollar 5.3.6. Die Weylalgebra-Konfiguration (A,t,¢) erfiillt die Bedingungen (Al) und
(A2).

Mochte man fiir einen beliebigen Unterraum g C t und x € g* zum zentralen Quotienten der
g-Invarianten BX = A%/(g— x(g)).A? iibergehen, so stellt sich die Frage, wie das Gewichtsgitter
Supp BX in diesem Fall aussieht (vergleiche Bemerkung 4.2.6).

Lemma 5.3.7. Es gilt Supp BX = Supp A% =Z" NV (g).

Beweis.

e Die zweite Gleichheit benutzt Supp A? = Supp A NV (g) aus Bemerkung 4.4.3 sowie die
Beobachtung aus Satz 5.3.3, dass der Triger von A gerade Z™ C t* ist.

e Die erste Gleichheit resultiert aus der Nullteilerfreiheit von A: Wie in Bemerkung 4.2.6
festgestellt wurde, ist der Tréager von BX in jedem Fall im Trager von A? enthalten, und
es bleibt nur zu zeigen, dass

(6—x(9)Aa & Aa

fiir alle &« € Supp.A? gilt. Nun ist aber A, = Sym(%) - a,, und jedes Element aus A, besitzt
eine eindeutige Darstellung da,, fiir ein geeignetes d € Sym(t), eindeutig deshalb, weil aus
day, = d'aq bzw. (d—d)a, = 0 folgt, dass d = d’ gewesen sein muss (A ist nach Proposition
5.1.9 nullteilerfrei). Fiir d € Sym(t), aber d ¢ (g — x(g)) folgt da, ¢ (g — x(9))Aa. ®©

5.4 Der Triager von Moduln iiber der Weylalgebra

Wie schon gesagt - es ist sehr bemerkenswert, dass die Gewichte der Weylalgebra alle in Z™ C t*
liegen. Dies hat auch Konsequenzen fiir die t*-Gewichte von Moduln iiber der Weylalgebra,
insbesondere fiir solche in O®). Natiirlich muss der Tréiger eines solchen Moduls nicht selbst in
Z" liegen, aber dennoch kann man erwarten, dass das Z-Gitter in der Beschreibung des Tragers
auftaucht:

Betrachten wir einen A-Modul M € O, Insbesondere ist solch ein Modul graduiert, also gilt
AaMgy C Ma1p)- Ist M im Grad 8 erzeugt, so folgt ganz allgemein, dass sein Tréiger in
B + Supp (A) liegt. Ist A = A nun die Weylalgebra, so ergibt sich, dass sein Triger in 8+ Z"
liegt.

Um gleich konkreter zu beschreiben, wie sich die Gewichte der projektiven und der einfa-
chen Moduln in O®) beziiglich der Weylalgebra A verhalten, erinnern wir in der folgenden
Proposition an die Eigenschaften des Tensorprodukts zweier Konfigurationen, speziell fiir das
Tensorprodukt von zwei Weylalgebren.

Proposition 5.4.1 (Das Tensorprodukt von Weylalgebren).

i) Die Weylalgebra A ist nach Lemma 5.1.5.1 Tensorprodukt von n kleinen Weylalgebren A;
mit
Ai = klzy, 04 fiir i <r
A; = k[, 0] fir i > r,

insbesondere ist sie das Tensorprodukt von r Kopien von k[z,d] sowie s Kopien von
k[z,z~1, ).
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ii) Sind (A, t,incl) und (A’,t,incl’) zwei Weylalgebra-Konfigurationen, so gilt nach Lemma
4.1.2, dass
(Ao A, t@ v, (incl: (t,t') — incl(t) @ incl’(t)))

wieder eine solche Konfiguration ist. Zusitzlich ist A®y A" wieder eine Weylalgebra, und
t ® t' stimmt mit der 'Cartanunteralgebra’ von A ®; A’ iiberein.

iii) Nach Lemma 4.1.5 gilt in t ¢ t' die Relation 8 ~ 7 genau dann, wenn 31 ~ 7, und
@ a1

62 ~ Y2 ist.
e

iv) Es gilt ebenfalls nach Lemma 4.1.5, dass 3 ~ 7 genau dann #iquivalent sind, wenn 81 ~ v;
und By ~ 79 ist.

Nun lassen sich die Relationen ~ und ~ sehr konkret beschreiben, trotz ihrer eher abstrakten

Definition. Diese schonen Resultate stammen aus [MVdB98, Proposition 6.1, Korollar 6.2] und
sind fundamental fiir alle weiteren geometrischen Beschreibungen des Trégers von einfachen
Moduln in O®). Sie liefern zugleich die Quelle fiir die Beispiele im nichsten Abschnitt.

Satz 5.4.2. Seien o, 5,7 € t*. Es gilt § ~ + genau dann, wenn die folgenden beiden Bedin-

gungen erfiillt sind:

1. «, § und 7 liegen im gleichen Gitter, also

a= 8=+ mod Z".

2. Falls 1 < i < r derart ist, dass «; € Z liegt, so miissen die folgenden Implikationen gelten:

a; >0, ;<0 = <0,
a; <0, ;>0 = 4 >0.

Beweis. Man muss diese Aussage nur fiir die Weylalgebren k[z, 8] und k[z, 2!, 8] nachpriifen,
sie vererbt sich nach Proposition 5.4.1.ii auf Tensorprodukte dieser kleinsten Weylalgebren, und
damit wegen Proposition 5.4.1.i auf alle Weylalgebren. Der Vorteil davon ist, dass t in diesen
beiden Féllen nur eindimensional ist, dass also a, 8 und v in k liegen und dass m, die Form
m, = k[r] - (7 — a) C k[r] = Sym(t) = Ap hat. AuBerdem haben die Erzeuger a, der Ge-

wichtsraume A, die simple Form aq = (®.

Man erinnere sich an Lemma 2.4.28: Demzufolge gilt
B~ 7 genau dann, wenn A,_gAz_o € Ay_ama,
«@

und mit dieser Formulierung werden wir nun arbeiten. Es geht direkt daraus hervor, dass fiir
B ~ ~ auf jeden Fall
«@

y—pB€Z B—a€Zund damit auch vy —a € Z

gelten muss, da sonst die zugehorigen Gewichtsraume 0 und damit unweigerlich in der linken
Seite enthalten wéren, mit anderen Worten, wir haben die Implikation

B~~ = Bedingung (1)

gezeigt. Kommen wir nun zu den anderen Implikationen: Hier miissen wir zwischen k[x, 9] und
k[z,x~1, 0] unterscheiden, weil die Erzeuger der Gewichtsriume verschieden aussehen.
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Im Fall A = k[z,271, 9] ist Bedingung (2) leer und wir miissen nur noch sehen, wie aus
Bedingung (1) folgt, dass 3 ~» ~ ist: Seien a = 8 = v mod Z. Es folgt wegen (™ = z™

fir m € Z, dass

Ayp = k[ﬂ—]x(m) = k[r]z™ firm:=y-p5€Z
Ago = klaJa™ = k[x]a"  firn:=f-aeZ

und daher ist

Nun kénnen wir schlieflen, dass
Ay-pAp-a=Aya & Ay_ama.

Nun geht es um die Weylalgebra A = k[x, d]. Wir haben schon gesehen, dass aus 8~ v

automatisch die Bedingung (1) folgt, somit kénnen wir fiir den weiteren Beweis annehmen,
dass (1) erfiillt ist und wir mit m := 8 — « und n := v — § zeigen miissen:

Ist a € Z, 50 gilt (a+m)~ (e +m+n) genau dann, wenn
[e3%

a>0,a+m<0 = a+n+m<O0,
a<0, a+m>0 = a+n+m>0.

Man bemerkt zunéchst: Nach Lemma 5.3.1 gilt
A A = k[x]z™ - klalat™ = kln]e™ (™).

Dies liegt in k[r]z(™*™)  und wir miissen nun schauen, ob bei der Uberfiihrung von
zM2(™) in ein Element aus k[r]z("*™) der Faktor (m — a) entsteht oder nicht, um zu
entscheiden, ob

AnAm ,¢_ An+mma

gilt. Hierbei nutzen wir die Nullteilerfreiheit von A aus, die uns in der Darstellung eines
Elementes in d - z(*™) € k[r]z("*™) gewihrleistet, dass d € k[z] eindeutig bestimmt ist.
Nun nimmt man eine Fallunterscheidung vor, wobei man gliicklicherweise sieht, dass in
fast allen Féllen (o + m) ~ (a + n + m) ohne Einschrankungen wahr ist (nur eben nicht

fira>0, a+m<0und a <0, a+m >0, was wir gerade zeigen wollen).

—a€eZ:
* n>0,m2>0:
Hier ist stets (M z(™) = zng™ = g
gungen A, A, = Apym € ApymMa.
* n<0,m>0:
Hier ist 2(Mz(™ = §9="z™ und wir miissen umsortieren, um zu sehen, wie

ntm — g(ntm) also gilt ohne weitere Bedin-

genau A, A,, in A, ., liegt. Mit Rechenlemma 5.1.3.i bekommen wir:

g gm ) (rm) . (m+ 1), falls —n >m
€T =
) (mpm) . (m+n+m+1), falls —n<m.
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Ist o positiv oder Null, so ist sicher keiner der obigen Faktoren in m, enthalten
und es ergeben sich keine Bedingungen. Ist a negativ, aber sogar @ < —m, kann
ebenfalls keiner der obigen Faktoren in m, liegen. Nur fiir o +m > 0 miissen
wir aufpassen: Im Fall —n > m (alsoy =a+n+m <0)ist (m+m)...(m+1)
auf jeden Fall in m,. Nur im Fall —n < m ist noch was zu machen: Dann muss
a > —(n+m+1) gefordert werden. Wir haben also aus (a+m) ~ (a+n+m)

die Bedingung
a<0,a+m>0 = a+n+m=>0

hergeleitet. Setzen wir dies fiir die andere Richtung voraus, so landen wir dank
a+n+m >0 in genau dem Fall, fiir den wir eben nachgerechnet haben, dass
tatséchlich A, A, € Apimm, gilt.

*n>0m<0:
Ahnlich wie eben wird mit Lemma 5.1.3.iii nachgerechnet, dass

(n) () M) (r fm 1) .. (4 D, falls n > —m
Mg =
s (r e m 1), (m4+n+m), fallsn < —m.

gilt. Und genauso wie vorhin schlieft man daraus, dass sich nur fir « > 0
irgendwelche Beschréankungen fiir die Wahl von S =a+mund y=a+n+m
ergeben. Ist & > —(m+1) (d.h. a+m > 0), so miissen wir uns in der Wahl von
~ keine Bedingungen auferlegen, aber falls o < —(m+1) ist, muss a < —(m+n)
gefordert werden, und wir haben die Bedingung

a>0, a+m<0 = a+n+m<0

nachgerechnet.

*n<0,m<O:
Hier ist stets z(Mz(™) = 9=79=™ = 2"+ also An A, = Apim, s entstehen
keine Bedingungen.

— « ¢ Z: Die Bedingung A,, A,, € A, +,,m,, ist hier stets erfiillt, weil beim Vertauschen
der Faktoren von z("™ z(™ nur ganzzahlige Koeffizienten entstehen und kein Faktor
(m — ) auftauchen kann. ©)

Korollar 5.4.3. Seien 3, € t*. Es gilt 8 ~ v genau dann, wenn die folgenden beiden Bedin-
gungen erfiillt sind:
1. B und « liegen im gleichen Gitter, also
B =~ mod Z".
2. Falls 1 < i < r derart ist, dass 8; bzw. v; in Z liegt, so ist 5; > 0 genau dann, wenn y; > 0
ist.

Beweis. Laut Lemma 2.4.28 gelten 8 ~ v und 3,7 € Supp MY (a) genau dann, wenn 3 ~» y
[0

und v ~ B. Nach der letzten Proposition ist dies genau dann der Fall, wenn
«
e a=pf=~modZ"

e Sofern o; € Z, 1 <i<r,sogilt (a; >0, B; <0 = ~; <0),
bzw. (a; <0, 3; >0 = ~;,>0)

e Sofern o; € Z, 1 <i<r,;sogilt (a; >0, v, <0 = S; <0),
bzw. (o; <0, 7, >0 = [; >0).
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Dies ist dquivalent zu
e ==~ modZ"

e Sofern o; € Z,1 <i<r,sogilt (a; >0, 8; <0 & v <0),
bzw. (ai<07 6120 A 7%20)a

was wiederum zu
e a=f=~modZ"
e Sofern 5; € Zbzw. v, € Z,1 <i<r,sogilt (8, >0 < ~; >0)

verkiirzt werden kann, da das Vorzeichen von « bedeutungslos geworden ist. o kann nun aus
der Aquivalenzumformungskette ’entfernt’ werden, indem man den Spezialfall « = 8 (oder
genausogut a = 7) betrachtet. Sicherlich ist 3 € Supp L(8) C Supp MM (B), und wegen v ~ 3
ist auch v € Supp L(3) C Supp MM (3). Somit ist '8,y € Supp M1 (B)’ unter der Annahme
B ~ 7 eine leere Bedingung. Ebenso kann nun die Bedingung '’a = f = v mod Z™’ durch
'S =~ mod Z" ersetzt werden. ©

Der Korollar reformuliert dies nur:

Korollar 5.4.4. (a)={fet" |f=a modZ" und 3; € Z>9 & a; €Z>o V1 <i<r}.

5.5 Beispiele

Die letzten Aussagen iiber die Gewichte von Untermoduln von M®(a) sowie von dessen ein-
fachem Quotienten L(«) beinhalten Aussagen iiber Z-Gitter und Ungleichungsbedingungen,
erdffnen also die Moglichkeit, die auftretenden Gewichte in t* als Punkte im k™ = t* aufzu-
fassen und dort geometrisch zu beschreiben. Zur besseren Visualisierung folgen also ein paar
Beispiele von Gewichtsgittern von M) (a) sowie den Relationen ~ und ~.

Beispiel 5.5.1 (Die winzige Weylalgebra). Wir beginnen mit A = k[z,0] = € Sym(t) -
a€eZ

2@t = span,, {20}. Fiir jedes M) (a) ist Supp MM (a) = a + Z das Gewichtsgitter und sieht

wie folgt aus:

k
——t—e+—o+—o6+—e6+—o6+—o6+—o+ —H+—o+—o+—

0 «

Abbildung 1: Gewichtsgitter eines M (o) mit o = 2.7

Wir wollen die Frage untersuchen, fiir welche 5,y € a + Z die Relation § ~  erfiillt ist. Es

muss zwischen folgenden zwei Féllen bei der Wahl eines o € V(ker(¢p)) = t* = k unterschieden
werden:

1. a ¢ Z: In diesem Fall gilt nur die Gitterbedingung, aber die Ungleichungsbedingungen sind
leer. Daher erhilt man stets dasselbe Bild: Egal, fiir welches 5 € a4+ Z man das Erzeugnis
von M (a)(g) betrachtet - man bekommt immer den gesamten Modul M ™) («) zuriick.

k
Om o o e e —
B 0 @

Abbildung 2: Gewichtsgitter eines M (a) mit a = 2.7 und Gewicht 5 = —1.3 - alle Gewichtsriume
werden durch ~ erreicht
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Liegt 3 erst gar nicht im Gewichtsgitter o + Z, so ist M) (a)(g) = (0) und man erhlt
blof den trivialen Untermodul.

Abbildung 3: Gewichtsgitter eines M (a) mit o = 2.7 und Gewicht 8 = 1 - kein Gewichtsraum wird
durch ~» erreicht

Also gibt es keine echten Untermoduln, und es ist g ~» v fiir alle 5,7y € a + Z.

2. a € Z: Im zweiten Fall wird das Bild etwas vielféltiger. Hier ’'aktiviert’ a € Z die Un-
gleichungsbedingungen, es konnen folgende Situationen eintreten: Spielen wir die drei
Moglichkeiten fiir o > 0 durch, in den Abbildungen ist zum Beispiel @ = 3 gewéhlt. Hier
ist genau dann "~ 7, wenn fir 8 < 0 auch v < 0 ist. M(l)(a)(m erzeugt hier also einen

nichttrivialen Untermodul.

—e ® ® ® W
B 0 a

Abbildung 4: Gewichtsgitter eines M («) mit o = 3 und Gewicht 8 = —2 - nicht alle Gewichtsrdume
werden durch ~ erreicht und man erhélt einen nichttrivialen Untermodul (rosa)

Ist dagegen 8 > 0, so greift die Ungleichungsbedingung auch wieder nicht und man erhélt
den gesamten Modul MM (a) fiir @ A, MV (a) ().
veZ

A k
—e ® ® ® ® ® C ® @ ® D—>
0 I¢] o

Abbildung 5: Gewichtsgitter eines M(a) mit o = 3 und Gewicht 8 = 1 - jeder Gewichtsraum wird
durch ~ erreicht

Ist 3 wieder nicht mal im Gewichtsgitter o+ Z, so ist M) (a)s = (0) und der zugehorige
Untermodul ist trivial:

Abbildung 6: Gewichtsgitter eines M (a) mit o = 3 und Gewicht 3 = 3.8 - kein Gewicht wird von
B aus durch ~» erreicht

Als letztes wird untersucht, was fiir integrales @ < 0 passiert - dies unterscheidet sich
kaum vom Fall o > 0 und wird daher nicht ndher erldutert.
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!

Abbildung 7: Gewichtsgitter eines M () mit a = —2 und Gewicht 8 = 1 - nicht alle Gewichtsrdume
werden durch ~» erreicht und man erhélt einen nichttrivialen Untermodul (rosa)

—0 o O O e
(6%

(=N |

Abbildung 8: Gewichtsgitter eines M (a) mit o = —2 und Gewicht 8 = —4 - jedes Gewicht wird von
B aus durch ~» erreicht

Abbildung 9: Gewichtsgitter eines M (a) mit a = —2 und Gewicht 3 = 3.8 - kein Gewichtsraum
wird von 8 aus durch ~» erreicht

Noch schnell ein Blick auf die andere Weylalgebra mit eindimensionaler ’Cartan’:

Beispiel 5.5.2 (Die zweitkleinste Weylalgebra).

Betrachte hier A = k[z, 21, 9] = @ Sym(t)-2(®), t = span,, {xd}. Wieder ist fiir jedes M) (a)
acZ
das Gewichtsgitter gerade o + Z. Weil die Ungleichungsbedingungen von Satz 5.4.2 allerdings

nur fiir 1 <4 < r aktiviert werden und fiir A = k[x, 271, 9] nach Definition r = 0 ist, ist hier
in der Frage nach 8 ~ ~ nur die Gitterbedingung zu beachten. Und aus der folgt, dass g~ vy

genau fiir alle 5,7 € a 4+ Z gilt. Fiir die Untermoduln, die von M(l)(a)(ﬁ) erzeugt werden,
heifit das, dass sie entweder (0) oder das ganze M) (a) sind. Also gibt es keine nichttrivialen
Untermoduln.

Nun haben wir ja gesehen, dass sich jede Weylalgebra durch Tensorieren dieser beiden kleinsten
Weylalgebren zusammenfiigen ldsst. Was heifit das fiir unser Bild mit dem Gewichtsgitter?

Beispiel 5.5.3 (Eine etwas grofliere Weylalgebra). Hier wird nun das Bild untersucht,
das sich fiir A = k[xy,22,01,02] und t = spany, {m1,m} ergibt. Die komplette Beschreibung
aller moglichen Félle wire sehr lang, daher werden hier alle Konfigurationen ausgelassen, fiir
die A M (1)(a)(ﬂ) entweder Null oder alles ist (insbesondere konzentrieren wir uns auf o € Z?):
Nur die echten nichttrivialen Untermoduln sind schliellich von Interesse.
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(¢) a1 < 0,2 > 0: Hier a = (—2,2) (d) a1 < 0,a2 < 0: Hier a = (-4, —3)

Abbildung 10: Gewichtsgitter eines M (1)(a) und seine drei nichttrivialen zyklischen Untermo-
duln, erzeugt von M) (a) gy (fiir B*-Beispiele aus den jeweiligen Quadranten).

In diesem Beispiel kann man schon sehen, wie oben rechts der einfache Kopf L(«a) stehen bleibt,
wenn man den bunten maximalen Untermodul rausteilt. In der Tat sind gerade diejenigen
v ~ «, die zusammen mit « im jeweiligen ausgesparten Quadranten im Gewichtsgitter sitzen.
Man erhélt also folgende Aufteilung von Z2 C t* in Regionen (a):

k

o o o o ZT2 o o o o o
° o o o o ° ° o o o
° o o o ° ° ° o o o
o o o o ° o o o o o
o o o o ° o o o o o

Abbildung 11: Aufteilung des Gewichtsgitters der Weylalgebra in die Regionen ().
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Beispiel 5.5.4 (Noch eine Weylalgebra).

Im Unterschied dazu ist das Bild fiir A = k[z1, 2, mQ_I, O1,02) und t = spany, {m, 72} ein etwas
anderes. Zwar hat t dieselbe Dimension, und es ist immer noch das Z?-Gitter im t* = k2, welches
fiir die einzigen interessanten Untermoduln sorgt. Aber wie schon in Satz 5.4.2 gesehen, sind in
diesem Fall weniger Ungleichungsbedingungen ’aktiv’. Fiir den Vergleich ziehen wir wieder die
gleichen Gewichte wie im obigen Beispiel heran, um zu sehen, was sich verindert, wenn man
ein xi_l hinzunimmt.

kﬂ'g k?TQ
° o . . o o o o o ° ° ° o . o o o o o
° o o . . o o ] o o ° Ll ° o . o o o o ]
L] o o . . o © o o o ° ° ° o . o o o o o
o
©o o o o o o o o o o © o o o o o o o o o
© o o o o o o o o o © o o o o o o o o o
km kmy
© o o o o o o o o & o o o o o o o o &
° o o . . o o o o o ° ° ° o . o o o o o
o . ® . . o o o o o ° ° ® o . o o o o o
Ll o ﬁ . . o o o o o Ll Ll 5 o . o o o o o
©o o o o o o o o o o © o o o o o o o o o
(a) a1 > 0,2 > 0: Hier a = (2,3) (b) a1 > 0,2 < 0: Hier a = (0, —3)
k7T2 kﬂ'g
o o o o e © o 0 0 o o o o o © o 0 0 O
o ] ) o o o o @® L] L] o o o o o o o ® L] L]
o o o o o ° ° ﬁ o . o o o o o L] ° ﬁ o o
o o o [} o ° ° o o . o o o o o L] o o L] L]
«
o o o o o ° ° o o . o o o o o ° L] Ll o o
k}ﬂ'l kﬂ'l
o o o o o c o o o 8 o o o o c o o o 8
o o o o o © o o o o o o o o o © o o o o
o ) o o o ° o L] L] L] o © o o o ° o o L] L]
«
o o ] o o ° ° o o . o o o ] o ° ° ° o o
o o o o o ° Ll o o . o o o o o Ll ° Ll o o
(c) a1 < 0,2 > 0: Hier o = (—2,2) (d) a1 < 0,2 < 0: Hier o = (—4, —3)

Abbildung 12: Gewichtsgitter eines M (") (a) und seine Untermoduln fiir unterschiedliche Vor-
zeichenkonfigurationen von «. Hier gibt es deutlich weniger verschiedene Untermoduln, weil nur
noch das Vorzeichen von (37 bei der Beschreibung eines Untermoduls von Bedeutung ist.

Hier kann man sehen, wie im Unterschied zu obigem Bild eine Ungleichungsbedingung weniger
aktiv ist: Soll der Gewichtsraum zu 8 (aus dem Gewichtsgitter) einen Untermodul erzeugen,
so spielt nur noch das Vorzeichen von [, eine Rolle, wihrend das Vorzeichen von (5 bedeu-
tungslos geworden ist. Die wegfallende Ungleichungsbedingung duflert sich darin, dass weniger
verschiedene echte Untermoduln entstehen, und damit bekommt man auch nur zwei nichtiso-
morphe einfache Moduln: Man erhilt in diesem Fall also eine andere Aufteilung von Z2 C t* in
Regionen («).
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k7T2

Abbildung 13: Aufteilung des Gewichtsgitters der Weylalgebra k[z1,z2, 25,1, 2] in die Regionen
(a).

Bemerkung 5.5.5. Nun ist es allerdings so, dass diese Regionen («) unendlich viele Punkte
im k2 umfassen, und zwar derart, dass ihr Zariski-Abschluss der ganze k? ist. Fiir jedes a € t*
ist damit (o) = k2, und damit sind die () nicht mehr unterscheidbar, obwohl sich vor dem
Abschlieflen so eine nette Aufteilung in verschiedene Regionen ergab. Theorem 3.2.17 sagt uns,
dass es nur genau einen Annihilator von einfachen Moduln in A-grmod fiir die Weylalgebra A
gibt. Das ist auch gut so, denn der Annihilator ist ein zweiseitiges Ideal in A, wovon es aber

nur das Nullideal gibt, weil die Weylalgebra nach Proposition 5.1.9 einfach ist.

Im Folgenden miissen wir uns also auf die Suche nach anderen Algebren mit interessanteren
Annihilatoren machen. Wir werden fiindig, wenn wir unsere Weylalgebra etwas abwandeln.

5.6 Die Algebra BX fiir die verallgemeinerte Weylalgebra

In diesem Abschnitt beschreiben wir, was mit der verallgemeinerten Weylalgebra A beim
Ubergang zur Algebra BX geschieht. Insbesondere wollen wir untersuchen, wie die Regionen
(o) in V(ker(¢)) aussehen. Dazu miissen wir V(ker(¢)) und das Gewichtsgitter Supp (BX)
beschreiben. Zunéchst verschaffen wir uns aber einen Kurziiberblick iiber die bisher zusammen-
getragenen Informationen rund um die unverdnderte Weylalgebra (um bei den nachfolgenden
Umformungen darauf zuriickgreifen zu kénnen und nicht die Ubersicht zu verlieren).

Bemerkung 5.6.1 (Ubersicht fiir die Weylalgebra .A).

e Die Konfiguration:

- A = k[xl,...mhxf_&l,...,xfl,al,...76n]
— tzspank {771,...,7T.,L | v :szaz}
—¢=incl:t— A

Sym(t) = Ag = k[m1, ..., m)

— «a € t* korresponiert zu m, C Sym(t),
m, = ker(a) = (m1 — a(m),...,m — a(my,))

e Die Gewichte von A =P A, bilden ein Gitter:

act*

Supp (A) =2Z" C k" = t*

e Die Gewichte von Moduln in O liegen in V (ker(¢)) = t* (Lemma 2.4.9).
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Wir fixieren nun einen Unterraum g C t. Wie im Technikkapitel 4 beschrieben, kann man nun
zunéchst einmal zur Unteralgebra

A? ={a e Al [o(g),a] = 0}

der Invarianten von A unter der Wirkung eines Unterraums g C t iibergehen, um hiervon
anschliefend den zentralen Quotienten

BX = A%/(g - x(9))

mit x € g* zu bilden. Die folgende Ubersicht beruht auf dem Technikkapitel 4.4 iiber die
Eigenschaften von BX, angewendet auf die Weylalgebra.

Bemerkung 5.6.2 (Ubersicht fiir BX).
e Die Konfiguration:

Bx = A%/(g — x(g))A®

— t:=spany {m1,...,7, | 1 = 2;0;}

— ¢ =projoincl: t — A% — A?/(g — x(9))
— Sym(t) = k[my, ..., 7]

a € t* korresponiert zu m, C Sym(t),
m, = ker(a) = (m — a(m),..., ™ — a(my,))
e Die Gewichte von BX = @ .. (BX), bilden nach Lemma 5.3.7 ein Gitter:

Supp (BX) = Supp (A?) =Z"NV(g) C k" =t

e Die Gewichte von Moduln in O liegen Lemma 2.4.9 kombiniert mit Lemma 4.4.5 zufolge
in
V(ker(¢px)) =V (ker(incl)) N V(g — x(g)) = V(g — x(9))-

Definition 5.6.3. Zur besseren Unterscheidung der Regionen (o) beziiglich der Algebren A
oder BX werden die Regionen von nun an im Index mit der zugrundeliegenden Algebra gekenn-
zeichnet, also (a)px oder {a) .

Nach wie vor sind wir an den Regionen (o) px interessiert, die sich innerhalb von V (ker(¢px)) =
V(g — x(g)) befinden. Wir wollen darum jetzt den affinen Raum V(g — x(g)) C t* explizit
beschreiben. Dazu verwenden wir wie immer die Identifikation

7T;k = €;
und erinnern uns, dass laut Lemma 5.3.1
[Wi,l‘j] = (51'3".73]‘ = 7T;(7Ti)~ﬂi‘j

gilt, das heifit, 77 ist das Gewicht der adjungierten t-Wirkung auf z; € A. Ebenso gilt [g, z;] =

77 (g) - ¥;. Entsprechend definieren wir

Definition 5.6.4 (Besondere Punkte in g* C t*). Wir setzen
n = milg.

Die n; sind die Gewichte der auf g eingeschrinkten adjungierten Wirkung. Sie eignen sich zur
Beschreibung von V(g — x(g)):
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Lemma 5.6.5. Es gilt
V(g —x(9) ={a=(a;); € k" | Zami =x 1}
i=1

wobei hier die Identifikation von k™ und t* vermoége der Basis 7], ..., 7 verwendet wird. Man
betrachtet @ wahlweise € k™ oder € t*.

Beweis. Man formt ein paarmal um:
V(g — x(g)) = {m € m-Spec(Sym(t)) | g — x(g) C m}
={aet’|g—x(g) Cker(a)}
={a et [a(g) = x(9)}
={aet [alg=x}
= {(ai)i € K" | Y aimflg = x}
={(a)i € k™ | > aim = x}. @

Damit ist V(g—x(g)) ein Translat des Unterraums V' (g) um . (dass es sich bei V(g) tatséchlich
um einen Unterraum von t* handelt, wird mit y = 0 ebenfalls aus obiger Darstellung von
V(g — x(g)) deutlich).

Bemerkung 5.6.6. Eine praktische Anmerkung: Unter der Identifikation von t* mit k™ kann
man also a = ) . a;m} und ebenso n; =Y . (n;);7} und x = >_.(x):7; in dieser Basis schreiben.
Dann hat die Bedingung > ; a;nm; = x die Form

(m)h - (h a1 (X)1

M o e )\ o (O

Fiir x = 0 bedeutet dies, dass man « orthogonal zu dem Unterraum wéhlt, der von den Zeilen
der Matrix aufgespannt wird. Da die 7; keine Basis von t* oder auch nur g* bilden (letzteren
aber erzeugen, siehe niichste Bemerkung), ist das Gleichungssystem iiberbestimmt.

Definition 5.6.7. Schreibe hierfiir kurz
V(g—x(g) ={a€k™[n-a=x1},
wobei 7 die Matrix ((1:);),; ; € k" sei.

Bemerkung 5.6.8. Es gilt, dass {n,...,n,} denselben Rang wie g hat. Denn sei g,..., gk
eine Basis von g innerhalb von t, und schreibe

n
9i = Z GijTs-
j=1

Sei g7, ..., g; die duale Basis von g*, und schreibe die 7; in dieser Basis:

k

%

nj = Z Cjig; -
i=1

Dann gilt
cji = nj(g:) = ﬂ;(gi) = Gij>
damit sind die Matrizen (c;;);; und (g;5);,; Transponierte voneinander und haben denselben

Rang. Weil der Rang von (g;;):,; gerade die Dimension von g bzw. g* ist, wihrend der Rang
von (¢j;);; genau der Rang von {n,...,n,} ist, folgt die Behauptung. Die 7; erzeugen also g*.
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5.7 Ein weiteres Beispiel

Wir rechnen nun ein weitere Beispiele fiir Gewichtsgitter aus, diesmal allerdings fiir die defor-
mierte Algebra BX.

Beispiel 5.7.1 (Das kleine BXeispiel). Wir gehen von der Weylalgebra A = k[z1, 22, 01, 02
aus. Dazu gehoren t = spany {m, m2}, sein Dual t* = span, {7}, 75} und darin das Gewichtsgitter
Z? der Weylalgebra A.

T2 T2

1 ﬂ-ik

(a) t aufgespannt von 71 und 72 (b) t* aufgespannt von 77 und 75 mit Ge-
wichtsgitter Zn} + Z735

Abbildung 14: Ausgangssituation fiir A = k[z1, z2, 61, 02]

Wir wéhlen jetzt einen Unterraum g C t, sagen wir g = span; {m — 272}, und bezeichnen
m1 — 2w nun mit g. Unter 7; — 7 kénnen wir g* C t* auffassen als Span von A := nf — 273.
Diesbeziiglich haben die n; = 7} |y € g* = span,, {g*} die Gestalt 71 = X, 72 = —2\. Im Bild
sieht dies folgendermaflen aus:

) T2
2
1 m 71"{
g A
g g"
(a) Der Unterraum g C t erzeugt von g (ein- (b) Der Unterraum g* C t* erzeugt von A so-
gekringelt) wie 1 und 72 (eingekringelt)

Abbildung 15: Die Wahl eines Unterraums g aufgespannt von g = m1 — 272
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AuBlerdem bestimmt man

Vig) = {act’ |a(g) =0}

) 2

1 1
{(al,ag) € k2 | gal 72*0&2 = O} = {(al;%) € kz}

und erinnert sich daran, dass nach Bemerkung 4.4.3 die Gewichte von A® nun in Z2 N V(g)

liegen:

Dies fiihrt zu folgendem Bild:

Supp (A%) = Z2 NV (g).

™
o o o . o o o o o o T}
g* o o o o o
(a) Der Unterraum V (g) C t* (b) Der Schnitt von V(g) mit Z2
Abbildung 16: Bestimmung des Trigers Supp (A?) = Z* NV (g)
Jetzt gehen wir zum zentralen Quotienten BX {iber. Dazu wéhlen wir ein x € g*, sagen wir
X = —A. Nach Lemma 2.4.9 sowie Lemma 4.4.5 miissen wir unsere Regionen (a)px innerhalb

des affinen Unterraums

1 2
{(anan | i -

V(g — x(9))

suchen. Dazu wieder ein Bild:

o

— Qg = -1

5

|

{(v22)} -

(a) Der affine Unterraum V(g — x(g))

(b) Der Schnitt V(g — x(g)) N Z2
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Weil wir in Korollar 4.4.7 festgestellt haben, dass (a)px = (a)4 NV (g — x(g)) gilt, erinnern
wir uns rasch an die Beschreibung der Regionen («) 4 der naturbelassenen Weylalgebra A aus
Grafik 11, Beispiel 5.5.3:

Abbildung 17: Aufteilung des Gewichtsgitters der Weylalgebra in die Regionen (a).4.

Nun brauchen wir nur noch beide Bilder iibereinanderzulegen, um die Regionen (a)px fiir die
deformierte Weylalgebra BX zu erhalten:

Schlieflich kénnen wir die Regionen abschliefen und erhalten - fiir unterschiedliche Elemente
a € V(g —x(g)) - folgende Bilder:
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™5 5
my T
(@)
U]
T 5
/] <a> J
ﬂ - f 77 7T>f

Abbildung 18: Die Regionen (o) vor und nach dem Abschliefien
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6 GEOMETRISCHE BESCHREIBUNG DER ABGESCHLOSSENEN REGIONEN (o) 5,
FUR BX (HERVORGEGANGEN AUS DER WEYLALGEBRA)

6 Geometrische Beschreibung der abgeschlossenen Regio-
nen @Bx fiir BX (hervorgegangen aus der Weylalgebra)

6.1 Allgemeine Resultate iiber Zariskiabschliisse von Gitterpunkt-
konfigurationen

Wir sahen in den Beispielen des letzten Kapitels bereits, dass sich im Fall der Weylalgebra
offensichtlich Z-Gitter ins Bild schleichen. Auflerdem wurde deutlich, welchen Einfluss die Un-
gleichungsbedingungen aus Satz 5.4.3 haben - die abstrakten Regionen aus dem Theorem 3.2.17
iiber die Korrespondenz zwischen abgeschlossenen Regionen und primitiven Idealen haben hier
einfach die Form von konvexen Polytopen. Hier folgen daher ein paar technischere Aussagen zur
konvexen Geometrie und zu Gittern, die sich nachher auf die Regionen @BX beziehen lassen.
So unanschaulich sie vielleicht erstmal aussehen mogen, leisten sie im Nachhinein gerade der

Intuition fir die Regionen («) 5, wertvolle Dienste.

6.1.1 Geometrie konvexer Kegel und ein technisches Lemma

Zunichst fithren wir konvexe Polyederkegel ein. Die nun folgenden Aussagen sind sdmtlich
[Oda88] entnommen und leicht an unsere Belange angepasst. Sie bilden nicht nur technische
Grundlagen, sondern dienen auch dazu, mit dem Verhalten der unterliegenden Geometrie unse-
rer Regionen (o) px warm zu werden. Sei hier K C R ein Unterkorper (insbesondere betrachten
wir spiter K = Q), sei E ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum.

Definition 6.1.1 (Konvexer Kegel). Ein konvexer Kegel ist eine Teilmenge C' C F, sodass

Summen ¢ + ¢ fir ¢,¢ € C und nichtnegative skalare Vielfache ac fiir ¢ € C' und a € K>
wieder in C' enthalten sind.

Es handelt sich also um den K>g-Span einer gewissen Teilmenge von E. Folgendes ist der
Spezialfall mit endlichem Erzeugendensystem:

Definition 6.1.2 (Konvexer Polyederkegel). Eine Teilmenge C' C E, beschrieben durch

C= ZKZ()CZ' = {Z%‘Ci | alle a; sind in K>0} ,
i=1

i=1

heilt konvexer Polyederkegel.

Definition 6.1.3 (Dualer und Orthogonaler Kegel). Sei C ein Kegel (konvexer Kegel oder
konvexer Polyederkegel).

e CV:={ecE*|(e,¢) >0 VceC} ist der duale Kegel
e Ct:={c€E*|(e,c) =0 VceC} ist der orthogonale Kegel

Diese Definition ist natiirlich ebenso sinnvoll fiir eine beliebige Menge C' C E, nicht nur fiir
Kegel!

Hier sind zwei kleine Beispiele, wie CV und C* aussehen koénnen (unter Identifikation von E
mit E* unter (—, —)):
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cv C
CJ_
(a) Ein Polyederkegel (blau), sein dualer Kegel (b) Ein Polyederkegel (blau), sein dualer Kegel
(grau) sowie der orthogonale Kegel (rot) (grau) sowie der orthogonale Kegel (rot)

Abbildung 19: Ein weiterer Polyederkegel (blau), sein dualer Kegel (grau) sowie der orthogonale Kegel
(rot)

CV kann auch als Menge der Halbriume aufgefasst werden, die C' enhalten: Jedes ¢ € E*
definiert einen Halbraum aller Elemente aus E, auf denen e nichtnegative Werte annimmt.
Liegt C in diesem Halbraum, wird ¢ in die Sammlung CV aufgenommen!

Das Dualisieren eines Kegels hat die folgenden Eigenschaften:

Proposition 6.1.4 (Dualisierungstheoreme). Fiir konvexe Polyederkegel gilt
(c)’'=c
sowie das Farkas-Lemma:
C" ist wieder ein konvexer Polyederkegel.
Beweis. Siehe [Ful93, Kapitel 1.2]. ©

Man kann Kegel auch ’addieren’, indem man punktweise summiert: C; 4+ Co := {¢1 + ¢ | ¢1 €
C4, ¢z € C2}. Und sinnvollerweise definiert man —C := {—c | ¢ € C}. Dies sind natiirlich
wieder Kegel. Fiir den K-Span eines Kegels schreibt man K C. Damit ist KC = C + (—=C).

Lemma 6.1.5. Fiir das Dual der Summe gilt: (C; + C2)" = C,Y N CyY.
Beweis.

(C1+Cy) ={ecE | (e,¢) >0 VeeC+Cy)
={ec€E" | (g,c1) +(g,c2) >0 V3 €Ch,c0€Co}
={e€E"|{(g,c1) >20und (g,c0) >0 Ve €Cy,co €Cr}
=01 NGy, ©

Definition 6.1.6 (Inneres und Rand eines Kegels).

e int C' := das (relative) Innere des Kegels: Dies ist das Innere von C, aufgefasst im K-
Span von C in der K4™(KC)_Standardtopologie, geerbt als Unterraumtopologie von der
RAm(KC)_Standardtopologie. Die Bezeichnung als 'relatives Inneres’ riihrt daher, dass als
Referenzraum nur KC, nicht der ganze umgebende Vektorraum E herangezogen wird.
Dadurch haben auch niederdimensionale Kegel ein Inneres.
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e JC :=C'\int C ist der (relative) Rand des Kegels.

Bemerkung 6.1.7 (Seitenflichen eines Polyederkegels). Ist C ein konvexer Polyederke-
gel, so kann man den Rand des Kegels als Vereinigung seiner Seitenfléichen beschreiben: C' ﬂ{a}l
ist eine Seitenfliche des Kegels, mit ¢ € CV, also der Schnitt von C' mit dem Rand einer der
Halbriume, die unser C' enthalten (siehe Definition von C'V - der 'Rand eines Halbraums’ ist
gerade die Hyperebene mit (¢, —) = 0). Anmerkung: Wir nennen C' N {e}* nur dann eine
Seitenfldche, wenn C'N {E}J‘ C O - also darf ¢ nicht in C+ gewesen sein.

Folgende Proposition entspricht [Oda88, Lemma A .4, i-iii]:

Proposition 6.1.8. Sei C' konvexer Polyederkegel. Sei ¢ € C. Die folgenden Aussagen sind
dquivalent:

i) c € int C ist im Innern des Kegels.
ii) {(e,c) > 0 fiir jedes e € CV \ C+ C E*.
i) ¢V n{c}t =ct.

Beweis.

(i) = (ii): Fiir e € CV gilt stets (g,¢) > 0. Angenommen, es giibe ein e € CV \ C+ mit (g, c) = 0 fiir

unser ¢ € C. ¢ liegt damit in {e}", also auf der Seitenfliiche C'N{e}", also auf dem Rand
des Kegels - also ¢ ¢ int C!

(ii) = (iii): Ist (g,¢) > O fiir jedes ¢ € CV \ C+ C E*, so konnen unter denjenigen ¢ € CV, die

senkrecht auf ¢ stehen, nur solche aus koC in Frage kommen: CV N {C}J— C C*. Die
andere Inklusion ergibt sich aus den trivialen Inklusionen C*+ C CV sowie C+ C {C}L.

(iii) = (i): Wire unser ¢ nicht im Inneren des Kegels C, so liige es auf einer Seitenfliche C' N {e}",

fiir ein passendes € € CV, also ¢ € {c}J‘. Nach unserer Definition einer Seitenfliche darf e
aber nicht in C1 gewesen sein. Damit zeigt die Existenz von ¢, dass CV N {c}l £Ct.©

Damit sind die notwendigen Ingredienzen eingesammelt, um unser angestrebtes technisches
Lemma anzugehen. Es findet sich in [MVdB98, Lemma 7.1.1].

Lemma 6.1.9. Sei K C R ein Unterkorper, E endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Seien

A,y A € E*. Dann kann man die A’s auf eindeutige Weise in zwei Lager T':= {1,...,m} =
IUJ aufteilen, sodass Je € E, ¢ = (q1,...,qm) € K™ mit
e > g\ =0
i=1

>0, firiel
=0, firieJ

=0, firiel
® q; =
>0, firieJ

e (\ise) =Ai(e) = {

Beweis. Wir definieren zunéchst

W = Z K>o\i CE” der positive Span der \; (also ein Kegel),
H:=Wwn(-WwW) der maximale Untervektorraum von W,
C=WY:={zreFE|{wax)y>0VweW}CFE der duale Kegel,

Ct:={c€cE*|(e,2)=0V2 € C}C E"

Es folgt H = C+, denn
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o« OV =(WY)V=W:
Dies entspricht dem Dualisierungstheorem 6.1.4.

e Ct C H=CVN(-CV): e € C* bedeutet, dass (g,C) = 0, also (+e,C) > 0, was nach
Definition bedeutet, dass +¢e € CV, also e € CV N (=CV).

e HC Ct:ice H=Wn(-W) heifit, dass £c¢ € W liegt. Fiir alle x € C gilt daher
(e,x) > 0 und zugleich (—e,z) > 0, also (¢, z) = 0 fiir alle € C. Demnach ¢ € C-+.

Nun gilt {\i,..., Am} ={N | X € CEYU{N\; | Ay € CV\ C*}. Nutze diese Unterteilung, um
die Indexmenge in I und J aufzuteilen:

= {jlreC}
I ={i|xecV\cCt}

Nun gilt nach Proposition 6.1.8 fiir ein beliebiges e € int (C') C C C E, dass (A;,e) > 0 fiir alle
i € I sowie (A\j,e) =0 fur j € J:

Ersteres entspricht genau der Folgerung (c,e) > 0 fiir alle ¢ € CV \ C*. Letzteres folgt aus
CVn{eyt =Ct 3\ fiir alle j € J, denn damit ist A; € {e}", und somit ();,e) = 0.

Nun bleibt noch die Wahl geeigneter Koeffizienten q1,...,q,: Fir j € J gilt, dass auch
K>o(—X\;) C W, weswegen

m
0= g mit g, > 0, ¢/ > 0.

Aufsummieren iiber j € J liefert
keld
SD D ED ARSI S8
jeJ k=1 jeJ >0, kel
Dabei ist wegen
m
0:<an> = Zq}f()‘kae>zz qi 17 + ZQJ ]7
k=1 iel 35 >"0 jeJ 0

zwingend ¢; = 0 fiir alle ¢ € I, wie gefordert. ®

6.1.2 Konvexe Kegel und Gitter

Bei der Beschreibung der Regionen ( ) px flr die Weylalgebra spielen aber nicht nur die Kegel,
die bei uns den Ungleichungsbedingungen entsprechen, eine Rolle. Vielmehr miissen wir auch
endlich die Gitter einbringen, die von den Gewichten gebildet werden. Zuerst gieflen wir die
Anschauung in eine Definition:

Definition 6.1.10 (Gitter).

e Gitter: Ein (volles) Z-Gitter L in k™ ist der Z-Span einer Basis wy, ..., w, von k™:
L = spany (wi,...,w,) C span (wi,...,w,) = k™.

Dies ist eine additive Untergruppe von k™.

87



6 GEOMETRISCHE BESCHREIBUNG DER ABGESCHLOSSENEN REGIONEN (o) 5,
FUR BX (HERVORGEGANGEN AUS DER WEYLALGEBRA)

e Volles Untergitter: Die Teilmenge L’ C L C k™ heiflt volles Untergitter, sofern
L' = spany (vy,...,v,) und dim(L') = dim(L) = n.

Hierbei ist die Dimension des Gitters definiert als die Dimension des aufgespannten Un-
terraums von k™ (also sind vy,...,v, € L wieder eine Basis und L’ ist eine Untergruppe
von L).

Beispiel 6.1.11 (Standardbeispiel).

Das Standard-Z-Gitter ist gegeben durch L = spany (eq,...,e,) mit e; = i-ter Einheitsvektor.
Ein volles Untergitter darin wird beispielsweise durch L' = spany (v1,...,v,) mit v; = 2e;
gebildet.

Proposition 6.1.12. Sei hier K = Q und E ein Q-Vektorraum. Sei L C E volles Z-Gitter.
Seien ¢ = (q1,.--,qm) € Q™ und Ay,..., A\, € E* mit einer Zerlegung T = {1,...,m} = IUJ
wie oben.

Definiere

C:={zel| Nz =N(@)<qViel}
und

E' = () ker()))
JjeJ

sowie

C" = {zecE|(\,z)=\(x) <q; Vje T}
Dann folgt

i) C'"N(L+ E') ist endliche Vereinigung von Translaten von E’.
i) CNL=C"N(L+FE).

Bevor wir den Beweis in Angriff nehmen, machen wir zwei Bemerkungen zur Veranschaulichung
dieser Aussage.

Bemerkung 6.1.13 (E’ als Schnitt von Hyperebenen auffassen). Der Raum E’ aus der
Proposition ist der Schnitt der Kerne von A; fiir j € J. Diese Kerne sind Unterrdume der
Dimension dim(F) — 1, also Hyperebenen in E (benutzt man die Identifizierung von E mit E*
tiber (—, —), so ist A; ein Vektor, der senkrecht auf der zugehérigen Hyperebene steht). E’ ist
also der Schnitt dieser Hyperebenen.

Bemerkung 6.1.14 (Anschauung fiir C’ N (L + E’)). L+ F’ kann man sich so vorstellen,
dass man das Gitter L nimmt und in jedem Gitterpunkt den Raum E’ anklebt. E’ ist nach
der vorigen Bemerkung ein Schnitt von Hyperebenen. Anschlieend wird dieses Arrangement
mit einem Polyederkegel C’ geschnitten, der durch Ungleichungsbedingungen definiert ist. Liegt
jedoch ein bestimmter Gitterpunkt in C’, so gilt dies auch fiir die komplette Kopie von E’, die
in diesem Punkt angeklebt war. Das liegt daran, dass

E = ler()\j) ={zcE|(\,z)=)\(x)=0VjeJ}

ist. So muss bei der Uberpriifung, ob Gitterpunkt + E’ in
C'={zeE|(\,z)=X\(z) <q; VjeJ}
enthalten ist, nur ();, Gitterpunkt) < g; untersucht werden. Es folgt

C'N(L+E)=(C'NL)+ E".
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Beweis.

i) C'"N(L+ E') ist endliche Vereinigung von verschobenen E’:

Man betrachtet das Bild einer Abbildung C’ N (L + E') — Q7 und zeigt einerseits,
dass das Bild nur aus endlich vielen Punkten besteht, dass aber andererseits jedes Urbild

aussieht wie ein Translat von E'.
Definiere f: C'N(L+E') — Q7 durch z — ()\;(z))je. Dieses Bild ist diskret und
beschrinkt, also endlich:

e Diskret: Das Bild von f ist gerade f(C’' N (L + E’)) = f(C' N L): SchlieBlich ist

E' C ker(f) sowie C' = C’ 4+ E’ nach Definition von C’. Es folgt fiir c =+ e €
C'N(L+ E'), dass es ein ¢ € C' gibt mit Il = c—e =¢ € LNC'. So hat man
elementweise fiir jedes f(I +e¢e) € f(C'N(L+ E")), dass

fl+e)=f() e f(C'NL).

Nun ist f rational und so besteht das Bild der Gitterbasis von L aus rationalen
Punkten pg. Das Bild f(L) ist damit enthalten in dem gestauchten Standard-Z-
Gitter mit Stauchfaktor = kleinstes gemeinsames Vielfaches der Nenner, die bei den
pi auftreten. Dies ist diskret in E.

Beschrinkt: Die obere Grenze liegt nach Definition von C” bei A;(z) < g¢; fiir alle

j € J, die untere Grenze findet sich wegen \; = —C%_ Zke‘,’k# cp A\ bei
1
Aj(@) = . Z k()
) ked k#j
1
= Z Ckqk-
1 ked k#j

Die Fasern von f sind tatséchlich Translate von E':

FUOG@) = o' €00 (L +B) | A(e!) = Al) Vj € )
= {2 eCN(L+E)| N —z)=0VjeJ}
= {2’ €L+ F | (@) <gund \j(z' —2) =0Vj € J}
={+zeL+FE|\(+x)<g und \;(e') =0Vj € J}
durch Substitution ¢’ := 2’ — z
= {+axeL+E|)N()=0VjeJ},
denn \;(¢/ +z) = \j(z) < ¢; war vorausgesetzt,
={e(L+F)—z|d€F} +
= E' +uz,
denn 0 € (L + E') — z, weil x selbst in L + E' war
und damit E' C (L+ E') — z.

Damit ist die erste Aussage der Proposition gezeigt.

i) CNL=C"Nn(L+E'):
Die Inklusion CNL C C'N (L + E’) ist klar, da C € ¢’ und L C L + E’ gelten. Wir
verwenden nun wieder die Abbildung f: C'N(L+E’) — Q7 aus Teil (i). Eingeschrinkt
auf C'N L dndert sich nichts an ihrem Bild:

e f(CNL)=f(C'"N(L+E")):Seil+e € C’"N(L+E')mitl € L und ¢ € E'. Dann

ist

fl+e) =\l +e))jes = (Aj(1)jer
weil A;(e’) = 0 fiir alle ¢’ € E’. Wir miissen nun den Gitterpunkt ! so verschieben,
dass er in C' N L liegt, ohne etwas am Wert von f(I) zu dndern, um ein Urbild zu
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finden, das bereits in C'N L ist. Dazu iiberlegt man sich zuerst, dass man den Punkt
e aus Lemma 6.1.9 mit der Eigenschaft

D, e) = Ai(e) = {> 0, firiel

=0, firieJ
durch einen Punkt im Gitter L mit derselben Eigenschaft ersetzen kann, die Wahl
dieses neuen e’s dndert insbesondere nichts an der Aussage von Lemma 6.1.9. Dies ist
moglich, da e € E = spang {Gitterbasis} rationale Koordinaten hat und durch Um-
skalieren (unter Beibehaltung oben genannter Vorzeichen) in das Z-Gitter {iberfiihrt
werden kann. Nun ist f(I 4+ Ze) = f(I), weil A\j(e) = 0 fur alle j € J nach Konstruk-
tion von e ist, und zugleich liegen Punkte der Form [ + Me fiir M € N tatséchlich
in L. So bleibt nur noch, M in | — Me grof} genug zu wihlen, um A\;(I — Me) < ¢;
fur alle ¢ € I zu erreichen. Die Ungleichungen A(I — Me) < ¢; fiir alle j € J sind
ohnehin erfiillt, und somit ist [ — Me unser gesuchtes Urbild in C'N L.

o Jetzt zeigen wir, dass fiir £ € im(f) die Menge f~1(£) N (C' N L) Zariski-dicht in
f7L(€) ist: Fiir das Urbild f=1(¢) gilt f~1(&) = o + E’ fiir ein x € f71(£), also ist
(x+ E)Yn(CNL) dicht in z+ E
zu zeigen. Stattdessen zeigt man hier die dquivalente Aussage
E'N(C—z)Nn(L—2z) dicht in £,

sodass man [VdB91, Lemma 3.4] anwenden kann (da z € f~1(¢) als Gitterpunkt
gewéhlt werden darf, gilt L —x = L). Es besagt, dass der Schnitt C'N L eines Kegels
C={yeE| My <& VYiel} mitenem vollen Gitter L C E genau dann dicht
in E ist, wenn es ein é € E gibt mit (\;,é) < 0 fiir alle i € I (alles iiber Q). Man
definiert also

= F
= E'NL
= {yeE| Ni,y) < — (\yx) Viel}

Q 0
i

und priift, ob davon die Voraussetzungen des Lemmas erfiillt werden:

— L ist ein volles Gitter in E: Wir miissen fiir ein v € E schen, dass es im Q-Span
von L = E'N L ist. L spannt E auf. Das bedeuet, dass ein v € E C E sich
in der Gitterbasis lq,...,[, schreiben lisst, die Koeffizienten sind dabei in Q.
Mult1phz1ert man v mit dem kgV der Nenner, so erhélt man einen Gitterpunkt

in L N E. Das zeigt, dass v im Q-Span von L ist, also ist L ein volles Gitter in
E.

— Es gibt ein é € E mit (\;, &) < 0 fiir alle i € I: Diese Rolle wird von é := —e mit
dem e aus Lemma 6.1.9 (angewendet auf E, {1,...,m} = I) erfiillt.

e Daraus folgt nun, dass CNL = C' N (L + E') gilt: Wie in Punkt (i) gesehen, ist
C'N(L+ E') endliche Vereinigung der Fasern f~1(¢) von f. Schlieflen wir also CN L
ab, so kénnen wir das fiir die endlich vielen Schnitte f~1(£) N (C' N L) einzeln tun
und erhalten mithilfe des letzten Punkts

cni= U rncnn= U le=cnc+e)

endlich viele & endlich viele &

was zu zeigen war. ©
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Ein bisschen versteckt konnte man im Beweis sehen, dass beim Abschlielen von C'N L folgendes
passiert:

e Die Ungleichungsbedingungen von C werden in zwei Lager I und J aufgeteilt.

e Diejenigen J Ungleichungsbedingungen, die - auf einen geeigneten Unterraum von E ein-
geschriankt - einen beschrinkten Polyeder beschreiben, bleiben auch nach dem Abschluss
erhalten und ergeben C’. Darin befinden sich endlich viele Gitterpunkte aus L.

e Die anderen I Ungleichungsbedingungen gehen beim Abschlieflen verloren, da in den
zugehorigen Halbrdumen unendlich viele Gitterpunkte liegen.

e Dafiir wird E’ an die endlich vielen Gitterpunkte im Polyeder geklebt.
e Damit wird der gesamte Schnitt C'N L nur noch mit Hilfe von A;, ¢; (j € J) beschrieben.

Bemerkung 6.1.15. Es gilt also
I
LnC=JE +8&)
i=1

fiir endlich viele §; € F, die Reprisentanten fiir jede Kopie von E’ sind. Dieselbe Aussage gilt
natiirlich auch fiir eine um « € E verschobene Polyederkegel-Gitter-Konfiguration:

p
LNC +a =LNC +a = [JE +@i+a).
i=1

Bemerkung 6.1.16. An dieser Stelle sind die §; einfach nur irgendwelche Reprisentanten
der jeweiligen Kopie von E’. In den spiteren Anwendungen werden ganz bestimmte Wahlen
getroffen.

Ferner konnen die beiden folgenden Korollare aus der Proposition gewonnen werden:

Korollar 6.1.17. Fiir xz € L folgt

(z+CNL)N(CNL)=z+CNLNCNL
schema-theoretisch.
Beweis. Siehe [MVdB98, Korollar 7.1.4]. ®

Lemma 6.1.18. Ist C' N L Zariski-dicht in E (Objekte wie in der Proposition), so folgt fiir
v,feL: JaeCNLmita+y eCNLunda+vy+8 €CNL.

Beweis. Siehe [MVdB98, Lemma 7.1.5]. ©)

6.2 Die Berechnung von @BX

In diesem Abschnitt fithren wir nun wirklich die geometrische Beschreibung der abgeschlossenen
Regionen e

(a)px C V(g—x(9) C k"
durch. Vor allen Dingen mé&chten wir sehen, dass es nur endlich viele verschiedene abgeschlossene
Regionen gibt.

Bemerkung 6.2.1. Der moralische Grund dafiir, dass es nur endlich viele abgeschlossene Re-
gionen gibt: Je weniger Ungleichungen aktiv sind, desto mehr wird beim Abschluss verklebt.
Eine groflere Anzahl aktiver Ungleichungen geht jedoch einher mit Integralitéitsbedingungen,
die nur von endlich vielen Punkten erfiillt werden.
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Wir treffen dabei von nun an die Annahme, dass g C t rational gegeben sein soll, das heif}t, die
Koeffizienten in den definierenden Gleichungen beziiglich der Standardbasis 71, . .., 7, sollen in
Q sein.

Eine Konsequenz davon ist das nachfolgende Lemma:

Lemma 6.2.2. Sei g und damit auch V(g) rational, das heifit, die n; seien in Q™. Dann ist
Supp BX dicht in V(g).

Beweis. Aus Lemma 5.3.7 ist bekannt, dass Supp BX = V(g) N Z" ist. Dieses Gitter spannt
V(g) auf, denn man kann eine Basis von V(g) = {a € k™ | n-a = 0} in Q™ und - durch Erweitern
mit dem kgv aller Nenner - auch eine Basis in Z" finden. Daraus folgt, dass V(g) N Z™ = V(g)
ist [VdB91, Lemma 3.4]. ®

Zur Erinnerung:

V(g—x(8) ={a=(whcicn €k | > aim=x}.

i=1
Damit ist V(g — x(g)) ein Translat des Unterraums V (g) von k", fiir beliebiges oo € V(g — x(g))
hat man

V(g —x(g) = a + V(g).

Auflerdem erinnere man sich hier an Korollar 5.4.4, wonach
(a={yet |y=a modZ" undy;, €Z>9 & a; €Z>9 V1 <i<r}
fiir die Regionen bzgl. A galt, und an Korollar 4.4.7:

(@ = (@)anV(e—x(g))

Wir wollen nun diese Resultate so umformulieren, dass sie in das Polyederkegel-und-Gitter-
Setting hineinpassen, das im letzten Abschnitt entworfen wurde. Als erstes nehmen wir uns
die Indexmenge der ’aktiven Ungleichungen’ fiir (o) px vor: Nur fiir 1 <1 < r, a; € Z entste-
hen Ungleichungsbedingungen an die Punkte in («)px. Diesen Indizes miissen wir gesonderte
Aufmerksamkeit schenken. Definiere also fiir o € V(g — x(g)) die Indexmenge der ’aktiven
Ungleichungen’ durch

T, ={i|1<i<r o €Z}.

Die (vorlaufige) Vorzeichenkonfiguration s, von « ist dann definiert als

a)i =+1, i >0
5o € {£1}7> durch (sa)i =+ wenn a
($a)i =—1, wenn a; <O0.
Der zu « assoziierte Koordinatenkegel ist
A, = {yet'|sgn(v;) =sgn () fiiralleieT,}
= {yet' |y >0, wenn a; >0, ~; <0 wenna; <0, fiiralleieT,}.
Hiermit gilt
(a)a = {vet |y=a mod Z"} N A,
= (a+Z")NA,.
So kénnen wir nun die Region (o) px folgendermafien umschreiben:
(@)px = (a)a N V(g —x(g))
= (a+Z") N Ay N (a+V(g))
(Z"nV(g) N (A —a) + «
LNC + a,
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wobei

L :=2Z2"NnV(g)
C = A, —a.

Zur Bestimmung von (o) px verwenden wir Proposition 6.1.12 (in dieser Proposition wird iiber
dem Grundkdrper Q gearbeitet. Das heifit, wir bilden den Abschluss zunéchst von (a)px.q :=
(a)px N Q™ in t* N Q™). Definiere zu diesem Zweck

E = V(gnQ"

L = (Z"nV(g))
T =T,
. Ai(u) = —u;,  falls a; € Zsg
v (1) = g, falls a; € Zg
a;, falls a; € Z>¢
qi = _
—a; — 1,  falls a; € Zg,

sodass in der Tat gilt:
C ={zecE|Nkx)<qg YieT}

(eigentlich miisste hier C'N Q™ stehen, aber zur Notationsvereinfachung verzichten wir darauf).
Nun besagt die Proposition, dass

(a)pxg—a = CNL = C'N(L+E)

mit

C' = {zcE|\Nx)<q VjeJ}
={yeV(g|v>—a & ;>0 VYjecJ} n Q"
E = ﬂker(/\j)
jeJ

={yveV(g) |y, =0 VieJCT,} NnQ"
gilt, wobei die Indexmenge J wie in Lemma 6.1.9 ist.

Bemerkung 6.2.3. Die Ungleichungen, die zur Indexmenge J gehoren, definieren also wie in
Lemma 6.1.9 - auf einen geeigneten Unterraum von V(g) eingeschriinkt - einen beschrinkten
Polyeder.

Vorsicht: Im Folgenden bezeichnen wir mit I stets alle iibrigen Indizes, I := {1,...,n}\ J, und
nicht die entsprechende Indexmenge aus Lemma 6.1.9 (das wére Ty, \ J).

Bemerkung 6.2.4. Die Indexmenge J C T, ist so gewéhlt, dass die ’iiberfliissigen’ Unglei-
chungsbedingungen weggefallen sind, d.h. diejenigen Ungleichungen, die («) gx nur in eine Rich-
tung beschrianken, sodass sie nach dem Abschlielen nicht mehr sichtbar sind. Um nochmal das
Beispiel zu bemiihen:
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(a) Hier ist J = T, = {1, 2}, denn beide Ungleichun-  (b) Hier ist J = (), denn beim Abschliefien gehen alle
gen werden gebraucht Ungleichungsbedingungen verloren

Abbildung 20: Zwei Beispiele fiir J

Wir werden diese Gleichheit umformulieren, um @BX auszurechnen und bei der Gelegenheit
ein etwas préagnanteres Bild davon zu bekommen, wie eine abgeschlossene Region aussieht, das

heiit, von welchen Parametern (), bestimmt wird. Folgendes Ergebnis erhalten wir:

Proposition 6.2.5 (Beschreibung der abgeschlossenen Regionen). Sei « € t*. Fiir den
Abschluss einer Region («)px = Supp L(«), also den Tréger des einfachen Moduls L(«) iiber
Bx, gilt:

o fir alle j € J gilt v; € Z,
(a)px = §v€V(g—x(9)) 720 & a; 20,
Y <0 & (o7 <0

N {76V(g—x(g)) 2 m € 2 agn; + ZZm}.

JjEJT jeJ i€l

Beweis. Wir rechnen

(W pxg—a = C'N(L+E)

{(veV(@NQ" |y >-a; & a; >0 VjeJ}

N((Z"NV(g) +{yeV(@nQ"|v =0 VjeJ})

= {yeV(@nNQ"|y >—-a; & a; >0 VYjeJ}

N{yeV(@nQ"|3édeZ"NV(g): ;=06 VjeJ}
35 €2 NV (g),

und fiir alle j € J gilt :

V=0 =2 —a; & a; >0,

v =0 < —a; & o; <0

= ¢v€eV(gnQ"

Abschliefend erhélt man (a)g, — a als Abschluss von (@) g, o — a C k™ iiber k. Den kann
man leicht ausrechnen, wenn man die Darstellung von C’ N (L + E’) aus Proposition 6.1.12 als
endliche Vereinigung von Translaten des Q-Vektorraums E’ nimmt, denn dann sieht man, dass
man nur die k-Abschliisse der einzelnen Translate von E’ nehmen muss, und das ist einfach
k ®q E'. Zuriickiibersetzt in die andere Schreibweise bedeutet dies, dass wir einfach nur den
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Korper gewechselt haben:

e Z2"NV(g),
— und fiir alle j € J gilt :
o = 1%
@ = frevig | MRS E

’7j:(5j<—01j = Oéj<0

Bemerkung 6.2.6. Beachte, dass die Ungleichungen trotz des Wechsels von Q nach k£ immer
noch sinnvoll sind, da die Koordinaten §; fiir j € J integral sein miissen.

Man muss nur noch a addieren, um () 5, zu bekommen:

BeV(g—x(g): d=a modZ",
— und fiir alle j € J gilt :
= V —
(@) px v € V(g —x(g)) v =030 & a; >0,
’)/j:(Sj<O 54 Oéj<0

Bemerkung 6.2.7. Auch hier ergeben die Ungleichungen Sinn, weil die Koordinaten o; und
damit auch die Koordinaten 4; fiir j € J integral sind.

Jetzt ist die weentliche Arbeit getan, aber wir sind an einer handlicheren Beschreibung inter-
essiert, also formen wir weiter um: Fiir j € J gilt o; € Z, also ist auch v; = 6; € Z, wie auch
schon in der Bemerkung festgestellt wurde.

o fir alle j € J gilt v; € Z,
(@ p = (7€ V(e—x(g)) 20 & a; 20,
7 <0 & a; <0
36 € V(g —x(9)) :
N <veV(g—x(g) d=a modZ",
und fiir alle j € J gilt v; =6; € Z

Die linke Menge steht schon richtig da, die rechte muss noch angepasst werden. Dafiir ist das
nachfolgende Lemma zustéindig. ®©

Lemma 6.2.8. Es gilt

iel
und fiir alle j € J gilt v; € Z
36 € V(g —x(9)) :
= ¢ €V(g—x(9) d=a mod Z",
und fiir alle j € J gilt v; =0; € Z

Yo € 2 agmy + > 2
v e Vig—x(g)) | i€/ jes

Beweis. Die Inklusion 'C’ folgt so: Konstruiere fiir ein v mit
i) yeVig—x(g))
ii) v, € Zfiralle j € J

i) > vm; € > a;n; + > Zn;, insbesondere Y a;n; = > v+ 27 mit geeigneten
J€T jed i€l jes jeJ i€l
2z €L
ein passendes § € V(g — x(g)). Wir wissen, dass

n
X = Zakﬁk = Z%‘ﬁj + Zaini = Z%’ﬁj + Z(ai+zi)ni
k=1

jeJ i€ I jeJ i€ I
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mit z; € Z gilt, und setzen nun

5 — Vg fir ke J
g o; +2z; fur kel

Die andere Inklusion '’ sieht man folgendermaflen ein: Existiert ein solches 0 mit den genannten
Eigenschaften, insbesondere 6; — «; € Z fiir alle ¢ € {1,...,n} und Z OpMe = X = Z Mk, SO
ist

Swmi = D6

jeJ jeJ

dam + > (a

jeJ i€ I

Zaﬂ?j + sz,

JjeJ i€l

m

wie behauptet (und ~y; € Z fiir alle j € J ist ohnehin klar). ©)

Damit ist der Beweis abgeschlossen. Wir halten fest:

Bemerkung 6.2.9. Beachte: Die Bedingung 'y; € Z’ braucht nur in einer der beiden Mengen
aufzutauchen. Wir schreiben sie von nun an immer der Menge M zu.

Bemerkung 6.2.10. Die abgeschlossene Region (a)px kann also als Schnitt zweier Mengen
beschrieben werden, von denen die eine, ndmlich

fiir alle j € J gilt v; € Z, fiir alle j € J gilt v; € Z,
v €V(eg—x(9) 720 & a; >0, =q7€V(g—x(9) | v =0firalleje Js,
7% <0 & a; <0 v; < 0 fiir alle j € J_

vollig unabhéngig vom konkreten « ist. Einzig die Vorzeichenkonfiguration von o geht ein, also
die Information, fiir welche j man o € Z>o bzw. o; € Zo hat. - Diese Bedingung ist aber fiir
alle a mit fester Vorzeichenkonfiguration gleich. Fixiert man eine solche Vorzeichenkonfigurati-
on, so werden von verschiedenen a’s keine zusétzlichen Regionen unterschieden.

Die andere Menge,

> VM € 2o agn; + 2 Zn
v€V(g—x(g) | €7 i i€l
und fiir alle j € J gilt v; € Z

kann nach einem Beispiel aus [MVdB98] jedoch sehr wohl verschiedene Regionen zu einer vor-
gegebenen Vorzeichenkonfiguration unterscheiden.

Wir werden - in Anlehnung an das 6 von [MVdB98] - die Aquivalenzklasse > ajn; + > Zn;
JET i€l
mit ¥ bezeichnen.

Definition 6.2.11. Seien o und J wie zuvor. Wir setzen J = JyUJ_ mit J; = {j € J | a; > 0}
und J_ = {j € J | a; < 0} (hierbei sind die ’tiberfliissigen Indizes’ schon aussortiert!) und
definieren

€ Z>q fur j e Jy,
my = {revia-xa) |2 S50 S

;€ Zog fiir j € J_

My = {veV(g—x( )

> vm; € U= Zamﬁzzm}

JjeJ JjeJ i€l
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Damit ist also («) g, = M ;N My. Jetzt zéhlen wir die verschiedenen méglichen Regionen (o) 5, :
Zunichst einmal kann jedes o € V(g—x(g)) seine eigene Region (a) 5, erzeugen. Unsere Aufgabe
ist es, zu sehen, dass dabei nur endlich viele verschiedene Regionen entstehen. Dazu verwenden

wir obige Beschreibung.

Proposition 6.2.12. Es gibt nur endlich viele verschiedene abgeschlossene Regionen @BX.

Fiir den Beweis benutzen wir einen Trick von [MVdB9S8]:

Beweis. Als erstes stellen wir fest, dass es nur endlich viele mogliche Vorzeichenkonfigurationen
J=J.UJ_ C{l,...,n} geben kann. Ein jedes a befindet sich aber in einer Menge M, die
‘seiner’ Vorzeichenkonfiguration entspricht, und wie wir soeben festgestellt haben, liegt dann
auch ganz @BX darin. Wir miissen also nur noch z#hlen, wieviele verschiedene My es zu

gegebenem M ; gibt, das heifit, wir miissen die verschiedenen Restklassen ¢ = > a;n;+ > Zn;
jed icl
zéhlen, wobei o; € Zxq fir alle j € Jy und a; € Zog fiir alle j € J_ gilt. Es ist hierfiir
hinreichend zu sehen, dass es nur endlich viele verschiedene ) «;n; gibt, wobei
jeJ
e a;cZfirallejeJ

e Esgibt p; mit > a;n; + > i = x (das ist, damit das Ganze auch von einem Punkt
jeJ i1
in V(g — x(g)) herkommt).

Und tatséchlich: Man kann ein ¢ € g konstruieren und auf die Gleichung 3 ajn; + > i =
jE€J i—11
x anwenden, sodass man

D ai(tmy) + 0 = (,x)

Jj€J
erhélt (wofiir es dann nur endlich viele Losungen o € Z geben wird, siehe unten).
Wie schon zuvor verwendet wurde, liefert uns Proposition 6.1.12 eine Zerlegung der Indexmenge
T, in ’brauchbare’ Indizes (bezeichnet mit J) und 'unbrauchbare Indizes’ (alles andere). Aber
nicht nur das: Sie garantiert auch die Existenz von Koeffizienten z; € Q, sodass

Z Zk/\k =0

k€T,

und
z; > 0 fiir alle j € J, 2z = 0 sonst.

Setze nun
—z, fur ke Ji

Yk = \ 2k firke J_

0 sonst

und definiere ¢ € g = (g*)* durch (¢, n;) := yi. Da die n; keine Basis, sondern nur ein
Erzeugendensystem von g* bilden, muss iiberpriift werden, ob die y; dieselben Relationen wie
n n

die n; erfiillen. Gilt also Y agnr = 0, so sollte auch > apyr = 0 sein. Da aber (ax)r € V(g)
ist, darf man 0 = Zke;’i :zlk)\k € V(g)* darauf anwgrzlélen und es ergibt sich wie gewiinscht
zn: aryr = 0, wenn man die Definitionen von y; und Mg ausschreibt. Nun existiert 1) € g nach
lerl universellen Eigenschaft des Kokerns [AF92, Theorem 3.6] in

k

"

0 —— ker ((ng)g) —— tF =k" ——>» g* —— 0

(k)&
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Es folgt wie angekiindigt
>y = ($,x)
Jje€J
mit a;y; < 0 sowie a; € Z fiir alle j € J, doch dafiir gibt es nur endlich viele Lésungen. ®

Bemerkung 6.2.13. In zwei Féllen ist die Anzahl der Regionen (), zu vorgegebener Vor-

zeichenkonfiguration J = J; U J_ stets 1 (immer vorausgesetzt, es gibt iiberhaupt ein o €
V(g — x(g)) mit dieser Vorzeichenkonfiguration):

e J={1,...,n}: Dieser Fall kann nur fiir klassische Weylalgebren k[z1,...,2n,01,..., O]

eintreten. Hier gilt My = V(g — x(g)), demnach ist (o) 5, = My, es gibt also nur genau

eine Region zu der vorgegebenen Vorzeichenkonfiguration. Aulerdem besteht die Region

hier nur aus endlich vielen Punkten, also gilt auch (a) 5, € V(g — x(g)). Dieser Fall trat

=

auch in Beispiel 5.7.1 ein.

e J = (): Hier sieht man sofort, dass (a), = V(g — x(g)) ist.

Solche Uberlegungen werfen auch die Frage auf, welche Inklusionsbeziehungen zwischen den

einzelnen Regionen (o) 5, bestehen. [MVdB98, Proposition 7.2.5] gibt darauf eine Antwort, die

wir hier an unsere Beschreibung von () 5, anpassen.

Proposition 6.2.14. Seien «, 3 in t* gegeben, seien J*, J? die jeweiligen Vorzeichenkonfigu-

rationen und 9,93 wie oben. Es gilt («) 5, C () gx genau dann, wenn
B a
Jy CJg
JEc e

¥g =19, mod Z Zn;.
ielb

Beweis. Aus Ji C J§ folgt Mye C Mys, und aus g = 9, mod > Zn; folgt zunichst
ielp
a € Mys und damit My« C Mys, also insgesamt

() px = Mja N Mg C Mys O\ Mys = (B) -

Andersherum: Ist (o) 5, C @Bx bekannt, so gilt insbesondere o € (B)px = Mjs N Mys.
Wegen o € M ;5 hat man Ji C J¢ (die Vorzeichenkonfiguration von « ist also restriktiver als
die von ), denn nach Konstruktion enthélt die Indexmenge J? keine iiberfliissigen Indizes, und
so kann es hochstens passieren, dass in T, = {i | 1 <i <r, o; € Z} mehr Indizes als nur die in
JB zu Ungleichungen gehoren, die ein beschrinktes Polytop definieren (vergleiche 6.2.3). Aus

« € Mys schlieft man
Dy = Y gt Y
jeJIB jeJB icIB

mit z; € Z, woraus wegen «; € Z fiir alle j € J die Identitét
doamit Y agm= et Y
jeJB jeEJ\JP jeJB icIP

geschlossen werden kann (mit entsprechend angepassten Koeffizienten z] € Z). Also ist

Yo =U3 mod Z Zn;,
ielP

was den Beweis abschlief3t. ©)

Es folgt unmittelbar
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Korollar 6.2.15. (o) 5, = (0) gx genau dann, wenn

Ty =
JP =g
¥g =19, mod Z Zn;.

ielf=J
Bezieht man Theorem 3.2.17 mit ein, so gilt weiterhin

Korollar 6.2.16. J(«) = J(8) genau dann, wenn

gl =Jg
JP =
¥g =179, mod Z Zy;.

ielf=J

Bemerkung 6.2.17 (Verbindung zu universell einhiillenden Algebren). Obiger Korol-
lar erméglicht es, eine Aquivalenzrelation ~ auf den Gewichten in t* zu definieren, sodass a ~ /3
genau dann gilt, wenn J(«) = J(B) ist. Die primitiven Ideale von A stehen dann in Bijektion
zu den Aquivalenzklassen beziiglich ~. Fiir g = sl,, gibt es so etwas auch fiir die universell
Einhiillende: Dort definiert man eine Aquivalenzrelation ~;, auf der Weylgruppe W = S,,_1,
die Aquivalenzklassen beziiglich ~, heifen Linkszellen (siehe [KL79]). Dann stimmen, sofern
integral ist, die Annihilatoren von L(w - A) und L(w’ - A) genau dann iiberein, wenn w und w’
in derselben Linkszelle liegen (fiir allgemeines A und Details siehe [Jan83, Satz 5.25]).
Wihrend bei uns die Aquivalenzrelation durch die Geometrie des Gitters beschrieben wird, kann
man ~j, in Kombinatorik iibersetzen: Mit Hilfe des Robinson-Schensted-Algorithmus ordnet
man jedem Weylgruppenelement w ein Tableau A(w) zu. Dann gilt w ~7, w’ genau dann, wenn
A(w) = A(w’) ist [Jan83, Kapitel 5.24].

6.3 Die Zusammenhangskomponenten von @BX

Aus Proposition 6.1.12 und Bemerkung 6.1.15 kennen wir auch die Beschreibung von («) 5, als

endliche Vereinigung von Translaten einer Hyperebene E' = [ ker();). Diese Beschreibung
JjeJ
mochten wir auch noch etwas weiter treiben. Das folgende Lemma ist ein Auszug aus dem

Beweis von [MVdB98, Proposition 7.4.1]. Verwende die gleiche Notation wie zuvor, wenn von
C, L etc. die Rede ist.

Lemma 6.3.1. Sei o € V(g — x(g)). Dann gibt es g C h C t und x; € b, sodass

(@)px =LNC + a=JE + @i +a)=JV(b-xb),
=1

i=1
wobei h := span;, {\; | j € J} (beziiglich der kanonischen Identifikation (t*)* = t, sodass
Aj(y) = y(A;) fur alle v € t*) und x; := (§; + )| Hier werden V(h — x;(h)) sowie V(g — x(g))
wie iiblich in t* aufgefasst.

Beweis. Die ersten Gleichheit entstammt dem letzten Abschnitt 6.2. Die zweite Gleichheit
entspricht Bemerkung 6.1.15. Mit h = span,, {\; | j € J} gilt

E = ﬂ ker(\;)

jeJ

{ret' [ N()=0 VijelJ}

= {yet'|y(X;)=0 VjeJ} (nun);int)
{vet | ~(h) =0}

V(h) aufgefasst in t*,
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und V(h) = E' C V(g) (also g C h). Dann ist mit x; = (6; + a)|y tatséchlich

"+ (6ita) = {Bet|BN)=0Vie T} + (6 +a)
= {B+0it+a)et | (B+(6i+a))(¥) = (0 +a)(¥;) VjeJ}
= {B et | B(N\)= (0 +a)\) Vje T}
= {f et | B(h) = (4 +a)(h)}
= {p et | B() =xih)}
= {f et | f(h—xih) =0}
= V(b —xi(h)).

Bemerkung 6.3.2 (Zusammenhangskomponenten von (&) g,). An der Darstellung

(a)pr =

Cu

(xi + V(h))

=1

sieht man, dass < ) px genau p Zusammenhangskomponenten besitzt: V() ist zusammenhéngend,
und die einzelnen Translate schneiden sich paarweise nicht. Die Zusammenhangskomponenten
fallen also mit den Translaten V(b — x;(h)) zusammen.
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7 DIE STRUKTUR DER PRIMITIVEN IDEALE DER ALGEBRA BX
(HERVORGEGANGEN AUS DER WEYLALGEBRA)

7 Die Struktur der primitiven Ideale der Algebra BX (her-
vorgegangen aus der Weylalgebra)

In diesem Kapitel ernten wir die Friichte der geometrischen Uberlegungen aus dem vorangegan-
genen Abschnitt. Zun#chst fassen wir noch einmal alle wesentlichen Eigenschaften der Algebra
BX und ihrer primitiven Ideale zusammen, die in ganz enger Beziehung zu den geometrischen
Eigenschaften der Regionen (o) px stehen. Dann machen wir eine kurze Einfiihrung zum Thema
Goldierang und rechnen anschlieflend - wieder unter Ausnutzung der konkreten Beschreibung
der Regionen - den Goldierang von primitiven Quoatienten aus. Wir bleiben bei unserer An-

nahme, dass g C t rational sein soll.

7.1 Primitive Ideale

Nach der geometrischen Beschreibung der Regionen () g, sollen hier also zuerst ein paar Aus-
sagen iiber BX und die primitiven Ideale von BX - also die Annihilatoren einfacher BX-Moduln
- zusammengestellt werden. Zur Erinnerung: Diese primitiven Ideale konnten durch alleinige
Betrachtung der einfachen Moduln in O?) ¢ BX-mod gewonnen werden. Und zudem besitzen
sie diese hiibsche geometrische Beschreibung, die wir im vorangegangenen Kapitel untersucht
haben. Folgende Proposition stellt diese Aussagen nochmal zusammen:

Theorem 7.1.1 (Eigenschaften von BX). Sei wie zuvor BX = A%/(g — x(g))-

i) BX ist ein Integritétsring (nicht notwendig kommutativ).
ii) BX ist primitiv.
i)

)

iii) Jedes Primideal in BX hat die Form J(«) mit o € V(g — x(g)) und ist damit primitiv.

iv) Es gibt eine 1 : 1-Korrespondenz

{ Regionen (a) 5, € V(g — x(g))} JEEN { Primitive Ideale C BX}
a > J(a)
v) BX hat nur endlich viele primitive Ideale.

vi) Wenn J primitives Ideal in BX ist, dann gilt J, = BX.Jy + JoBX.
J ist in Grad 0 erzeugt.

Beweis. i) BX ist ein Integrititsring (nicht notwendig kommutativ):

o (BX)g ist ein Integritétsbereich: Es gilt (unter Verwendung des Trockenlemmas 2.4.13.vi
und 2.4.13.vii sowie der Gleichheit A§ = A?)

(BX)o = A8 /(g — x(9))A§ = Ao/ (g — x(g))Ao = Sym(t) /(g — x(g))Sym(t)

und dies ist der Quotient nach einem Primideal.

o (BX), = (BX)g-by = b, - (BX)y ist frei erzeugt: (BX), ist hier ganz konkret gegeben

durch
(BX), = A%/(g — x(9))A5 siehe Trockenlemma 2.4.13.vi
= A,/(g —x(g))A, fiir v €V(g), siche Bemerkung 4.4.3
by = ay

und A, = Sym(t) - ay, C A ist nullteilerfrei (siehe Proposition 5.1.9). Es ist nur noch
zu beantworten, wann fiir d € Sym(t) das Produkt d - a, in Sym(t)(g — x(g)) - a4
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sein kann. Aus der Nullteilerfreiheit von A folgt aber insbesondere die Eindeutigkeit
der Darstellung d - a, sodass d - ay € Sym(t)(g — x(g)) - @, genau dann gilt, wenn
d € Sym(t)(g — x(g)) ist. Mit anderen Worten: (BX), ist in der Tat von links frei
iiber (BX)q erzeugt. Selbige Argumente gelten genauso fiir rechts. Man bekommt
nebenbei eine Automorphismus auf (BX)q gegeben durch d — d” in

by (BX)o = (BX)o - b,
b,-d = d' b,

o Jetzt wird gezeigt, dass bg - b, # 0 ist fiir alle 8,y € Supp BX. Wir werden gleich in
(ii) sehen, dass es eine Zariski-dichte Region («)gx in Supp BX gibt. Und wir wissen
aus Lemma 6.1.18, dass es fiir 5,7 € Supp BX ein § € (a)px gibt mit « + v € (@) px
und a + v+ S € (@) px. Daraus kann man schliefien, dass

bg - by L()(a) = bpL () (a++) = L(@) (atr+p) # 0

ist, also in der Tat bg - b, # 0.
e Nun betrachte ein beliebiges Produkt b - b’ € BX: Schreibe

b=> di-bg, V=) dj-b,
i=1
und betrachte das Produkt: Es hat die Form

bh-b = Z didjbg, by, = Z dijbp;+v;
i\ b

fir geeignete d;; € Sym(t). Es gibt mindestens ein Paar (p, ¢), sodass sich das Ge-
wicht 8, + 74 nur auf genau eine Art und Weise schreiben lésst. Der entsprechende
Summand kann sich mit keinem anderen Summanden wegheben und ist nach obigen
Argumenten selber # 0, was den Beweis abschlieit. Die Existenz eines solchen Paares
(p, q) erhdlt man durch Angabe einer totalen Ordnung auf den f8; und ~y;: Betrachte
die endlich erzeugte abelsche Gruppe

spany {Bi,7; |1<i<n, 1<j<m} C k" =t",

sie ist frei und damit isomorph zu irgendeinem Z*. Von Z¥ erbt span, {Bisy; |1 <
i <n, 1 <j < m} eine totale Ordnung (beispielsweise die lexikographische), und
diesbeziiglich gibt es ein maximales 3, unter den §; sowie ein maximales vy, unter
«v;. Dann kann man die Summe S, + v, auf nur genau eine (ndmlich diese) Art und
Weise schreiben.

ii) BX ist primitiv: Wir miissen ein o € V(g —x(g)) finden, sodass L(«) ein treuer BX-Modul
ist, also J(a) = AnnBX(L(«)) = 0.

e Es gibt ein @ mit (@) g, : Wir erinnern zuerst an Lemma 6.2.2, wonach Supp BX dank
der Annahme, dass g rational ist, dicht in V' (g) ist. Es gilt fiir jedes 8 € V(g — x(g)),
dass der Triiger von L(8) im Gitter 5 + Supp BX C V(g — x(g)) liegt, weil L(B)
Quotient von MM (3) ist, und der ist iiber BX in Grad j erzeugt. Dieses Gitter zerlegt
sich aber in nur endlich viele Aquivalenzklassen (o) px, denn fiir € 8 4 Supp BX
gilt

(aypx = {7€eV(g—x(g) |vy=a modZ" undvy; €Z>9 & «; € Z>o V1 <i<r}
= {reB+Z2)NV(g—x(@) [ €Zs0 & ai€ZsVI<i<r}
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und das sind maximal 2" verschiedene Regionen (o) gx. Also ist

V(g — x(9)) = B+ Supp BX = J(e)px = | (@)«

und weil V(g — x(g)) irreduzibel ist, gilt V(g — x(g)) = (@) fiir eines der a’s.

e Fiir amit (a) 5, = V(g—x(g)) gilt J(a) = 0: Nach Proposition 3.2.14 gilt V(J(a)g) =
{a) gy mit J(a)o semiprim, und es folgt J(a)o = I({(a) g, ) = 0 (vgl. Korollar 3.2.16.i
). In der gleichen Proposition sah man, dass J(a) jedoch von J(a)g erzeugt wird
(die Voraussetzungen der Proposition werden unter Punkt (iii)d im néchsten Beweis
gepriift), also J(«) = 0.

iii) Jedes Primideal in BX hat die Form J(«): Diese Aussage folgt nach Theorem 3.2.17,
sobald die Bedingungen

a) BX ist graduiert linksnoethersch,

(a)

(b) lengthp, (MM (a)) ist unabhiingig von a beschrinkt,

(¢) V(ker(¢)) besteht aus nur endlich vielen verschiedenen Regionen (a),
) I

(d (m) =1 (m) +1 (@) gilt fiir alle 5 € Supp BX sowie fiir alle
a € V(kerg).

erfiillt sind. Gehen wir das also durch:

(a) Die Weylalgebra ist (graduiert) linksnoethersch: Wurde in Proposition 5.1.9 gezeigt.
Deren Unteralgebra A9 ist linksnoethersch: Betrachte eine aufsteigende Kette ho-
mogener Ideale [y C I C ... in A% Dann ist Al; Ideal in A, und wir bekommen
eine aufsteigende Kette Al; C Al C ... in A, weil die Inklusionen erhalten bleiben.
Dort muss die Kette aber stationér werden, also gilt Al; = Al; fur alle 4, j > N fiir
ein N grof} genug. Als néchstes sehen wir, dass (AI;)8 = I; gilt: A zerfillt beziiglich
der adjungierten t-Wirkung in Gewichtsrdume Ay, also auch beziiglich der indu-
zierten Wirkung von g. Bezeichne die hieraus resultierende Gewichtsraumzerlegung

mit A = @ A, 4, denn die neuen Gewichtsrdume miissen nicht zwingend den al-
neg®
ten entsprechen (es kann passieren, dass mehrere Summanden zu einem verklebt

werden). Beachte, dass nun Ag g = A9 gilt. Definiere die Projektion auf den Oten
Gewichtsraum durch

O: A= P Aug = Agg=A°
peg*

azZau — ag.

neg*

Wir stellen fest: @ ist A%-linear, denn fiir x € A? und a € A gilt

= @(Z za,) = Z P(za,) = vag = xP(a),

wobei ausgenutzt wurde, dass za, € Ao, = A, ist (Graduierung von A). Es
folgt also I; = (AI;)% = (Al;)® = I; fur alle ,j > N, somit ist in der Tat A9
linksnoethersch. Dann ist auch BX als Quotient eines linksnoetherschen Rings links-
noethersch.

(b) Die Liénge von MM (a) ist unabhiingig von a beschrinkt: Dies wird gezeigt, indem
man die Tréger der einfachen Subquotienten betrachtet. Ein jeder Modul der Form
M(l)(a) ist in O und so ist sein Triiger nach Lemma 2.4.27 die Vereinigung von
Aquivalenzklassen (8)px = Supp px L(f) fiir 8 € t*. Andererseits ist der Triger von
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MW (a) = BX/BXm, in a + Supp BX C a + Supp A = a + Z" enthalten, weil
M®(a) iiber BX von T € MM (), erzeugt wird, siehe Korollar 2.4.16, und weil
der Triiger von BX nach Lemma 5.3.7 gerade Supp ANV (g) ist. Nach Korollar 4.4.7
gilt (B)px = (B)aNV(g— x(g)), das heifit, anstatt die Regionen (5)px zu zéhlen,
konnen wir die Regionen (j3) 4 fiir die Weylalgebra zéhlen. Aus Korollar 5.4.4 kennen
wir die Beschreibung der Regionen fiir die Weylalgebra durch

By={yet' |y=0 modZ" und~y, €Z>9 & B €Z>9 V1 <i<r}.

In @ + Z kann es somit nur endlich viele Regionen (5) geben, maximal 2" Stiick.
Diese obere Schranke ist fiir alle o € t* dieselbe, das heifit, fiir jedes M) () gibt
es maximal 2" viele verschiedene Kompositionsfaktoren L(3) (auch wenn es insge-
samt unendlich viele verschiedene Isomorphieklassen von einfachen Moduln in O™
gibt). Jetzt muss nur noch die Hiufigkeit, mit der jedes L((3) auftritt, beschrinkt
werden: Behauptung ist, dass jeder Kompositionsfaktor L(3) nur héchstens einmal
in M (a) erscheint. Denn gébe es in M) (a) mindestens zwei Kopien von L(3)
(bis auf Isomorphie, aber Isomorphie &ndert nichts an den auftretenden Gewich-
ten), so wire dimkM(l)(oz)(B) > 2, aber aus Proposition 2.4.19.iii wissen wir, dass
dim; MW (a)s) < 1 gilt. Da die Linge eines Moduls die Gesamtanzahl der Kom-
positionsfaktoren z&hlt, kann man mit 2" - 1 = 2" eine gemeinsame obere Schranke
fiir die Linge von M™) () angeben.

(¢) V(ker(¢)) = V(g—x(g)) besteht nur aus endlich vielen verschiedenen Regionen: Dies
war die Aussage von Proposition 6.2.12.

@ I ((<a>Bx AN <a>BX) —1 (<a>Bx n ﬁ) 1 (<a>Bx): Hier wendet man Korollar
6.1.17 auf z = 3, C N L = (&) px an (und betrachtet anschlieend I(...) davon).

iv) Fiir die 1 : 1-Korrespondenz
{ Regionen (a) 5, € V(g — x(g))} LN { Primitive Ideale C BX}
a < J(w)
konnen wir ebenfalls Theorem 3.2.17 anwenden.

v) BX hat nur endlich viele primitive Ideale: Dies ist ein Korollar aus der Eins-zu-Eins-
Korrespondenz zusammen mit der Tatsache, dass es nur endlich viele verschiedene abge-
schlossene Regionen gibt.

vi) Die Behauptung, dass J, = BXJy + JoBX gilt, ist wortlich die Aussage von Proposition
3.2.14.iii und 3.2.14.iv. Dafiir musste vorausgesetzt werden, dass I ((<a>3x +8)N (a)Bx) =

I (<Oé>Bx + ﬂ) +1 (@Bx) gilt, was wir aber schon fiir die Punkte (iii) und (iv) gesehen
haben. ®©

7.2 Moritakontext zwischen BX und BX

Dieser Abschnitt funktioniert sogar wieder fiir eine beliebige Konfiguration (A,t, ¢) - es muss
nicht die Weylalgebra sein. Hier wird ein Zusammenhang zwischen BX und BX' hergestellt.

Bemerkung 7.2.1 (Verbindung zu universell einhiillenden Algebren). Stellt man die
Frage, welcher Zusammenhang zwischen BX und BX' besteht, so kann man bei geeigneter Wahl
von x, x' feststellen, dass BX und BX Morita-iquivalent sind (siehe [Sch04]). Es gibt also
eine Aquivalenz der Kategorien BX-mod — BX' -mod, gegeben durch Tensorieren mit spezi-
ellen BX-BX -Bimoduln, die in diesem Abschnitt definiert werden. Das Analogon fiir universell
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einhiillende Algebren ist die Aquivalenz der Blocke Oy und O,, falls A und p zu derselben
Facette gehoren und ihre Differenz integral ist (siche [HumO08, Theorem 7.8]). Die Aquivalenz
ist dabei gegeben durch einen Verschiebefunktor, den man auch als Tensorieren mit einem Bi-
modul iiber einer endlichdimensionalen Algebra beschreiben kann (diese Beschreibung sollte
nicht damit verwechselt werden, dass auch bei der Konstruktion des Verschiebefunktors ein
Tensorprodukt in £l(g) involviert ist), sieche [Str03] oder [Jan79, Kapitel 2].

Definition 7.2.2 (BX’X'). Fiir x, X’ € g* definiere

A = {ac Al[p(t),a] = (x =X)(t)a VT € g}

und schlieflich
x.x' .— A8 _ g
BX o= Axfx’/(g X(g))Axfx’
Lemma 7.2.3 (Eigenschaften von BXX"). Seien BXX und Ai—x’ wie oben definiert.
1. A%, = ) Aq
T aevie-G-x)(e)

2. BXX st ein BX-BX -Bimodul
Beweis.
i)
A, = {aeA|[p(t),a]=(x—x)(t)aVteg}
PlacAalpt),al = (x—x)t)aVteg}

act*

= PlacAs|at)a=(x—x)(t)aVte g}

act*

= @lacalalt—(x—X)H)a=0Ytcg)

act*

= Placis|ama=0Vreg—(x—x)@)}

act*

= Placda|g—(x—x)(g) Ckera}

act*

= PlacAalacV(ig—(x-x))}

act*

- @ A,

aeV(g—(x—x")(9))

.. AN . / . .
i) BXX ist ein BX-BX -Bimodul: Zur Erinnerung, es waren

BX = A%/(g — x(g))
BYX = A%/(g - X'(g))
BX»X/ = Ai—x’/(g - X(g))Ai—X"

Nun muss man die folgenden Aussagen iiberpriifen (unergiebige Rechnungen werden teil-
weise ausgelassen):

e BX:X' ist BX-Linksmodul bzgl @b := ab:
Die Wirkung ist wohldefiniert, denn erstens ist ab € Ai—x’ fira € A9, b € Ai_x,:

[t,ab] = [t,alb+ a[t,b] =0+ a(x — X )(t) - b= (x — X')(t) - ab.
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Zweitens seien a + m,b + m zwei andere Repriisentanten von @, b mit m € A%(g —
x(9))A? und 7 € (g — x(9))A}_,/, man rechnet leicht nach, dass
(a+m)(b+m) = ab+mb+ am+mm = ab,
da alle anderen Summanden in (g — (x — x')(g))Ay_,, liegen.
o BXX' ist BX -Rechtsmodul bzgl bea’ := ba':
. ’ g .. / g .
Erstens ist ba’ € AX*X’ fira' € A%, b € AX*X“
[t,ba] = [t,bla+ b[t,a] = (x — X')(t) - ba + 0.
Zweitens muss wieder die Unabhéngigkeit von der Wahl eines Représentanten nach-
gerechnet werden.

e Die Wirkungen sind miteinander vertréglich:
Klar, denn die Multiplikation in A ist assoziativ. ®

Die folgende Proposition entspricht genau [MVdB98, Proposition 4.5.1].

Proposition 7.2.4. Sei J C A zweiseitiges Ideal, sodass einerseits die Gewichtsraume J,, die

Form
Ja = J()Aa + AaJO

haben, fiir alle o € t*, und andererseits mit der Eigenschaft, dass Jy die Form

Jo=¢((h —xa(h)) N...0 (h = xp(h)))

hat, wobei h C t ein Unterraum ist und die x; aus h* kommen. Dann folgt

BXx1 BX1:Xx2
/ BX2:Xx1 BX2
AlJ =
Bxr
Hierbei besteht die Algebra
Bx1 BX1:Xx2
BX2:Xx1 BX2

BXp
aus Elementen der Form

bir b2

ba1  bao . o .
s wobel bij S BX’“XJ7 bii € BXxi

bpp
die Multiplikation ist durch 'Matrixmultiplikation’ gegeben. Der Beweis der Proposition wird
nur skizziert, er findet sich auch recht ausfiihrlich in [MVdB98].

Beweis. Folgende Schritte miissen fiir den Beweis unternommen werden:

p
e p orthogonale Idempotente €; in Sym(t)/ () (h — x:(h)) wihlen (die kommen daher, dass
i=1

P
Symt/ () (h — x:(h)) in t* der Vereinigung von p parallelen Hyperebenen V(b — x;(h))
i=1

entspricit; man wahlt sich nun Funktionen darauf, die jeweils auf der i-ten Hyperebene 1
sind und auf allen anderen Hyperebenen 0 - das geht, weil der Schnitt dieser Hyperebenen
leer ist. Diese Funktionen sind genau die Idempotente (ihr Produkt ist Null auf |J V(§ —

J#i
x;(h)) und Eins auf V(h — x;(h)))). Ihre Anzahl p ist hierbei maximal.
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e Abbildungen e;; : A?CF — €;(A/J)e; definieren

Xi
e Ausrechnen, dass deren Kern jeweils (h — xi(h))] 4» ist, und schlieen, dass BXiXi =

ei(A/J))e; o

e Ausrechnen, dass sich die Multiplikation der Bilder in A/J wie Matrixmultiplikation
verhéilt, €ij (a)éjk(b) = Eik(ab)

e Schlieflen, dass
ei(A/)er e(A/)e

4/ e(A/))er e(A)J)e

11

ep(A/T)e,
BXx1 BX1,X2
BX2:Xx1 BXxz2

1
©

BXp

7.3 Primitive Quotienten

Zuriick zur Weylalgebra, ihrem BX und den primitiven Idealen: In diesem Abschnitt wird un-
terschieden zwischen A9/(g — x(g))A® und A"/(h — x(h)).A". Nenne daher ersteren Ring By
und letzteren Ring BbX. Die folgende Proposition beschreibt den primitiven Quotienten By /J
fiir ein primitives Ideal J C By, das heifit, irgendwo da drauien gibt es einen einfachen Modul,
der genau von J annulliert wird. Dank Theorem 7.1.1.iii wissen wir, dass J = J(«) bereits der
Annihilator eines einfachen Moduls L(a) aus O®) gewesen sein muss.

Proposition 7.3.1. Sei J C By ein primitives Ideal. Dann gibt es einen Unterraum g C h C t
und X1,...,xp € b* mit x;|g = x fiir alle ¢, sodass

X1 X1,X2
B B

Br))(27X1 B?;z
BY)J =

Xp
Bb

Beweis. Wir wollen Proposition 7.2.4 anwenden, wonach BX/J die gewiinschte Form hat,
sofern J ein zweiseitiges Ideal ist, das folgende zwei Eigenschaften besitzt:

i) Jo = JoAa + AnJo fiir alle a € t*

ii) Es gibt einen Unterraum b C t sowie x1,..., X, € b, sodass
Jo=o((b—x1(h)) N...N(h—xp(h)))

Gehen wir diese Bedingungen also durch: Zunéchst einmal ist der Annihilator J eines Moduls
L ein zweiseitiges Ideal in BX (siehe Lemma 3.1.2). Zweitens ist die Bedingung (i) nach Sam-
melproposition 7.1.1.vi erfiillt. Fiir die letzte Forderung (ii) miissen wir ein geeignetes b sowie
die x; € b ausfindig machen (¢ kommt bei uns ja blofl von der Inklusion): J ist primitiv, da-
mit auch prim (sieche Bemerkung 3.2.8) und nach Sammelproposition 7.1.1.iii folgt, dass es ein
a € V(g — x(g)) geben muss, sodass J = J(a) = Annpx(L(«)) C BX schon der Annihilator
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eines L(a)’s sein muss. Nach Proposition 3.2.14.ii weil man, dass V(J(a)o) = (@) . ist. Man
formt also um:

Jo = J(@)o = V(@) = I(V(J(a))) = I({e)px),

wobei J(a)g = /J(a)o daraus folgt, dass J(a)o Proposition 3.2.14.i entsprechend semiprim
ist (und Bemerkung 3.2.10 hatte festgestellt, dass ’semiprim’ eine Verallgemeinerung von 'Ra-

dikalideal’ ist). Aus Lemma 6.3.1 kennt man die Beschreibung von (a) g, als Vereinigung von

affinen Unterrdumen () 5, = U, VI(h — xi(b)).

p

J =I(JVb-x)

i=1

I(V(h —xi(h)))

Il
e

@
I
—

(h — xi(bh))

I

<
Il
—

I
Dk

(b —xi(h))-

.
Il
_

Nun kénnen wir Proposition 7.2.4 anwenden. Obacht bei der Notation: BX aus der Proposition
ist gleich AY/(h — xi(h))A® mit A = By, analog gilt dies fiir B;“’Xj. Man muss also noch
nachweisen, dass

Byt = (By)" /(b —xi(h)) (By)
gilt (sowie die analoge Aussage fiir den Bimodul zeigen). Diese Rechnungen werden aus dsthetischen
Griinden nicht wiedergegeben. ®

Als néchstes mochten wir den Goldierang dieses primitiven Quotienten ausrechen. Es bietet
sich an, ihn zunéchst zu definieren.

7.4 EXKURS: Der Goldierang

In diesem Abschnitt wird definiert, was der Goldierang eines Rings bzw. eines Moduls ist.
Weil hierzu etwas weiter ausgeholt werden muss (wir brauchen Lokalisierungen und miissen uns
anschliefend mit verschiedenen Varianten bei der Definition des Goldierangs auseinanderset-
zen), findet sich zu Beginn des néchsten Kapitels 7.5 eine Kurzzusammenfassung, sodass dieser
Exkurs einfach iibergangen werden kann.

Wir betrachten hier einen Ring R mit Eins, insbesondere kann R nichtkommutativ sein.

Der Abschnitt verwendet hauptséchlich die Einfithrung von [Lam99] (dort werden alle Aussagen
fiir Rechtsmoduln getroffen, funktionieren aber genauso fiir Linksmoduln), sowie [Jan83].

7.4.1 Lokalisierungen

Bei der Definition des Goldierangs benutzt man Lokalisierungen von Ringen, hier ist daher
ein kleiner Uberblick iiber das Thema. Als Motivation fiir die kommenden Konstruktionen fiir
nichtkommutative Ringe beginnen wir mit Lokalisierung fiir kommutative Ringe, bevor wir die
Ore-Lokalisierung besprechen. Ausfiihrlich findet sich dies in [Lam99, Kapitel 9].

Bemerkung 7.4.1. Schone Eigenschaften der Lokalisierung im kommutativen Fall: Gegeben
seien

e ein kommutativer Ring R
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e und eine multiplikative Teilmenge S C R, das heifit, .S ist abgeschlossen unter Multipli-
kation, und es gilt 1 € 5,0 ¢ S.

Dann ist die Lokalisierung Rg von R an S ein kommutativer Ring Rg zusammen mit einem
Ringhomomorphismus € : R — Rg, sodass €(s) Einheit in Rg fiir alle s € S ist. Sie erfiillt die
folgenden schonen Eigenschaften:

e Jedes Element in Rg sieht wie ein 'Bruch’ £(s)~'e(r) mit r € R, s € S aus.

e Der Kern von ¢ entspricht gerade denjenigen Elementen, die Nullteiler bzgl. S sind, also

ker(e) = {re R|rs=0 firein s € S}.

e Ist R kommutativer Integritdtsring, so ist Q(R) = Rp\{o}-

Lokalisierungen von Ringen - egal, ob kommutativ oder nichtkommutativ - sollen nur folgender
universellen Eigenschaft geniigen:

Definition 7.4.2 (Universelle Eigenschaft der Lokalisierung). Eine Lokalisierung von R
nach einer multiplikativen Teilmenge S ist ein Ring Rg zusammen mit einem Ringhomomor-
phismus € : R — Rg, sodass das Bild von S unter ¢ in der Einheitengruppe von Rg liegt, mit
der universellen Eigenschaft:

Gibt es einen anderen Ring R’ und einen Ringhomo ¢ : R — R’ mit Bild von S in den
Einheiten von R/, so faktorisiert dieses ¢’ iiber €, das heifit es gibt einen eindeutig bestimmten
Ringhomomorphismus f: Rg — R mit ¢’ = foe.

Bemerkung 7.4.3.

e Fiir jede multiplikative Teilmenge S in jedem beliebigen Ring R (insbesondere auch nicht-
kommutativ) ldsst sich eine Lokalisierung Rg finden. Dieses Rg wird aber nur durch Er-
zeuger und Relationen angegeben und kann sehr hésslich sein: Die oben genannten schénen
Eigenschaften gehen unter Umsténden verloren, statt eines 'Bruchs’ erhdlt man "Worter
in Nennern und Zahlern’, die sich nicht vereinfachen lassen.

e Fiir kommutative Ringe ist natiirlich klar, dass man diese Worter so umsortieren darf,
dass die 'Nenner’ alle links, die 'Z#hler’ alle rechts stehen (oder umgekehrt). Bei nicht-
kommutativen Ringen muss man an dieser Stelle Zusatzanforderungen stellen.

e Beachte aber: Egal, durch welche Zusatzanforderungen an R oder S man die eine oder
andere schone Zusatzeigenschaft der Lokalisierung erzwingt - letztlich sind alle Lokalisie-
rungen, die man fiir R und S konstruieren kann und die universelle Eigenschaft erfiillen,
zueinander isomorph.

Der Losungsvorschlag, um unschéne Phiénomene zu umgehen: Lokalisiere nur noch nach spezi-
ellen Mengen S, sodass etwas hiibscheres herauskommt. Das macht - sofern sie existiert - die
Ore-Lokalisierung, siehe hierzu [Lam99, Kapitel 10].

Definition 7.4.4 (Ore-Lokalisierung). Der Ring @ heifit Ore-Lokalisierung bzw. Links-Quo-
tientenring beziiglich der multiplikativen Menge S C R, falls es einen Ringhomomorphismus
p: R — Q gibt, sodass gilt:

e Das Bild von S unter ¢ ist in den Einheiten von @) enthalten - d.h. ¢ ist S-invertierend.
e Jedes Element in @ sieht wie ein 'Bruch’ ¢(s) " tp(r) mit r € R, s € S aus.

o ker(p) = {re R | sr=0fiirein s € S}.
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Die letzten beiden Punkte sind die schonen Eigenschaften, die vom kommutativen Fall abge-
guckt sind. Nach [Lam99, Theorem 10.6] ist die Existenz einer solch gelungenen Lokalisierung
dquivalent dazu, dass S die folgenden beiden Bedingungen erfiillt:

e Links-permutierbar: Fiir alle r € R und s € S ist der Schnitt Sr N Rs nichtleer.

e Links-reversibel: Fiir alle r € R gilt: Ist da ein s’ € S mit s’ = 0, dann gibt es ein weiteres
s € S mit sr = 0.

Nenne nun @ = S~'R die Ore-Lokalisierung oder den Quotientenring von R an der Nenner-
Menge S. Insbesondere heifft S™!'R Klassischer Quotientenring, wenn die Menge S, nach der
man da lokalisiert, die Menge aller regulidren Elemente in R ist (ein Element s € R ist regular,
falls es weder rechter noch linker Nullteiler ist). S™'R erfiillt zusammen mit der Inklusion
R < S7!R die universelle Eigenschaft.

Der Ring R muss jedoch nicht zwingend einen klassischen Quotientenring besitzen. Wenn doch,
so nennt man R eine Linksordnung innerhalb dieses Quotientenrings, und definiert wie in
[Lam99, Kapitel 11A]:

Definition 7.4.5. Sei Q 2 R ein beliebiger Ring mit Unterring. R heifit Linksordnung in @,
sofern
{regulére Elemente von R} C {invertierbare Elemente von Q}

und
Q=1{s"'r|r€R, sregulir € R}.

Ist der Ring R also eine Linksordnung in @, so ist @ ein klassischer Quotientenring iiber R.

Bemerkung 7.4.6. Man kann alle obigen Definitionen auch fiir Rechtsordnungen, Rechtsquo-
tientenringe etc. treffen. Ist S C R rechts-permutierbar und rechts-reversibel, so ist RS™! der
Rechtsquotientenring von R beziiglich S. Laut [Lam99, Korollar 10.14] gilt: Existieren sowohl
RS~ als auch S™!'R, so erfiillen sie beide die universelle Eigenschaft und sind damit isomorph
zueinander.

7.4.2 Goldieringe

Nun fragt man sich, wann ein Ring R einen klassischen Quotientenring ) hat, der die schéne
Eigenschaft hat, halbeinfach zu sein. Die Antwort liefert Goldies Theorem: R muss semiprim
sein und dariiber hinaus ein Goldiering sein.

Ein Ring darf sich Goldiering nennen, wenn er in zweierlei Hinsicht 'klein’ bleibt. Erstens diirfen
nicht zuviele Ideale 'nebeneinander’ hineinpassen, das misst die sogenannte uniforme Dimension.
Zweitens miissen aufsteigende Ketten ganz bestimmter Ideale stationér werden. Formal sieht
das so aus:

Definition 7.4.7 (Uniforme Dimension eines Moduls). M hat uniforme Dimension m,
falls er einen essentiellen Untermodul der Gestalt U; @ ... ® U,, hat, sodass alle U; uniform
sind:

e Ein Untermodul N C M heifit essentiell, falls jeder andere Untermodul (# 0) unser N
nichttrivial schneidet.

e N C M heifit uniform, falls je zwei seiner Untermoduln (# 0) nichttrivialen Schnitt haben.

Schreibe in diesem Fall u.dim(M) = m. Existiert kein m, sodass obige Summe in M essentiell
ist, dann setze u.dim(M) = co.

Bemerkung 7.4.8.
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e Die Wohldefiniertheit der uniformen Dimension folgt aus dem Steinitzschen Austauschsatz
[Lam99, Theorem 6.1].

e Wir messen damit die Grofle eines Moduls, indem wir gucken, wie grof} eine direkte Summe
von Untermoduln Uy & ... & U, darin maximal sein kann:

— Der Begriff des essentiellen Untermoduls wird gebraucht, um die Maximalitat der
direkten Summe Uy & ... ® U,, in M zu beschreiben: Man kann keine weiteren
direkten Summanden mehr in M finden.

("Neben ihm hat kein weiterer Untermodul Platz’)

— Der Begriff des uniformen Untermoduls wird gebraucht, um auszudriicken, dass in-
nerhalb der Summanden U; nicht noch mehr direkte Summen von Untermoduln
stecken, die die Anzahl der Summanden in M erhchen konnten.

("Keine zwei seiner Untermoduln haben nebeneinander Platz’)

Wir brauchen diese Definition nur fiir Ringe und ihre Linksideale, anstelle von Moduln mit
ihren Linksuntermoduln. Fiir Ringe bedeutet misst die uniforme Dimension demnach, wieviele
Ideale mit trivialem Schnitt in den Ring hineinpassen. Die aufsteigende Kettenbedingung fiir
eine Menge von Idealen {J;};c; in R kiirzen wir nachfolgend wie {iblich mit ACC ab (das
heilt beliebige Inklusionsketten J;, C J,, C ... von Idealen darin werden nach endlich vielen
Schritten stationér).

Definition 7.4.9 (Goldie-Ring). R heifit Links-Goldie-Ring nach [Lam99, Definition 11.9
und Abschnitt 6E], falls gilt:

1. u.dim(R) < oo fiir R als Linksmodul iiber sich selbst.

2. Fiir Links-Annihilatoren Anng(K) = {r € R|r-k = 0Vk € K} von beliebigen Teilmengen
K C R (auf denen R von links operierend betrachtet wird, die aber nicht multiplikativ
abgeschlossen oder gar Ideale sein miissen), gilt ACC.

Bemerkung 7.4.10.
e Diese Annihilatoren sind nur Linksideale, weil K C R kein Ideal sein muss.

e Auch die Bedingung u.dim(R) < oo ldsst sich in eine ACC-Bedingung umwandeln, sodass
eine dquivalente Definition von Goldieringen lautet:

1. u.dim(R) < oo: Diese Bedingung ist dquivalent zu ACC auf solchen Linksidealketten
in R, die aus ’'Schnitt-Komplementen’ bestehen, also Ketten solcher Linksideale,
die maximal sind mit der Eigenschaft, trivialen Schnitt mit irgendeinem anderen
Linksideal zu haben [Lam99, Proposition 6.30’].

2. ACC soll auf solchen Linksidealketten in R gelten, die aus Annihilatoren von Teil-
mengen von R bestehen.

Ein noetherscher Ring hat fiir solche Bedingungen natiirlich nur ein miides Lécheln iibrig, da
er die allgemeinste ACC-Bedingung {iberhaupt erfiillt, nimlich ACC auf allen Idealen. Also ist
jeder noethersche Ring ein Goldiering.

Theorem 7.4.11 (Goldie). Sei R Ring. Es sind dquivalent [Lam99, Theorem 11.13]:
e R ist Linksordnung in einem halbeinfachen Ring @

e R ist semiprim und Links-Goldie, das heifit, (0) ist ein semiprimes (zweiseitiges) Ideal von
R und es gelten u.dim(R) < oo sowie ACC fiir Links-Annihilatoren Anng(K), K C R.
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7.4.3 Goldierang fiir Goldieringe

Es kursieren recht viele leicht bis stark voneinander abweichende Definitionen des Goldierangs,
die meist an den jeweiligen Verwendungszweck angepasst sind. In diesem Abschnitt verschaffen
wir uns einen Uberblick dariiber, der sich an [Lam91], [Lam99] und [Dix96] orieniert. Eine
Ubersicht fiir prime noethersche Ringe lisst sich in [Jan83, Kapitel 11] finden.

Eine Definition des Goldierangs fiir Links- R-Moduln iiber beliebigen Ringen R findet sich unter
dem Pseudonym ’reduzierter Rang’ bei [Lam99, Definition 7.34] und lautet wie folgt:

Definition 7.4.12 (Goldierang I). Sei M ein Links-R-Modul. Es bezeichne Z(M) := {m €
M | Anng(m) ist essentiell in R} die singuldren Elemente von M. Dann definiere den Gol-
dierang von M als [Lam99, Definition 7.34]

Grkr(M) = u.dim(M) — u.dim(Z(M)).

Ist R ein semiprimer Links-Goldiering, so ist die obige Definition des Goldierangs eines Links-
R-Moduls nach [Lam99, Proposition 11.15] dquivalent zu folgender Umformulierung, die hiufig
als Definition des Goldierangs verwendet wird (wir folgen hier dieser Konvention):

Definition 7.4.13 (Goldierang II). Sei R semiprimer Links-Goldiering, @ der klassische
Quotientenring von R. Sei M ein Links- R-Modul. Dann definiere den Goldierang von M als

Grkp(M) := lengthg (Q ®p M).
Hierbei ist lengthy (Q ®r M) die Kompositionslinge vom Links-Q-Modul Q ®p M.

Bemerkung 7.4.14. Die Existenz des klassischen Quotientenrings fiir semiprime Links-Goldie-
ringe folgt hierbei aus Goldies Theorem 7.4.11.

Nun interessieren wir uns ja fiir den Goldierang des Rings BX/J(«) als Modul tiber sich selbst.

Bemerkung 7.4.15. Erinnerung: BX/J(«) ist ein primitiver noetherscher Ring (primitiv nach
Definition, und noethersch als Quotient des noetherschen Rings BX: Im Beweis von Theo-
rem 7.1.1.iii wird gezeigt, dass BX linksnoethersch ist. Ebenso kann man einsehen, dass BX
noethersch ist, denn die zugrundeliegende Weylalgebra ist beidseitig noethersch, siche Bemer-
kung 5.1.10). Insbesondere ist BX/J(a)) auch prim [Lam91, Proposition 11.6] und Links-Goldie.
Fiir solche Ringe kénnen beide Definitionen vereinfacht werden.

Lemma 7.4.16 (Vereinfachung von Goldierang I). Sei R ein primer noetherscher Ring.
Dann ist der Goldierang von R als Linksmodul {iber sich selbst gerade

Grkgr(R) = u.dim(R).

Beweis. Es ist zu zeigen, dass Z(R) = 0 ist. Dazu miissen wir sehen, dass es kein r € R aufler
0 gibt, dessen Linksannihilator {a € R | ar = 0} essentiell in R ist. Aquivalent dazu ist es,
zu zeigen, dass essentielle Linksideale a von R nie die Form a = Anng(r) haben, mit anderen
Worten: In jedem essentiellen Linksideal a sitzt ein Element a, das keinen Rechtsnullteiler
ar = 0 hat. Dies ist - unter der Voraussetzung, dass R noethersch und semiprim ist - gerade
die Aussage von [Dix96, Lemma 3.6.11]. ©)

Lemma 7.4.17 (Vereinfachung von Goldierang II). Sei R ein primer noetherscher Ring.
Dann ist der Goldierang von R als Linksmodul {iber sich selbst gerade

Grkp(R) = n,

wobei n € N die eindeutig bestimmte Zahl ist, sodass fiir den klassischen Quotientenring @ von
R gilt:
Q= M™(D).

Hierbei ist D ein (ebenfalls eindeutig bestimmter) Schiefkorper.

112



7 DIE STRUKTUR DER PRIMITIVEN IDEALE DER ALGEBRA BX
(HERVORGEGANGEN AUS DER WEYLALGEBRA)

Beweis. Da R prim und noethersch ist, kann man den Goldierang wie in Definition 7.4.13 mit
Grkg(R) = length, (Q ®g R) = lengthg, (Q) angeben. Q ist nach [Dix96, Theorem 3.6.12.iii] ein
einfacher artinscher Ring (hierbei geht ein, dass R nicht nur semiprim, sondern sogar prim ist),
und man kann das Wedderburn-Artin-Theorem anwenden [Lam91, Theorem 3.5, Korollar 3.13],
wonach @ isomorph zum Matrizenring M™(D) iiber einem eindeutig bestimmten Schiefkdrper
D zu eindeutig bestimmtem n ist. Nun ist n die Linge von M™(D) iiber sich selbst [Lam91,
Theorem 3.3], und damit ist Grkg(R) = n. ©)

Bemerkung 7.4.18. Sei auch hier wieder R prim und noethersch. Ist R nullteilerfrei, so ist
sein klassischer Quotientenring @ bereits ein Schiefkérper, sodass Grkg(R) = 1 folgt (vergleiche
[Jan83, Kapitel 11.3]).

Fiir unseren primitiven Quotienten BX/J(«) darf man sich also aussuchen, wie man den Gol-
dierang bestimmen mdachte: Man kann Grk(BX/J(«)) = u.dim(BX/J(«)) benutzen und muss
dann z#hlen, wieviele Linksideale Iy,..., I, es maximal in BX/J(«) geben kann, sodass ihre
Summe I; @ ... @ I, direkt ist (vergleiche [Jan83, Anhang 11A.3]).

7.5 Der Goldierang eines Primitiven Quotienten

Als Anwendung von der Aussage 7.3.1 tiber primitive Quotienten méchte man nun gerne sehen:

Satz 7.5.1. Der Goldierang von By /J(«) gleicht der Anzahl von Zusammenhangskomponen-

ten von (o) gy -

Hierzu ein paar Vorbemerkungen.

Bemerkung 7.5.2 (Goldierang). Einige Hintergrundinformationen zur Definition des Gol-
dierangs wurden im Exkurs behandelt. Hier reicht es aber, die Definition fiir prime noethersche
Ringe R zu kennen:

Grkr(R) := max{n | es gibt eine direkte Summe von Linksidealen I; ®...® I, C R}.

In der Tat ist BX (abstammend von der Weylalgebra) prim und noethersch, siche Bemerkung
7.4.15.

Bemerkung 7.5.3 (Verbindung zu universell einhiillenden Algebren). Der Fall von
universell einhiillenden Algebren und speziell der $(sl,,) motiviert, warum der Goldierang von
primitiven Quotienten wissenswert ist: Ist L ein einfacher endlichdimensionaler Modul {iber
iU(sly,), so ist seine Dimension némlich genau der Goldierang des entsprechenden primitiven
Quotienten (siehe [Jos84], [Prel0, Theorem B] und [BrulO, Theorem 1.1]), also

dim(L) = Grkys,) (U(sl,)/Ann(L)).

Es ist damit eine ganz naheliegende Frage, nach Hilfsmitteln zur Berechnung des Goldierangs
zu suchen.

Nun zu dem Beweis des Satzes:

Beweis. Bezeichne den Ring By /J(«) fiir die Dauer dieses Beweises mit B. Wir zéhlen also
Linksideale I; in B. In Proposition 7.3.1 wurde gezeigt, dass

B%(l BhX1 ’X2
X2,X1 X2
Bb Bh

X
By*
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~

wobei B;‘“Xj & ¢;Be;j fiir paarweise orthogonale Idempotente e;, €; gilt. Hierbei ist e1,...,¢€,
eine maximale Menge orthogonaler Idempotente in B. Wir finden also mindestens die p Spal-
tenideale Be; in B, und da B = Bey @ ... ® Be, eine direkte Summenzerlegung ist, miissen
wir nur noch priifen, ob in den einzelnen Spaltenidealen Be; noch weitere direkte Summen von

Idealen stecken. Benutze fortan die Abkiirzung B;; fiir B;‘“Xj = g; Be;.

e Nimm also Be; D I; @ I/ fiir die i-te Spalte an, wobei I; und I} Linksideale von B seien.
Wir wollen sehen, dass eins dieser Ideale trivial gewesen sein muss, und nehmen zunéchst
das Gegenteil an. Hierfiir sucht man ein regulidres Element in I; &  Be;:

J#i

e Dazu wird zuerst in I; ein Element konstruiert, das genau auf Hohe des Diagonaleintrags
ungleich Null ist (I; ist im ¢-ten Spaltenideal enthalten). Sei a € I; ungleich Null (I; soll
nichttrivial sein). Ist der ‘Diagonaleintrag’ a; # 0, so multipliziere a (von links) mit dem
Idempotent €; und erhalte damit ein Element der gewiinschten Form. Ist der Diagonal-
eintrag Null, so muss irgendein anderer Eintrag a;; ungleich Null gewesen sein. Wie eben
kann man erwirken, dass aj; der einzige nichttriviale Eintrag unseres Idealelements ist.
Man zeigt das folgende Lemma:

Lemma 7.5.4. Gilt B;;jaj; = 0, so war aj; schon Null.

Beweis. Aus B;jaj; = 0 folgt (aj;B;;)(ajiB;j) = 0 in dem Integritdtsbereich B;; und
damit auch a;; B;; = 0. Nun betrachtet man das Idempotent e = €; +¢;. Die Matrizen in
eBe haben ihre Eintrige nur noch an den Positionen (i,14), (¢, ), (4, %), (4,). Man rechnet
nach, dass mit a wie oben ((eBe)a(eBe))? = 0 gilt, und priift die Identitit

B(eBe)a(eBe)B - B(eBe)a(eBe)B = B((eBe)a(eBe))?’B = 0.
Weil B prim war, folgt B(eBe)a(eBe)B = 0 und aufgrund von
a=¢e* a-e* € B(eBe)a(eBe)B =0

folgt schlieBlich a = 0 und somit a;; = 0. ©

Da wir aber von aj; # 0 ausgegangen sind, ist Bj;a;; # 0. Im Anschluss kann man also
unser a mit einem geeigneten b € B multiplizieren (insbesondere ist b;; # 0), sodass
¢ := ba auf der Hohe des Diagonaleintrags einen Eintrag ungleich Null hat.

e Dieses Element kann nun zu einem reguldren Element in B ergénzt werden, indem man
eine Matrix C' mit Eintrdgen c¢;; = ¢ definiert, wobei die restlichen Diagonaleintrige
durch beliebige regulidre Elemente aus den Integritdtsringen Bj; aufgefiillt werden und
alle Nicht-Diagonaleintriage gleich Null gesetzt werden.

e ( ist tatsichlich reguldr in B: Angenommen, man hat ein anderes Element P € B, sodass
das Produkt PC der beiden Matrizen Null ist. Von jedem einzelnen Eintrag p;; weil man
nun, dass p;;c;; = 0 ist. Insbesondere ist p;jc;; = 0, was sofort p;; = 0 impliziert, weil
Bj; Integritétsring ist. Fiir alle anderen p;; mit 4 # j findet man wieder ein Element
gji € Bj; mit g;;pi; # 0, sofern p;; # 0 gilt. Dies fithrt nun sofort zu einem Widerspruch,
da g;j;ps; - ¢j; = 0 ein Produkt im Integritétsring B;; ist, sodass g;;p;; = 0 und damit wie
behauptet dann p;; = 0 folgt.

e Aus der Existenz eines regulidren Elements in I; & @ Be; folgt, dass I; & €D Be; essentiell
J#i J#i
ist, siehe [Lam99, Theorem 11.13, (2)=-(5)]. Insbesondere ist der Schnitt von I; & @ Be;
J#i
mit I} nicht null. Dies kann nur eintreten, wenn bereits der Schnitt von I; mit I} nicht null
war, was im Widerspruch zu der Annahme steht, dass Be; O I; @ I] eine direkte Summe

war.
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e Damit kann in keiner Spalte eine direkte Summe von nichttrivialen Idealen enthalten sein.

Es folgt, dass

Grkpx/7(a) (BY/J(a)) = p= Anzahl der Zusammenhangskomponenten von (BX),
gilt, denn dass p = Anzahl der Zusammenhangskomponenten von (BX)  ist, haben wir bereits
in Bemerkung 6.3.2 gesehen. ©

Bemerkung 7.5.5 (Zusammenhangskomponenten von (&) g, ). Wir haben schon in Be-
merkung 6.3.2 gesehen, dass (a) g, = UFE' + 6 +a = JV(h — xi(h)) ist. E ist hierbei zu-
sammenhéngend in der Zariski-Topologie, und die einzelnen Translate schneiden sich paarweise
nicht. Die Zusammenhangskomponenten fallen also mit den Translaten E’ 4 6; 4+« bzw. mit den
V(h—xi(h)) zusammen. Daher gibt es die Chance, den Goldierang von BX;/J(«) zu berechnen,
indem man die Translate zdhlt. Diese Aufgabe werden wir in Abschnitt 7.7 darauf reduzieren,
Gitterpunkte in einem Polytop zu zéhlen, und dies wird von sogenannten Ehrhartpolynomen
geleistet.

Bemerkung 7.5.6 (Verbindung zu universell einhiillenden Algebren). Wie schon in
Bemerkung 7.5.3 angekiindigt wurde, ist man daran interessiert, den Goldierang primitiver
Quotienten berechenbar zu machen. Fiir universell einhiillende Algebren beschreibt Joseph in
[Jos80a, Korollar 5.12] Goldierangfunktionen

pa(p) = Grk (U(g)/Ann(L(p))), 1€ b”

auf A = A+ P(R) (hierbei ist P(R) das integrale Wurzelgitter und A € §*), die auf gewissen
Teilmengen von A Polynomgestalt haben.

Die Crux bei diesen Goldierangpolynomen ist jedoch, dass sie zumeist nur bis auf einen Ska-
lar bestimmt sind (siche beispielsweise [Jos80a, Kapitel 1.4]), und schon diese Resultate sind
keinesfalls einfach zu bekommen und gelten nur in Spezialfillen, siehe [Jos80a], [Jos80b, Theo-
rem 10.4]. Konkrete Polynome sind im Allgemeinen unbekannt. Fiir Liealgebren vom Typ A
konnten jedoch vor kurzem konkrete Formeln gefunden werden, siehe [Prel0, Theorem B] und
[Brul0, Theorem 1.6]. Die Beweise sind nicht trivial und verwenden Hilfsmittel aus der Theorie
endlicher W-Algebren und der Darstellungstheorie in positiver Charakteristik.

7.6 EXKURS: Polyeder, Polytope und das Ehrhart-Polynom

Hier geht es darum, die Anzahl von Gitterpunkten in einem Polytop zu ermitteln. Genauer
gesagt: Man fixiert ein Gitter, schneidet es mit einem Polytop, und beobachtet nun, wie sich
die Anzahl der enthaltenen Gitterpunkte bei Streckung des Polytops verdndert. Der Clou ist,
dass diese Anderung polynomiell im Streckfaktor ist - die Gestalt des Polynoms selbst héngt
vom Gitter und vom Polytop ab.

Dieser Exkurs orientiert sich hauptséichlich an den Einfithrungen von [Zie95] sowie [BRO7].
Beide Einfiihrungen arbeiten nur iiber R. Das Buch [BR07] verwendet stets nur das Standard-
Z-Gitter, es lassen sich diese Aussagen jedoch durch Koordinatentransformation auf beliebige
Gitter tibertragen (siche [BR0O7, Bemerkung 3.3]).

Man kann ein Polytop P im R™ konstruieren, indem man eine Handvoll Eckpunkte fixiert und
davon das Polytop aufspannen ldsst. Man bekommt jedoch dieselbe Form, indem man aus dem
gesamten umgebenden Raum mithilfe von Hyperebenen das Polytop ausschneidet (oder anders
gesagt: indem man es sich als Schnitt von Halbrdumen vorstellt). Formal fithren diese beiden
Ansitze zu folgenden Definitionen:

Definition 7.6.1 (Polytop). Es gibt zwei mogliche Definitionen fiir ein Polytop P im R™:
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e P ist die konvexe Hiille einer endlichen Punktemenge im R™:
P =conv(py,...,pr) ={\p1 + ... Apr | Ai >0, Z)\i =1}

e P ist Schnitt endlich vieler abgeschlossener Halbriume
P=P(Az)={x eR" | Az < z, das heiit (Ax); < z; V1 <i <},

der beschrinkt ist, das heifit, P enthélt keinen 'Strahl’ {z + ty | ¢ > 0} fiir beliebiges
y € R™ (sonst heifit es Polyeder)

Die Dimension eines Polyeders ist die des aufgespannten (affinen) Unterraums vom R™ (siehe
[Zie95, Definition 0.1]).

Zum Gliick beschreiben beide Definitionen das gleiche Objekt:

Satz 7.6.2 ([Zie95, Theorem 1.1]). Diese beiden Definitionen sind dquivalent: Es gilt P =
conv({p1,...,pr}) fir ein k und gewisse p1,...,pr € R™ genau dann, wenn P = P(A, z) fiir ein
A € R>™ und z € R! fiir ein geeignetes [ gilt.

Nun musste man ja in der Definition des Polytops via Halbrdume extra mit aufnehmen, dass
es beschriankt sein soll. Léisst man diese Bedingung fallen, so erhélt man die Definition des
Polyeders. Aber auch in diesem Fall gibt es wieder zwei mogliche Ansétze, die zum gleichen
Ergebnis fiihren.

Definition 7.6.3 (Polyeder). Eine Teilmenge P des R™ heifit Polyeder, falls eine der folgenden
Bedingungen gilt:

e P = conv(py,...,pr) + cone(qi,...,qn) ist Summe einer Konvexen Menge und eines
Kegels:
conv(py, .., pk) = {Ap1 + .. Aepr | A >0, ZM =1}
und
cone(q, ..., qm) = { M@ + .. Anqm | A >0}

e P ist Schnitt endlich vieler abgeschlossener Halbrdume, der moglicherweise unbeschrénkt
ist:
P=PA,z)={zeR" | Ax < z,,ie (Az); <z V1 <i<l}

Die Dimension eines Polyeders ist die des aufgespannten (affinen) Unterraums vom R™ (siehe
[Zie95, Kapitel 0, Kapitel 1.1]).

Satz 7.6.4 ([Zie95, Theorem 1.2]). Diese beiden Definitionen sind dquivalent: Es gilt P =
conv({p1,...,pr}) + cone(qq,...,qm) fiir p;,q; € R” genau dann, wenn P = P(A,z) fiir ein
A€ R>™™ und z € RL.

Fixiere nun ein volles Z-Gitter L = spany (wy,...,w,) C R™.

Definition 7.6.5 (Integrale Polytope). Ein beziiglich L integrales Polytop ist ein Polytop
mit Ecken pq,...,pg in L (vergleiche [BRO7, Kapitel 2.1]).

Definition 7.6.6 (Gestreckte Polytope). Sei P ein integrales Polytop und z € Z-q. Die
Streckung (oder Dilatation) von P um z ist ein Polytop, das mit zP bezeichnet wird,

xP = {z-peR" | pe P}
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Definition 7.6.7 (Gitterpunkt-Zihlfunktion). Sei P ein integrales Polytop beziiglich L
und x € Z(. Definiere die Gitterpunkt-Zahlfunktion Lp(z) wie in [BRO7, Kapitel 2.2] durch

Lp(z) := #(xPNL).

Die Funktion Lp(z) gibt also in Abhéngigkeit vom Streckfaktor z € Z~( an, wieviele Gitter-
punkte in dem (abgeschlossenen) Polytop P liegen. Hierbei wird verwendet, dass die Eckpunkte
des Polytops Gitterpunkte sind, sodass auch fiir z € Z-( das Polytop =P integral ist. Das Be-
sondere: Lp(x) ist polynomiell, wie [BRO7, Theorem 3.8] (im Original [Ehr62]) besagt.

Theorem 7.6.8 (Ehrhart fiir integrale Polytope). Ist P ein integrales Polytop der Di-
mension n, so ist Lp(x) ein Polynom in Q[z] vom Grad n.

Bemerkung 7.6.9. Fiir z ¢ Z haben die Zahlen Lp(z) keine weitere Bedeutung.

Definition 7.6.10. Sei P integrales Polytop. Schreibe fortan EHPp(z) anstelle Lp(z) und
bezeichne das Polynom als "Ehrhartpolynom’.

Das Konzept des Gitterpunktezihlens in einem Polytop lisst sich auch auf rationale Polytope
erweitern, Polytope also, deren Eckpunkte nicht unbedingt in L = spany (ws,...,w,) liegen
miissen, sondern in spang (w1, ..., wy,) sein diirfen. Solche Polytope werden durch Ungleichungs-
bedingungen mit integralen Koeffizienten beziiglich der w; beschrieben, das heifit, das System
P = P(A,z) hat Koeffizienten a;;,2z; € Z. Hier kann man zwar keine Polynomgestalt von
Lp(z) erwarten, aber immerhin Quasipolynomgestalt. Ein Quasipolynom f vom Grad n der
Periode m € Z+ ist ein Polynom vom Grad n mit Koeffizienten, die periodische Funktionen
mit Periode m sind (f selbst muss natiirlich nicht periodisch sein!). Weil wir mit Lp(2) nur eine
Funktion Z — k betrachten, kénnen wir f als endliche Familie von echten Polynomen ansehen.
Wir verwenden also folgende vereinfachte Definition eines Quasipolynomes:

Definition 7.6.11 (Quasipolynom, vereinfachte Definition). Ein Quasipolynom f der
Periode m ist gegeben durch Polynome fi,..., f,, € Q[z], sodass f(z) = f;(x) fir allez € Z
mit £ =j mod m (siehe auch [MWO05]).

Gegeben einen rationalen Punkt in R™ mit vollstédndig gekiirzten Koordinaten Zt, so nennen

wir die n; die Nenner des Punktes.
Das analoge Resultat lautet nun [BR07, Theorem 3.23]:

Theorem 7.6.12 (Ehrhart fiir rationale Polytope). Ist P ein rationales Polytop der
Dimension n, so ist Lp(x) ein Quasipolynom in Q[z] vom Grad n mit Periode m < d fiir
d = min{x € Z-o | P integral } = kgV{Nenner der Eckpunkte}. Es gilt sogar: Die Periode
teilt d.

Man kann also fiir ein rationales Polytop die Familie {xP | x € Z>(} aufteilen in m verschiedene
Kleinfamilien P; := {aP | x = j mod m}, fir die die Gitterpunkt-Zahlfunktion Lp(z)
polynomiell in z ist.

Definition 7.6.13. Sei P rationales Polytop. Wir schreiben auch fiir das Quasipolynom EHP p ()
anstelle Lp(x) und bezeichnen es als Ehrhart-Quasipolynom’.

Bemerkung 7.6.14. Fiir Polytope, die nicht rational sind, gibt es bislang keine vergleichbaren
Resultate, siche [BR07, Bemerkung 3.8].

Bemerkung 7.6.15. Anstelle P als Dilatation des Polytops P zu sehen, kann man xP auch
als Schnitt eines geeigneten Polyederkegels mit einer Hyperebene auffassen (siehe [BR0O7, Kapitel

117



7 DIE STRUKTUR DER PRIMITIVEN IDEALE DER ALGEBRA BX
(HERVORGEGANGEN AUS DER WEYLALGEBRA)

3.3]): Angenommen, das Polytop P lebt im R™ und hat Eckpunkte py,...,pm,. Dann definiere
den Kegel dariiber als

cone(P) = {\1(p1,1) + ... A (Pm, 1) | As >0} c R
Das urspriingliche Polytop P ist nun der Schnitt vom Kegel mit der Hyperebene
H={xecR"™ |z, =1},
also P = cone(P) N H.

Bemerkung 7.6.16 (Grundkoérperwechsel). In diesem Kapitel wurden Gitterpunkte im R™
gezédhlt, wir mochten jedoch iiber beliebigen Grundkérpern k der Charakteristik 0 arbeiten und
Gitterpunkte in t* = k™ zdhlen. Wir kénnen die Gitterpunkte aber ebensogut in Q™ C k"
zéhlen, denn wir arbeiten stets nur mit rationalem V(g — x(g)) und rationalen Kegeln, das
heifit, die definierenden Gleichungen haben ausschlieBlich rationale Koeffizienten, und damit
betrachten wir nur rationale Polyeder. Durch anschlieBendes Hochinduzieren von Q™ nach R"
durch k£ ®q — éndert sich nichts an der Anzahl der Gitterpunkte im rationalen Polytop. Das
Ehrhartpolynom des Polytops iiber R zéhlt also die Gitterpunkte im Polytop iiber k.

7.7 Anwendung der Ehrharttheorie auf Familien von Regionen @Bx

Wo finden wir in t* Familien integraler oder rationaler Polytope P mitsamt ihren Dilatationen
xP fir x € Z5o? Sie treten bei dem Versuch auf, die Zusammenhangskomponenten von (a)
zu z#hlen, fiir all diejenigen « € t*, die dieselbe Vorzeichenkonfiguration J = J U J_ haben.

Eine Region () 5, wurde in Kapitel 6.2 beschrieben als Schnitt («) 5, = M ;N My fiir

fir alle j € J gilt v; € Z,
My = ¢v€V(g—x(9) v; = 0 fiir j € J4,
v <0 fiir j € J_

My {WEV(E—X(G)) J%Wj € J%:J%'ﬁj + iEZIZm}.

Bemerkung 7.7.1 (Dr Jekyll and Mr Hyde). An dieser Beschreibung wird deutlich, dass
sich My ganz wunderbar fiir die Beschreibung durch Gitterpunkte und Polytope eignet, wiahrend
das Verhalten von My nur schwer kontrollierbar erscheint, insbesondere hat My bisher noch
keine Beschreibung durch ein brauchbares Gitter erhalten.

Wegen der schweren Kontrollierbarkeit der Menge My werden die folgenden Untersuchungen nur
in einem Spezialfall durchgefithrt. Wir treffen fiir den restlichen Abschnitt folgende Annahmen:

Annl Fixiere wie iiblich g und damit auch V(g) rational, das heift, die definierenden Gleichun-
gen sollen Koeffizienten in Q haben.

Ann2 Fixiere eine Vorzeichenkonfiguration J = J, U J_ fiir g.

Ann3 Fordere
g" =span, {n; | j € J} @spany {n; | i € I}.

Diese Voraussetzung garantiert My = V(g — x(g)) (sieche Lemma 7.7.4), also ist (a) g, =
M.

Wir fixieren hierbei jedoch nur die Vorzeichenkonfiguration .J, nicht jedoch das « selbst, noch

nicht einmal das x. Wir moéchten nédmlich gerade untersuchen, wie sich die Beschreibung von
n

(@) 5, mit der von (a’) 5.+ verbinden lisst, wobei o/ = - & mit z € Z~o und y/ = N
B B k'l
k=1
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Bemerkung 7.7.2. Die Annahme (Ann3) ist beispielsweise erfiillt, wenn
o [ =10,
e 7, =0 fiir alle ¢ € I, oder

o J=10

gilt. Der dritte Fall, J = 0, ist allerdings langweilig, weil dann schon (o) 5, = V(g — x(g)) gilt.
In Beispiel 5.7.1 haben wir sowohl den Fall I = () als auch den Fall J = () beobachten kénnen,
siehe dazu auch Bemerkung 6.2.4.

Bemerkung 7.7.3. Entscheidend an der Forderung g* = span, {n; | j € J}@®span, {n; | i € I'}
ist, dass daraus die Aquivalenz von

Z YNk = Z ARk

keluJg keluJ
und
Yo=Y ey und > yimi= Y am
jeJ jeJ iel iel
folgt.

AuBlerdem ist My unter dieser Annahme nun leicht kontrollierbar:

Lemma 7.7.4. Gilt g* = span, {n; | j € J} @spany, {n; | i € I}, so folgt My = V(g — x(g)).
Beweis. Die Inklusion My C V(g — x(g)) ist klar. Sei also v € V(g — x(g)). Hieraus folgt unter

der Voraussetzung an g*, dass
S i =3 agm;.
jed jed

Insbesondere gilt

Z%‘m € Zajnj + sz,

jeJ jeJ iel

und es folgt v € My nach Definition von My. ©

Bemerkung 7.7.5. Unter der Voraussetzung an g* ist
Do EY ami+Yy Zn
jeJ jed iel

sogar dquivalent zu

> i =Y agm;.

jeJ JjeJ

Das folgende Lemma ist nur illustrativ - es sagt, dass die Eigenschaft My = V(g — x(g)) unter

Dilatation von () g, erhalten bleibt (und somit an unseren Verwendungszweck angepasst ist):

Lemma 7.7.6. Betrachte o € t* mit My = V(g — x(g)). Es wird dann fiir o/ = z - « (mit
x € Zsg) die Identitéat Mj = V(g — x'(g)) gewahrt, wobei X’ = > ajny ist.
k=1
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Beweis. Man formt dazu M{9 etwas um:

M. ’. . .
{veVm—%mD gpwfeg;%m%-gzm}

yeV(ig—x'(9)

{

> {wev
{
{

Y. m € ) Taym; + sz}
jeJ jeJ el

x'(9)) %%‘W € m(;%‘m + %Zm‘)}
—{yevi DIVGNM}

VeV (@) | 7 e Via- (o)

X' (9)),
und die Inklusion M}, C V(g -x

(g)) ist ohnehin klar. o

Definiere als niichstes die Zutaten fiir die Beschreibung von einer Region (o) px durch Gitter-
punkte in einem Polytop. Unter unserer Voraussetzung, dass

g =spany, {n; | j € J} @ spany {n; | i € I}
ist, folgt sofort

fir alle j € J gilt v; € Z,
'ijOfiirjEJ+,
v; <0 firjeJ_

v € V(g —x(g))

Verbindet man dies mit der Beschreibung aus Lemma 6.3.1, ndmlich

UE’

so liest man ab, dass man in diesem Spezialfall die §; besonders geschickt wihlen kann. Diese
Beschreibung spielt hier hauptséchlich eine illustrative Rolle, denn die konkreten Wahlen der
6; werden wir im weiteren Verlauf nicht mehr brauchen. Nichtsdestotrotz schligt sie die Briicke
zwischen der urspriinglichen Beschreibung von ( ) gx Wie in (2) und unserer angestrebten Be-
schreibung von () 5, mit Gitterpunkten und Polyedern.

(2) + (0; + ),

Proposition 7.7.7 (Beschreibung der §; aus Gleichung (2)). Man kann

fiir alle ¢ € I gilt 0} = 0,
fiir alle j € J gilt &) € Z,

81,...,0, =0 €V ,
(o bt (9) 6; > —ay fiir j € Jy,
0% < —ay fir j € J-
wihlen.
Beweis. Es ist (o) 5 = Uy E' + (6’ + @) zu zeigen, mit andern Worten, wir miissen

fiir alle i € I gilt &; =0,

fiir alle j € J gilt &} € Z,
6} > —qj fir j € Jy,
0% < —ay fiir j € J-

fiir alle 5 € J gilt v; € Z,
’YjEOfﬁI‘jEJ.;.,
v; <0 fir j € J-

v € V(s —x(9)) =E'+{ 6 €V(g) +ao

sehen. Dazu formen wir die zweite Menge zuerst etwas um. Zunéchst einmal ist

fiir alle 7 € I gilt &; =0,

fiir alle j € J gilt 6; € Z,
5; > —ay fir j € Jy,
8 < —aj fir j € J-

8 e V(g)

+a =

6" e Vig—x(g))

fiir alle 7 € I gilt 6 = a,
fiir alle j € J gilt 6} € Z,
8 >0 fir j € Jy, ’
07 <0 fiir j € J-
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anschlieBend addiert man in jedem Punkt 6" den Unterraum E' = {y € V(g) | 7; = 0 fiir j € J}
und erhélt

fiir alle ¢ € I gibt es ein ¢ € E' mit v; = a; + ¢,
fiir alle j € J gilt v; € Z,
’YjZOfﬁI‘jEJJr,
v; <0 fiirj e Jo

yeVig—x(g)

Daraus folgt unmittelbar die Inklusion () 5 D Uy E' + (6’ + o). Fiir die andere Richtung ist
einzusehen, dass die Bedingung

Fiir alle ¢ € I gibt es ein ¢ € E/ mit v, = a; + ¢;

fiir alle v € V(g — x(g)) automatisch erfiillt ist. Sei also v € V(g —x(g)). Dann ist y—a € V (g),
das heifit

n

Z(% — o)y = 0.

k=1
Es gilt dank der Voraussetzung g* = spany, {n; | j € J} @ spany, {n; | « € I}, dass nun schon
Z(%‘ —a;)n; =0
iel

gewesen sein muss. Definiere e durch e; := ; — a; fiir ¢ € I und e; = 0 fiir alle j € J. Es folgt
e € V(g), und nach Definition ist e auch in E’, wie gewiinscht. ®

Wir vergeben die Bezeichnung

fir alle ¢ € I gilt §; = «;,
fiir alle j € J gilt §; € Z,
5j20fﬁ1‘j€<]+,
05 <0 fiir j € J_

D:={¢0€eV(g—x(g))

Lemma 7.7.8. Seien 6,6’ € D gegeben. Dann gilt E' + § = E' + ¢’ genau dann, wenn bereits
0 =0 gilt.

Beweis. Die Punkte v in £’ +4 sind alle von der Form e+ ¢ fiir ein e € E’. Weil nach Definition
von E’ gilt, dass e; = 0 fiir alle Koordinaten mit j € J ist, folgt y; = ¢§; fur alle j € J. Gilt also
E'+6=FE"+¢, sofolgt §; =} fiir alle j € J. Nach Definition der 4,0" € D gilt aber zugleich
d; = 6, = oy fiir alle ¢ € I. Insgesamt erhalten wir 6 = §’. Die andere Implikation ist klar.  ©

Der folgende Korollar begriindet, dass die Punkte aus D zur Zéhlung der Zusammenhangskom-

ponenten von () 5, benutzt werden kénnen.

Korollar 7.7.9. Die Anzahl der Zusammenhangskomponenten von (o) 5, entspricht genau der
Kardinalitdt #D.

Beweis. Wir haben schon in Bemerkung 6.3.2 festgestellt, dass die Anzahl der Zusammen-
hangskomponenten von @Bx mit der Anzahl der Translate von E’ zusmmenfillt. Nun gibt
jedes 6 € D ein Translat § + E’. Das vorige Lemma 7.7.8 garantiert, dass wir keine Zusammen-
hangskomponente doppelt zéhlen. ©

Sei pr; die Projektion von k™ auf k7 := span,, {r; | j € J}. Die Kardinalitéit von D bleibt unter
dieser Projektion erhalten:

Proposition 7.7.10.
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o Es gilt
2. ding = 3 agm;
jeJ jeJ
pry(D)=_deck’ fiir alle j € J gilt d; € Z,
deOfflI‘jEJ.;.,
d; <0firjeJ_

e Es gilt #D = #pr;(D).
Beweis.
o Dies folgt unmittelbar aus den Definitionen von pr; und D.

e Aus unserer Voraussetzung an g* folgt, dass es eine Bijektion zwischen D und pr;(D)
gibt. Die Abbildung D — pr;(D) ist selbstverstindlich durch 6 — pr;(d) gegeben. Fiir
die Umkehrabbildung pr;(D) — D betrachte man ein d € pr;(D). Es gilt insbesondere

> djn; = > a;n;. Definiere nun d +— ¢ mit ¢; := d; fiir alle j € J und §; := «; fiir alle
je€T jET
i € I. Dies ist in der Tat ein Element in D. ©

Bemerkung 7.7.11. Es gilt sogar (als unmittelbare Folgerungen aus den Definitionen)

#D = #p1;(D) = #r,(My) = #p1; ({0 1)

was die konkrete Angabe der Gitterpunkte iiberfliissig macht.

Weil pr; (<a>Bx) ohnehin in Z” lebt, ist es zuldssig, nur noch iiber Q zu arbeiten. Wir fassen

unsere neue Situation nochmals zusammen:
Definition 7.7.12. Wir arbeiten von nun an mit

Q' = spang {7; | j € J}

ay = (o) jes €Q’

XJ ‘= Z Q575

jeJ

Vi

veQl | Y umy=xs

jeJ

Unser Ziel ist, zu zeigen, dass pr; (@Bx) sich als Schnitt eines Polytopes mit einem Gitter
beschreiben lisst, die wie folgt definiert werden:

Definition 7.7.13. Definiere das Polytop

Py = {dEVJ

d]ZO fﬁI‘jGJ+,
dj§—1 fiirjEJ,

sowie das Standard-Z-Gitter
L = Z7 = spany {r; | j € J}.

Lemma 7.7.14. Hierbei ist natiirlich P; N L = pr;(D) = pr; ((a)Bx).

Beweis. Folgt durch Ausschreiben der Definitionen. @)
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Wir verfeinern unsere Vorgehensweise ein weiteres Mal: Um einen gemeinsamen Rahmen fiir
() gx und seine Dilatation (za) g, zu finden, iibersetzen wir das Polytop P; nun im Sinne
von Bemerkung 7.6.15 in eine Beschreibung als Schnitt eines Polyederkegels A; mit einem

Unterraum in Q7.
Definition 7.7.15 (Der Polyederkegel). Wir definieren den Polyederkegel durch

Ay = {UEQJ|vj20fiirj€J+, v; < —1firjeJ_}

Aj(v) <0 fiir j e J
— J J +>
B {UEQ Aj(v) < —1firjeJ_ |’

wobei in den definierenden Ungleichungen die Funktionen

A Aj(v) =—v;, fallsjeJp
T A =y, fallsje o

verwendet werden.

Bemerkung 7.7.16 (Vergleich mit dem Polyederkegel C”). Die Definition der A; orien-
tiert sich hierbei an der Definition der A; in Abschnitt 6.2, wihrend A ; — a das Analogon zum
Kegel C’" aus Abschnitt 6.2 ist.

Der Vorteil dieser Definition von A ist, dass sie unabhéngig von x ist, damit eignet sie sich

dazu, die Zusammenhangskomponenten fiir alle Regionen (za) p,» mit @ € Z- zu zéhlen.

Proposition 7.7.17 (Eigenschaften von Py und A ;). Die Mengen Py und A erfiillen die
folgenden Eigenschaften:

1. P=A;NVj.
2. Py ist in der Tat ein Polytop, also ein beschrénkter Polyeder.

Beweis. 1. P; = A;NV; kann man an den Definitionen ablesen.

2. Py ist ein Polyeder, da Py durch lineare Gleichungen (in der Definition von V) und lineare
Ungleichungsbedingungen (in der Definition von Aj) gegeben ist. Die Beschrinktheit
priifen wir am verschobenen Polyeder Py — oy = (Ay — ay) N Vp, wobei

Vo={veQ’| vaj =0} =pr,;(V(g) NQ").
jed

Nach Definition gilt zudem A;(y) = A;(pr;(v)) fiir alle v € V(g) N Q™, sodass das Bild
der A; auf Vj durch A; bestimmt wird. Fiir die A\; € (V(g) NQ™)* existieren nach Lemma
6.1.9 (und nach Definition der Indexmenge J) rationale Koeffizienten g; > 0, sodass

Z q]' Aj =0.
jed
Betrachten wir A; eingeschrankt auf V4 als Element von V(' so folgt
>4k =0,
jeJ

und wir kénnen nun obere und untere Schranken fiir alle Koeffizienten v; von v € (Ay —
ay) NV, angeben:
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e j € J.: In diesem Fall gilt v; > —«; und

1 1
v =—Ai(0) = = > Gehr(v) < = gr(—ax).
U iz Cy

e j € J_:In diesem Fall gilt v; < —1 — o; und

1 1
v =A(0) = == ghr(v) > = gron.
9 ks U

Das néchste Ziel ist, fiir o/ = za mit x € Z5( die Menge pr; ((a’>BX/> als "Dilatation’ von

pry <<a> Bx) zu beschreiben. Priziser ausgedriickt: Wir werden P’ (das zu o' assoziierte Po-

lytop) als Streckung von P; um einen geeigneten Streckfaktor beschreiben. Wir werden dabei
beobachten, dass das Streckzentrum z unserer Dilatation nicht immer der Punkt 0 € Q7 ist,
sondern (in Abhiingigkeit von .J, nicht aber von x!) als Punkt z € Q” mit

0 firjeJ,
zj =
Tl -1 firje g

definiert werden sollte. Das heif3t, man muss P; N L zuerst um —z verschieben, P; dann strecken
und das Resultat wieder zuriickverschieben, um pr (@BX/) aus pry (@Bx) zu bekommen.
Der Streckfaktor ist nicht x selber, sondern nur linear in z. Die Umskalierung wird nétig, um
der z-Verschiebung Rechnung zu tragen. Die ldstigen Details finden sich in der untenstehenden
Proposition.

Proposition 7.7.18 (Dilatation). Die Beschreibung von pr; (<a>BX) als Schnitt P; N L ist

unter Umskalierung vertriaglich mit Dilatation, das heift, fiir x € Z5 ¢ gilt

pry ({@alpe) = (F@)(Py—2)+2)NL.
Hierbei nimmt die lineare Funktion f(z) die Umskalierung des Streckfaktors vor, genauer gilt

r — Qo

fx) =

B l—ao

mit ag derart, dass z € ag - a + Vj

mit Vo = {v € Q7 | 3 v;n; = 0} dem Analogon zu V(g) wie zuvor. Insbesondere ist ag nur
j€J
von « und z, nicht jedoch von x abhéngig.

Beweis. Hierzu muss man wieder nur die Definitionen zusammenfiigen. Aus z > 0 und z
integral folgt, dass die Vorzeichenkonfiguration von x« dieselbe ist wie die von «. Es gilt also

fiir alle j € J gilt v; € Z,
(ra) g = My = ¢y €V(g—x'(a) v; = 0 fiir j € Jy,
v <0 fiir j e J_

und nach Lemma 7.7.14 weiter pr; ((ma>BX/> = P/ N L mit

P = {dEV}

dJZO fﬁrj€J+,
djg—l fﬁI‘jEJ, ’

wobei

Vi=eveQ| Zvjnj 22043773‘ =X}

jeJ jeJ
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Wir miissen jetzt zeigen, dass P} = f(z)(P; — z) + z bzw.

Py — 2= f(2)(Py - 2)

gilt. Zuniichst bestimmen wir f(z). Zur Erinnerung: f(x) muss derart sein, dass Multiplikation
von dem verschobenen (o — z) mit f(z) und anschlieBendes Zuriickverschieben um z mit dem
urspriinglichen z« iibereinstimmt, bis auf ein Element

v € Vo:={veQ’ | Y vn; =0},
j€J
dem Analogon von V(g). In Formeln:
f@)(a—2)+z=za+w.

Sei ag derart, dass z € ag - a € Vp, also z = agar + vy mit vg € V. Eine kurze Rechnung ergibt

T — ag 1—=x
X" % d v=
f(zx) T a und w T as

Vo.

Die Behauptung folgt nun aus einer kurzen Manipulation der Definitionen:

deO fﬁrj€J+, _
djg—l fﬁI‘jEJ_

fapr =) = s ({aevs

Z;]dﬂlj = ZJ%‘%‘
. 7 JjeE VIS
= flz)- [ {d€Q d; >0 firjeJ,, ( — %
dj < -1 fiir j € J_
2 (dj+ z)m = 3 oyn;
_ J JjeJ JjeJ
= f(x)-{de€Q dj+2; >0 fiir j € J,,
dj-l-ZjS—]. fflerJ,
> dinj = > (o5 — 2)m;
_ J jeJ jedJ
—f(SC) dGQ dJZO fﬁrj€J+,
d]' < 0 fiir j e J_
> dinj = f(x) - > (e — 25)n;
7 | Jed jeJ
=<¢deq d; >0 fir j € Jg,
d; < fir j e J_

Vergleicht man dies mit

. .
P {der dj >0 furj€J+,}_Z

djg—]. fﬁerJ,

> dinj = ) xagn;
5 | der jer
= 12€Q d; >0 fir jeJo, (7
dj < -1 fur] e J_
> (dj + zj)n; = X oy,
o d J jeJ JjeJ
- €Q dj +2z; 20 fir j € Jy,
dj +2z; < -1 fir j e J_
> dinj = 3 (zay — z5)n;
. 7 jeJ jeJ
= 9d€Q d;j >0 fiir j € Jo, (
d; <0 fiir j € J_
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so muss man nur noch die Gleichheit von
F@) > (o —z)m; =Y (v — 2z)m;
JjeJ jedJ
einsehen. Nun ist aber nach Konstruktion
f@)(a—2)=(za—2)+wv,

und weil v € Vj ist, gilt in der Tat

Z v;n; = O,

JjeJ

was den Beweis abschlief3t. ©)

Ein Gliick ist jedoch, dass z ein Gitterpunkt ist, sodass man fiir die Zdhlung der Gitterpunkte
im gestreckten Polytop P’ nicht mehr zuriickverschieben muss. Eine unmittelbare Folgerung
von Proposition 7.7.18 ist also der néchste Korollar:

Korollar 7.7.19. Die Anzahl der Zusammenhangskomponenten in allen Regionen der Form
(za) gy fir © € Zs ist gleich #(f(z)(Py —z) N L).

Beweis. Da z selber ein Gitterpunkt ist, ist die Zahl der Punkte in (f(z)(P;—2)+2)NL
gleich derer in f(x)(P; —z)N L. ®

Jetzt kommt die Ehrharttheorie zum Einsatz.

Bemerkung 7.7.20. e Esmuss hierfiir unbedingt gelten, dass V(g) = {(a); € k™| > a;m;
X} eine Beschreibung mit rationalen (bzw. integralen) Koeffizienten besitzt - andernfalls

lasst sich die Ehrharttheorie nicht anwenden. Daher haben wir Annahme (Annl) voraus-
setzen miissen.

e Das klassische Ehrhart-Quasipolynom verlangt nach einem integralen Streckfaktor. Wir
miissten daher nicht nur z, sondern auch f(z) integral annehmen. Es gibt jedoch zwei
Moglichkeiten, dies zu umgehen, sie werden in Abschnitt 7.8 diskutiert.

Korollar 7.7.21. Seien z, f(x) € Zsg. Sei m := min{f(x) € Z~o | f(z)P; integral }. Die
Anzahl der Zusammenhangskomponenten von (za) 5, gegeben durch #(f(z)(Py—z)NL), ist
quasipolynomiell in «, das heifit, fiir alle z, f(z) € Z>¢ mit f(z) =5 mod m ist

#{Zusammenhangskomponenten von (za) gy } = #(f(2)(Py —2) N L) = EHPp, _.(f(z))
ein Polynom in Q[z].

Bemerkung 7.7.22. Die Periode m kann Theorem 7.6.12 zufolge sogar kleiner als min{ f(x) €
Z.o | f(x)(Py — z) integral } sein, teilt diese Zahl aber immer.

Beweis (von Korollar 7.7.21). Nachdem in Korollar 7.7.19 festgestellt wurde, dass die Zu-
sammenhangskomponenten von (za) . durch die Gitterpunkte in f(z)(Py — 2) N L gezihlt
werden, ist die Aussage eine unmittelbare Folgerung aus dem Ehrharttheorem 7.6.12 fiir ratio-
nale Polytope. ®

7.8 Die Berechnung des Goldieranges primitiver Quotienten unter
Verwendung des Ehrhartpolynoms

Wir erinnern an die Annahmen aus dem letzten Abschnitt:

Annl Fixiere wie iiblich g und damit auch V(g) rational, das heifit, die definierenden Gleichun-
gen sollen Koeffizienten in Q haben.
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Ann2 Fixiere eine Vorzeichenkonfiguration J = J; U J_ fiir g.
Ann3 Fordere g* = span;, {n; | j € J} @ span, {n; | i € I}.

Dann erhalten wir mit den zuvor ausgearbeiteten Resultaten folgenden Satz iiber den Gol-
dierang des primitiven Quotienten BX/.J(«a), wobei BX wie zuvor aus der Weylalgebra hervor-
geht:

Satz 7.8.1 (Goldierang von BX/J(«a), integraler Fall). Sei « € t* zur Vorzeichenkonfi-
guration J = J UJ_ gegeben. Seien z, f(z) € Z~(. Es werden die Annahmen (Ann1)-(Ann3)
vorausgesetzt. Dann ist der Goldierang der primitiven Quotienten BX /J(xza) ein Quasipolynom
in x gegeben durch

Grkpy /j(za) (B [J(za)) = EHPp, . (f(2)),
wobei EHPp, . (f(x)) das Ehrhart-Quasipolynom des rationalen Polytopes
PJ —Z

beziiglich des Standardgitters L = Z7 aus Abschnitt 7.7 verkniipft mit der linearen Umskalie-
rung f(z) aus Proposition 7.7.18 ist.

Beweis. Nach Satz 7.5.1 gleicht der Goldierang des primitiven Quotienten BX /.J(xc) der
Anzahl der Zusammenhangskomponenten von () . Diese Zahl wird Korollar 7.7.21 zufolge
durch das Ehrhart-Quasipolynom EHPp, . (f(z)) bestimmt. ®

Néhere Eigenschaften dieser Polynome finden sich in der Literatur iiber Ehrhartpolynome, zur
Berechnung ihrer Koeffizienten vergleiche beispielsweise [BRO7]. Insbesondere kann man aus
der klassischen Ehrharttheorie folgenden Korollar gewinnen:

Korollar 7.8.2. Der Grad des Goldierang-Quasipolynoms aus Satz 7.8.1 ist hochstens |J|.

Beweis. Dies folgt aus der entsprechenden Aussage iiber Ehrhart-Quasipolynome, siehe [BRO7,
3.23]. Wir verkniipfen das Ehrhart-Quasipolynom nur mit einer linearen Funktion, sodass der
Grad erhalten bleibt. ©

Wir mussten die zusétzliche Voraussetzung f(x) € Z in Satz 7.8.1 annehmen, um die klassische
(und wohlbekannte) Theorie von Ehrhart-Quasipolynomen anwenden zu kénnen. Allerdings
kann man auf diese Voraussetzung verzichten, wenn man mit der entsprechenden Verallgemei-
nerung des Ehrhart-Quasipolynoms arbeitet. Das rationale Ehrhart-Quasipolynom EHP?, wie
es sich in [Linll1] findet, nimmt rationale Dilatationsfaktoren entgegen. Nun ist f(x) aber stets
rational, da f(z) = ‘ff:—gg gilt und ag die Losung eines linearen Gleichungssystems mit Koeffi-
zienten in Q ist (man rechnet den Schnittpunkt des Strahls durch o mit dem durch rationale
Koeflizienten gegebenen affinen Unterraum z + Vj aus). Somit fallen weitere Bedingungen an

f(z) weg. Dann gilt allgemeiner die Aussage

Satz 7.8.3 (Goldierang von BX/J(a), rationaler Fall I). Sei o € t* zur Vorzeichen-
konfiguration J = J U J_ gegeben. Sei € Z-¢. Es werden die Annahmen (Annl)-(Ann3)
vorausgesetzt. Dann ist der Goldierang der primitiven Quotienten BX' /J(xza) ein Quasipolynom
in z gegeben durch

Gkt yaa(BY /T (ze) = EHPY __(f(x)),
wobei EHP%]%( f(x)) das rationale Ehrhart-Quasipolynom des rationalen Polytopes
PJ —Z

beziiglich des Standardgitters L = Z7 aus Abschnitt 7.7 verkniipft mit der linearen Umskalie-
rung f(z) aus Proposition 7.7.18 ist.
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Der Goldierang von BX' /J(xa) ldsst sich unter obigen Voraussetungen also durch eine endliche
Familie von Polynomen beschreiben, auch im Fall des rationalen Ehrhart-Quasipolynoms, siehe
[Lin11, Theorem 1.6]

Nun gibt es in unserer speziellen Situation aber auch die Moglichkeit, das Problem von ratio-
nalen Streckfaktoren génzlich zu vermeiden, indem man ein geschicktes Polytop wéhlt: Unser
Streckfaktor hat die Gestalt f:—g‘; mit ag = Z—i € Q. Aus der Konstruktion von ag geht iiberdies
hervor, dass ag < 1 ist, also gilt ay — az > 0. Man kann den Streckfaktor nun umschreiben in

T — ag aNx +az

l—ay any—az
Der Nenner dieses Bruchs ist unabhéngig von x, da er unter alleiniger Verwendung von o und
g berechnet wurde, und somit konstant.
Definiere also das neue rationale Referenzpolytop Q := ——(P; — z). Es gilt

aN—az

f(x)-(Py—2z) = (anz+az)-Q,

wir haben die rationale Dilatation von P; — z also in eine integrale Dilatation von ) umgewan-
delt. Eine dritte Variante unseres Satzes lautet nun:

Satz 7.8.4 (Goldierang von BX/.J(a), rationaler Fall II). Sei o € t* zur Vorzeichen-
konfiguration J = J U J_ gegeben. Sei x € Z-(. Es werden die Annahmen (Annl)-(Ann3)
vorausgesetzt. Dann ist der Goldierang der primitiven Quotienten BX’ /J(za) ein Quasipolynom
in x gegeben durch

GrkBX//J(ZIZQ)(BX//J(xa)) = EHPQ(aNx + aZ)7

wobei EHPg(anz + az) das klassische Ehrhart-Quasipolynom des rationalen Polytopes

1
Q:=—(P;j—2)
anN — Qg
beziiglich des Standardgitters L = Z” aus Abschnitt 7.7 verkniipft mit der integralen linearen
Umskalierung ayx + az) ist.

Bemerkung 7.8.5. Ein Resultat wie in Satz 7.8.1 fiir primitive Quotienten eines zentralen
Quotienten der hypertorischen einhiillenden Algebra wurde schon in [BLPW10, Bemerkung
7.5] erwéhnt.

Bemerkung 7.8.6. Es wire natiirlich wiinschenswert, die Annahmen an g* etwas zu reduzie-
ren. Musson und Van den Bergh geben in [MVdB98, Beispiel 7.2.7] ein Beispiel an, wo fiir eine
vorgegebene Vorzeichenkonfiguration zwei verschiedene Mengen My, M}, entstehen. Somit ist
nicht zu erwarten, dass Annahme (Ann3) fallen gelassen werden kann. Jedoch bleibt die Hoff-
nung, die Menge My so umzuformen, dass man ein konkretes Untergitter des Standardgitters
Z" ablesen kann. Die zweite Frage lautet dann, ob diese Untergitter fiir @Bx und @BX/
iibereinstimmen. Dann némlich liele sich ein dhnliches Resultat wie 7.8.1 erzielen, wobei das

Ehrhart-Quasipolynom beziiglich dieses neuen Untergitters ausgerechnet werden miisste.
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