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Normalform

Normalform

® Wir verwenden das Horner-schema als Normalform:

Reduktion zu

® D.h.: a,x" + ... 4+ ag wird geschrieben als ap + x(a1 + x(...(ap—1 + x - an)...)).

® Wobei a; Polynom in verbleibenden Variablen ist.

mit Teilbarkeit

monische Form
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Wir bendtigen also eine Liste von Variablen. Diese ist so von innen nach auBen
gelistet, das die innerste Variable im Listenkopf steht.

Beispielsweise ist mit Vars = [x, y, z]

Die Normalform von 3xy? + 2x2yz + zx + 3yx
O+y(0+2z-3)]+x[((0+2z-1)+y(0+y-3))+x(0+y(0+z-2))]
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Rechenoperationen in
Normalform

Umformen in
Normalform

Innerhalb dieser Normalform koénnen wir die bekannten Rechenoperationen
o<y +,—,-,/ sowie ()" formalisieren:

Umwandlung mittels
algebraischer
Abgesch

nheit

Quantorenelimination
mit Teilbarkeit

monische Form
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Listing 1: Addition
1 let rec poly_add vars poll pol2 =
> match (poll, pol2) with
s (Fn("4" ,[c; Fn("*" ,[Var x; p])]) .Fn("+" ,[d; Fn("%" ,[Var y; q
Nh) —
if earlier vars x y then poly_ladd vars pol2 poll
else if earlier vars y x then poly_ladd vars poll pol2 else
let e = poly_add vars ¢ d and r = poly_add vars p q in
l = zero then e)else Fn("+" ,[e; Fn("%" ,[Var x; r])])
!
|

,,Fn(” ",_.)) = poly_ladd vars poll pol2

(Fn("4+",-),pol2) — poly_ladd vars pol2 poll
10 | - —> numeral2 (+/) poll pol2
unand poly_ladd vars =

e fun poll (Fn("4" ,[d; Fn("%" ,[Var y; q])])) —
13 Fn("4" ,[poly_add vars poll d; Fn("x" ,[Var

yi al)l)
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Listing 2: Negation

let rec poly_neg =
function (Fn("+" ,[c; Fn("%" ,[Var x; p])])) —>

Fn("+" ,[poly_neg c; Fn("x" ,[Var x; poly_neg p])])
| n —> numerall minus_.num n;;

Listing 3: Subtraktion
let poly_sub varspq= poly_add vars p (poly_-neg q);;
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2
3

Listing 4: Multiplikation

let rec poly_mul vars poll pol2 =
match (poll, pol2) with
(Fn("+" ,[c; Fn("%" ,[Var x; p])]) .Fn("+" ,[d;

ny) —

if earlier vars x y then poly_Imul
vars poll pol2

else poly_Imul

(Fn("0" . [1),-)
(-,Fn("+",-)) — poly_Imul vars poll pol2
(Fn("+",-),-) — poly_Imul vars pol2 poll
_ —> numeral2 ( %/ ) poll pol2

| (-,Fn("0" ,[])) — zero

and poly_Imul vars =
fun poll (Fn("+4" ,[d; Fn("«" ,[Var y; q])])) —
poly_add vars (poly_mul vars poll d)

(Fn("+" ,[zero;
Fn("«" ,[Var vy;

poly_mul vars poll q])]));;

Fn("*" ,[Var y; q

vars pol2 poll
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Listing 5: Potenzierung
1 let poly_pow varspn= funpow n (poly_mul vars p) (Fn("1" ,[]));:;

Listing 6: Division
1let poly_div varspgq= poly_mul vars p (numerall((//) (Int 1)) q)
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Rechenoperationen in
Normalform
Umformen in
Normalform

Reduktion zu
myn <1

Umwandlung mittels
algebrais

Abge it
Quar limination
mit Teilbarkeit

monische Form

Des weiteren ist es moglich eine Variable in ein Polynom umzuwandeln:

Listing 7: Variable zu Polynom
1let poly_var x = Fn("+" ,[zero; Fn("*" ,[Var x; Fn("1" ,[DD1):;

O+ x-1
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Rechenoperationen in
Normalform
Umformen in
Normalform

Aus diesen Operationen zusammengesetzte Terme lassen sich nun einfach in
Normalform bringen:

Reduktion zu
myn <1

Umwandlung mittels
algebrais

Abge it
Quar limination
mit Teilbarkeit

monische Form

Umformen in Normalform
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Listing 8: Normalisierer

1 let rec polynate vars tm =

2
3
4
5

10

match tm with
Var x —> poly_var x

| Fn("=" ,[t]) —> poly_neg (polynate vars t)

| Fn("+" ,[s;t]) —> poly.add vars (polynate vars s) (polynate
vars t)

| Fn("=" [s;t]) — poly_sub vars (polynate vars s) (polynate
vars t)

| Fn("x" ,[s;t]) —> poly_-mul vars (polynate vars s) (polynate
vars t)

| Fn("/" ,[s;t]) —> poly_div vars (polynate vars s) (polynate
vars t)

| Fn(""" [p;Fn(n,[])]) — poly_pow vars (polynate vars p) (

int_of_string n)

| - — if is_numeral tm then tm else failwith "lint: unknown

term” ;;
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Norm:

Umformen in

Damit kénnen wir nun Aquivalenz priifen, in dem wir Gleichungen p = g in die
Form p — g = 0 bringen, wobei wir p — g normalisieren:

Listing 9: Aquivalenz Priifer

1 let polyatom vars fm =

2 match fm with
s Atom(R(a,[s;t])) — Atom(R(a,[polynate vars (Fn("=" ,[s;t])):
zero]))

4 | - —> failwith "polyatom: not an atom”;;
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Umformen in
Normalform

Aquivalenz - Beispiel

Das sieht dann so aus:

Listing 10: Aquivalenz Priifung

1# polyatom ["w"; "x"; "y"; "z"]

2 <<(wW+x)"4 + (w+y)4+ (w+ 2z)"4 +

3 (xF+y)d 4+ (x+2z)4+ (y+2)4+

4 (w—x)"4 + (w—y)4+ (w—2z)"4 +

5 (x —y)4+(x—2)"4+(y—2)"4) /] 6=
6 (W2 4+ x"2 + y"2 + z272)"2>>;

7 fol formula = <<0 = 0>>
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Rechenoperationen in
Normalform

Umformen in
Normalform

Eigenschaften
von

Polynomen in
einer Variable

Reduktion zu
myn < 1
Umwandlung mittels
algebraischer
Abgeschlossenheit
Quantorenelimination
mit Teilbarkeit

monische Form

Eigenschaften von Polynomen in einer Variable

Im folgenden mdchten wir uns Polynome in einer Variable (aber mit Parametern)
anschauen.

p(,y,2) | pya(x)
x—11x%y —xz | x —y | X’y — xz
mity =z
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Rechenoperationen in
Normalform

Umformen in
Normalform

Eigenschaften
von

Polynomen in
einer Variable

Fiir Polynome in einer Variable ist der Grad von p, d(p), das groBte n, sd. a,x” mit
ma S anp # 0 in p enthalten ist.

myn <1
Umwandlung mittels
algebraischer
Abgesc heit

Quantorenelimination

mit Teilbarkeit

monische Form
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Eigenschaften
von

Polynomen in
einer Variable

Satz (1)
Fiir beliebiges Polynom p(x) und Wert a ist p(x) — p(a) durch x — a teilbar.

Beweis.

Zeige die Aussage zunichst fiir alle g(x) = x” mit n € N:

n=20

XV—=1-1=0=(x—-a)-0

n>1

x"—a"=(x—a)(x""t+ax"2 4+ ... +a"%x+a"1)

Da sich jedes Polynom schreiben lésst als p(x) = bpx™ + ... + bix + by folgt die
Aussage.
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Eigenschaften
von

Polynomen in
einer Variable

Satz (2)
Fiir beliebiges Polynom p(x) und Wert a ist der Grad von (p(x) — p(a))/(x — a)
um genau eins kleiner als der Grad von p(x) — p(a).

Beweis.
Angenommen, das wére nicht so. Dann gébe es ein Polynom p(x) und einen Wert

a sd:

6(p(x) — p(a)) # 6((p(x) — p(a))/(x —a)) +1 =
6((p(x) = p(a))/(x — a)) x (x + a)) = d(p(x) — p(a))
Widerspruch.

O
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Eigenschaften
von

Polynomen in
einer Variable

Eine Nullstelle ist ein a, sd. p(a) = 0.
Satz (3)
Falls p(a) = 0 dann ist p(x) teilbar durch (x — a)

Beweis.
Aus Satz 1 folgt (x — a) | (p(x) — p(a)) aber p(x) — p(a) =
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Satz (4)

Ein Polynom in einer Variable p(x) vom Grad n hat héchstens n Nullstellen.

Eigenschaften
von

v eweis.
Per Induktion iliber den Grad:

Falls p(x) keine Nullstellen hat, ist die Aussage Trivial.

Andernfalls sei a eine Nullstelle. Wir wissen (Nach Satz 3) dass p(x) = (x — a)q(x)
fiir ein Polynom g(x), wobei g(x) nach Satz 2 Grad n — 1 hat. Die Nullstellen von
p(x) sind daher die Nullstellen von g(x) sowie x = a falls a nicht bereits Nullstelle
von g(x). Da nach der Induktionshypothese g(x) hochstens n-1 Nullstellen hat, gilt
die Aussage. O
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Satz (5)
_ Ein Polynom p(x) in einer Variable vom Grad n iiber C zerfallt in Linearfaktoren.
M Dh: Es gibt a1, ay, ..., an, k (nicht notwendigerweise verschieden) mit

i p(x) = k- (x—a1)...(x — an).

Beweis.

Per Induktion iiber den Grad von p(x).

Wenn p(x) konstant ist, dann ist die Aussage offensichtlich. Ansonsten liefert uns
algebraische Abgeschlossenheit, das es eine Nullstelle a gibt. Dann wissen wir, das
es ein g(x) mit 5(q) +1 = d(p) und p(x) = (x — a) - q(x) gibt. Mit der
Induktionshypothese folgt die Aussage. O
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Quantoren-
elimination

Quantorenelimination

Wir wollen nun einen Quantoreneliminationsalgorithmus fiir komplexe Zahlen
(Tarski/ Seidenberg) vorstellen.

Aufgrund der Normalisierung, kdnnen wir davon ausgehen, das alle atomaren
Formeln von der Form p(x) = 0 sind.

Wir wissen, das es ausreicht, einen einzigen Existenzquantor aus einer
Konjugation von Literalen

x.p1(x) =0A .. Apa(x) =0AGq1(x) ZO0A ... Agm(x) #0
zu eliminieren.
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Satz (6)

Eine Formel der Form A pi(x) = 0, mit p; Polynomen, ist dquivalent zu einer
Formel A\ pi(x) = 0 mit allen, bis auf hochstens eine Ausnahme, p. konstant in x.

Dafiir folgendes Lemma:
Lemma (7)

Fiir zwei Polynome p und s mit deg(p) < deg(s) gibt es ein Polynom s’ mit
deg(s’) < deg(p), s.d. p(x) = 0 A s(x) = 0 dquivalent zu p(x) =0 A s’(x) = 0 ist.

iR Der Satz folgt dann aus der wiederholten Anwendung des Lemmas, jeweils mit dem
Polynom mit geringstem Grad gepaart mit allen anderen.
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Lemma (7)

Fiir zwei Polynome p und s mit deg(p) < deg(s) gibt es ein Polynom s’ mit
deg(s’) < deg(p), s.d. p(x) = 0 A s(x) = 0 dquivalent zu p(x) =0 A s'(x) = 0 ist.

Beweis.
Sei p(x) = apx" + a,_1x""1 + -+ + a1x + ap, mit a; konstant in x fiir alle i. Sei /
maximal, s.d. a; # 0 (das hiangt von dem Kontext ab, da es sich bei den a; um
Polynome in anderen Variablen handelt, und erfordert deswegen eine
Fallunterscheidung im Algorithmus). Sei p’ p nach entfernen aller Terme mit
Exponenten groBer als /. Sei afs(x) = p'(x)q(x) + s'(x) = p(x)q(x) + s'(x) Das
Ergbnis der Polynomdivision von s durch p’.
Beweis der Aquivalenz: (=) Sei x € C s.d.

p(x) =s(x) =0=0=afs(x) — p(x)q(x) =s
(<) Sei x € C s.d. p(x) =s'(x) =0 = afs(x)

'(x).
= p(x)q(x) +s'(x) = 0. [
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Reduktion zu
<

Reduktion zu m,n <1

Durch Anwendung von Satz 6 auf

x.p1(x) =0A ... App(x) =0Aq1(x) Z0A ... Agm(x) #0 (1)
erhalten wir die dquivalente Formel

Ix.pi(x) =0A . APL(X) =0AGi(x) ZOA ... Agm(x) #0 (2)

wobei 3i € n+ 1Vk € n+ 1(k # i) — (p(x)konstant)

Seien i dieses i.

Unter diesen pj (x), k # i gibt es nun entweder ein k mit p,(x) # 0 (Fall 1). Dann
ist p(x) =0 <> L, und die ganze Formel (2) <> L, und somit Quantorenfrei.
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e Oder Vk € n+1(k # i) — (p)(x) = 0) (Fall 2). Dann sind aber all diese px(x) =0
in (2) > T, und somit (2) <>
Ix.pi(x) = 0A qu(x) #OA ... Agm(x) # 0 (3)

Um m zu reduzieren kénnen wir alle g;, mit j € m + 1 multiplizieren, da

q(x) # 0N . A gm(x) # 0 q(x) = qu(x) - g2(x) - ... - gm(x) 0 (4)

Jetzt haben wir
Tx.p(x) = 0 A g(x) 0 (5)
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Ix.p(x) =0 A q(x) #0 (5)
4 Fille: p Nullpolynom sonst
q Nullpolynom q(x)=0= q(x)=0=
(5) « L (5) « L
sonst p(x)=0= 77
(5) +» 3x.q(x) #0

3x.q(x) # 0 ist nach dem Fundamentalsatz der Algebra entweder zu T oder zu L
dquivalent, je nach dem ob g ein von Null verschiedenes, konstantes Polynom ist.
Im folgenden p,q # 0
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Umwandlung mittels algebraischer
Abgeschlossenheit

® Haben:
Ix.p(x) =0Aq(x)#0

e Qder dquivalent
=Vx.(p(x) =0 — g(x) = 0)

® Betrachten Negation
Vx.(p(x) =0 — q(x) =0)

Diese ist quantorenfrei gdw. (6) quantorenfrei.
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Umwandlung mittels algebraischer
Abgeschlossenheit

Mit Satz 5 lassen sich p und g schreiben als:
p(x) = c(x — a1)(x — a2)...(x — ar)

q(x) = d(x — b1)(x — bp)...(x — bs)
Wobei ¢, d # 0, da p, g keine Nullpolynome sind. Damit ist
p(x) =0 Ve, p1 X =ak und g(x) =0« /., 1 x = b;. Und somit

Vx.(p(x) =0 = q(x) = 0)

dquivalent zu

Vx. \/ X = ax — \/ X = b

ker+1 les+1

In Worten: Alle a, kommen unter den b; vor.

(10)
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Normalform

Eigenschaften

von
Polynomen in VX v X = ak — v X = bl (10)
einer Variable
ker+1 les+1
Quantoren- R

elimination

Nur r Linearfaktoren im Antezedens = p(x) | g(x)".
AuBerdem: p(x) | g(x)", mit r > 0= ¥x.p(x) =0 — g(x) =0
Also:

Reduktion zu
n

S (10) «> p(x) | q(x)" (11)

Niitzliche
Hilfsfunktio-

F (&\ X 0' (‘) r 0
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Zunichst eine, die die Koeffizienten des Polynoms
o+ ax+ ...+ cnx"=co+ x(c1 + x(...(ch—1 + x - ¢n)...)) als Liste [y, c1, ..., Cn]
speichert:

Listing 11: Koeffizienten

1 let rec coefficients vars =

2 function Fn("+" ,[c; Fn("x" ,[Var x; q])]) when —>
o 3 c::(coefficients vars q)
Hieiio ¢ | P => [p];

nen

morische Form Die erste Variable von Vars ist die eine Variable des Polynoms.
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Rechenoperationen in
Normalform
Umformen in
Normalform

Reduktion zu

vandlung mittels

Quantorenelimination
mit Teilbarkeit

Niitzliche
Hilfsfunktio-
nen

monische Form

Listing 12: Grad

1let degree vars p = length(coefficients vars p) — 1;;

Listing 13: Priifung ob Konstant

1 let is_constant vars p = degree vars p = 0;;

Listing 14: Leitkoeffizient (head)

1 let head vars p = last(coefficients vars p);;

X = hd varS
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Normalform

Rechenoperationen in
Normalform

Umformen in
Normalform

Eigenschaften
von

Polynomen in
einer Variable

Quantoren-
elimination

Reduktion zu

myn <1

Umwandlung mittels
algebraischer
Abgeschlossenheit

Quantorenelimination

mit Teilbarkeit
Niitzliche
Hilfsfunktio-
nen

monische Form

Der Leitkoeffizient kann dennoch Null sein. Daher definieren wir

Listing 15: Behead

1 let rec behead vars =

2
3
4

function Fn("+"

let p = behead_vars p in

JJe; Fn("%" ,[Var x@)]) when x =

hd vars —>

if p = zero then c else Fn("+" ,[c; Fn("*" ,[Var x;

1

_ —> zero;;

P

1)
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Rechenoperationen in
Normalform

Umformen in
Normalform

® Wollen vielfache Eliminieren, um iiberfliissige Rechnungen zu verhindern.

Reduktion zu

S ® Nutzen monische Form, dh: der Leitkoeffizient in_allen Variablep soll 1 sein.

algebraischer
Abgeschl

nheit

Quantorenelimination
mit Teilbarkeit

monische Form
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1

2
3
4
5

A WD R

monische Form

Listing 16: Konstantenmultiplikation

let rec poly_.cmul k p =
match p with
Fn("+" ,[c; Fn("x" ,[Var x; ¢
Fn("+" ,[poly_cmul k c; F (
| - — numerall (fun m — k =x

D1 -
N [Var x; poly_cmul k q])])
/m) (oI

Listing 17: Konstanter Leitkoeffizient

let rec headconst p =

match p with —

Fn("+" ,[c; Fn("+" ,[Var x; q])]) —> headconst q
| Fn(n,[]) — dest_numeral p;;

N—"
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~Ax A x, tme

Listing 18: Monische Form

1 let monic p =

2 let h = headconst p in

s if h =/ Int 0 then p,false else poly_.cmul (Int 1 // h) p,h </
Int 0;;

Beim umformen in monische Form geben wir auBerdem zuriick, ob sich das
Vorzeichen des konstanten Leitkoeffizienten gedndert hat.

monische Form
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