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Aufgabe 21 (Die Russellsche Antinomie, 3 Punkte). Es bezeichne S∈ = {∈} die

Sprache der Mengenlehre mit einem zweistelligen Relationssymbol ∈. Beweisen Sie

` ∀x ¬ ∀y [y ∈ x ←→ y /∈ y]

mit Hilfe des Herbrand-Verfahrens mit Inkonsistenzprüfung durch Resolutionen.

Aufgabe 22 (3 Punkte). Sei S eine Sprache und ψ eine atomare S-Formel, in der

das Symbol ≡ nicht auftaucht. Beweisen Sie

` ∃x ∀y ψ −→ ∀y ∃x ψ

mit Hilfe des Herbrand-Verfahrens mit Inkonsistenzprüfung durch Resolutionen.

Aufgabe 23. Gegeben sei eine Sprache S. Ist A eine S-Struktur, so bezeichne

SA die eindeutig bestimmte Sprache, die S um ein Konstantensymbol ȧ für jedes

a ∈ |A| erweitert, und A∗ bezeichne die eindeutig bestimmte SA-Expansion von A

mit ȧA∗ = a für alle a ∈ |A|. Zuletzt bezeichne ∆(A) die Menge aller SA-Sätze, die

in A∗ gelten und entweder atomar oder die Negation einer atomaren Formel sind.

Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

(1) (2 Punkte) Eine S-Struktur B besitzt genau dann eine Substruktur, die zu A

isomorph ist, wenn eine SA-Expansion B∗ von B mit B∗ |= ∆(A) existiert.

(2) (3 Punkte) Folgende Aussagen sind für jede Menge Φ von S-Sätzen äquivalent:

(a) Es existiert eine Menge Γ von universellen S-Sätzen mit Φ ` Γ und Γ ` Φ.

(b) Gilt B |= Φ, so folgt A |= Φ für jede Substruktur A von B.

(Hinweis: Betrachten Sie die Theorien Γ = {ϕ universell | Φ ` ϕ} und ∆(A)∪Φ

für alle A |= Γ.)

Gilt eine der beiden äquivalenten Aussagen, so sagen wir, dass Φ universell

axiomatisierbar ist.

(3) (3 Punkte) Sei Φ eine universell axiomatisierbare Menge von S-Sätzen und

ϕ = ∃x ψ ein S-Satz mit Φ ` ϕ. Wenn S mindestens ein Konstantensymbol

enthält, dann existieren konstante S-Terme t0, . . . , tm−1 mit

Φ ` ψ
t0
x
∨ . . . ∨ ψ

tm−1
x

.

(Hinweis: Verwenden Sie (2) und Ideen aus dem Beweis des Satzes von Her-

brand.)
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(4) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass es keine Schranke für die natürliche Zahl m in

Teilaufgabe (3) gibt, d.h. für jedes n ∈ N existiert eine Sprache Sn mit min-

destens einem Konstantensymbol, eine universell axiomatisierbare Menge Φn

von Sn-Sätzen und eine quantorenfreie Sn-Formel ψn mit Φn ` ∃x ψn und der

Eigenschaft, dass

Φn 6` ψn
t0
x
∨ . . . ∨ ψn

tn−1
x

für alle konstanten Sn-Terme t0, . . . , tn−1 gilt.

Aufgabe 24. Sei S eine Sprache, 〈Li | i ∈ N〉 eine Sequenz von atomaren S-

Formeln, in denen das Symbol ≡ nicht auftaucht, und

C = {{L0, L1, L2}} ∪ {{L̄i+1} | i ∈ N}.

(1) (2 Punkte) Konstruieren Sie eine endliche Menge D von Klauseln, so dass C∪D
die eindeutige minimale Menge von Klauseln ist, die C enthält und unter der

Bildung von Resolventen abgeschlossen ist.

(2) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass C genau dann erfüllbar ist, wenn L0 6= Li+1 für

alle i ∈ N gilt.
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