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Aufgabe 17. Sei S eine Sprache.

(1) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen für jede Menge Φ von

S-Sätzen äquivalent sind:

(a) Die Klasse ModS(Φ) ist endlich axiomatisierbar.

(b) Es existiert eine endliche Teilmenge Φ0 von Φ mit ModS(Φ0) = ModS(Φ).

(2) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass die Klasse aller unendlichen S-Strukturen nicht

endlich axiomatisierbar ist.

Aufgabe 18 (4 Punkte). Es sei SG = {E} die Sprache der Graphentheorie mit

einem zweistelligem Relationssymbol E und

Φ = {∀x ¬E(x, x), ∀x∀y [E(x, y) −→ E(y, x)]}

seien die Axiome der Graphentheorie. Ist G ein Graph, dann ist eine Sequenz

〈a0, . . . , an+2〉 von paarweise verschiedenen Elementen von |G| ein Zykel, falls

G |= E(a0, a1) ∧ . . . ∧ E(an+1, an+2) ∧ E(an+2, a0)

gilt. Zeigen Sie, dass die Klasse aller Graphen, die Zykel enthalten, nicht axiomati-

siert werden kann.

Aufgabe 19. (1) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass die Klasse aller algebraisch abge-

schlossenen Körper in der Sprache SK = {+, · , 0, 1} der Körpertheorie axio-

matisierbar ist.

(2) (3 Punkte) Gegeben sei eine natürliche Zahl n. Konstruieren Sie einen Körper

F mit den folgenden Eigenschaften:

(a) F ist nicht algebraisch abgeschlossen.

(b) Jedes Polynom in F [X] hat entweder eine Nullstelle in F oder Grad größer

als n.

(Hinweis: Betrachten Sie einen algebraischen Abschluss des Körpers mit zwei

Elementen und konstruieren Sie eine aufsteigende Kette von endlichen Teilkör-

pern. Verwenden Sie die Multiplikativität der Körpergrade endlicher Körperer-

weiterungen, um zu zeigen, dass gewisse Polynome keine Nullstellen in der

Vereinigung der Kette besitzen.)

(3) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass die Klasse der algebraisch abgeschlossenen Körper

nicht endlich axiomatisierbar ist.
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Aufgabe 20 (2 Punkte). (1) (3 Punkte) Gegeben sie eine Sprache S. Zeigen Sie

ohne Verwendung des Vollständigkeitssatzes, dass

` (ϕ ∧ ϕ′) ←→ Qx0 . . . Qxm−1Q
′x′0 . . . Q

′x′n−1 (ψ ∧ ψ′)

für alle S-Formeln ϕ = Qx0 . . . Qxm−1 ψ und ϕ′ = Q′x′0 . . . Q
′x′n−1 ψ′ in

pränexer Normalform mit x0, . . . , xm−1 ⊆ frei(ψ), x′0, . . . , x
′
n−1 ⊆ frei(ψ′)

und frei(ψ) ∩ frei(ψ′) = ∅ gilt.

(2) (3 Punkte) Sei S = {+, · } eine Sprache mit zwei zweistelligen Funktionssym-

bolen. Formen Sie den S-Satz

∀x [∀y (x+ y = y) −→ ¬∃z ∀u u · (x · z) = u]

in pränexe Normalform und Skolem-Normalform um.

Abgabe: Freitag, 15. November 2019, bis 10:00 Uhr in den Briefkästen 6 und 7.


