
Einführung in die Mathematische Logik

Sommersemester 2018
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Aufgabe 33 (Relativierungen, 4 Punkte). Gegeben sei ein Klassenterm A. Wir de-

finieren die Relativierung ϕA einer ∈-Formel ϕ induktiv durch die folgenden Regeln:

• ϕA = ϕ für jede atomare ∈-Formel ϕ.

• (¬ϕ)A = ¬ϕA.

• (ϕ −→ ψ)A = ϕA −→ ψA.

• (∀x ϕ)A = ∀x [x ∈ A −→ ϕA].

Sei M = 〈M, . . .〉 nun ein ∈-Modell mit M |= vn ∈ A für alle n ∈ N und MA das

eindeutig bestimmte Submodell von M mit Trägermenge {a ∈ M | M |= a ∈ A}.
Beweisen Sie, dass

MA |= ϕ ⇐⇒ M |= ϕA

für jede ∈-Formel gilt.

Aufgabe 34 (5 Punkte). Gegeben sie ein Modell M von ST mit M |= vn ∈ Vω für

alle n ∈ N. Zeigen Sie, dass das in Aufgabe 32 definierte Submodell MVω
von M ein

Modell von ST + ¬(Inf) ist (Hinweis: Verwenden Sie die Aufgaben 31, 32 und 33 ).

Aufgabe 35 (3 Punkte). Beweisen Sie die folgende abgeleitete Regel des Sequen-

zenkalküls:

Γ ((ϕ ∨ χ) ∧ (¬ϕ ∨ ψ)) ∨ ((¬ϕ ∨ χ) ∧ (ϕ ∨ ψ))

Γ χ ∨ ψ

Aufgabe 36. Es bezeichne SGr = {1, ◦,−1} die erweiterte Sprache der Gruppen-

theorie und ΦGr ⊆ LSGr die Axiome der Gruppentheorie. Beweisen Sie die folgenden

Aussagen mit Hilfe des Satzes von Herbrand:

(1) (2 Punkte) ΦGr ` 1 = 1
−1.

(2) (2 Punkte) ΦGr ` ∀x [∃y x ◦ y 6= y ←→ x 6= 1].

Aufgabe 37. Gegeben sei eine Sprache S mit einem zweistelligen Funktionssym-

bol f . Mit K bezeichnen wir die Klasse aller S-Strukturen A = 〈A, . . .〉 mit der

Eigenschaft, dass die Menge {z ∈ A | fA(y, z) = x} für alle x, y ∈ A unendlich ist.

(1) (2 Punkt) Zeigen Sie, dass die Klasse K axiomatisierbar ist.

(2) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass die Klasse K nicht endlich axiomatisierbar ist.
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