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Übungsaufgaben Prof. Dr. Peter Koepke

Serie 9 Dr. Philipp Lücke

Aufgabe 26 (8 Punkte). Es bezeichne S die Erweiterung der Sprache SNT =

{0, 1,+, ·, <} der Zahlentheorie um ein zweistelliges Funktionssymbol exp. Die Theo-

rie PAexp besteht aus den Axiomen von PA, dem Induktionsschema für alle S-

Formeln und den Axiomen

• ∀n exp(n, 0) = 1.

• ∀m,n exp(n,m + 1) = exp(n,m) · n.

Zeigen Sie, dass die Konsistenz der Theorie PAexp die Konsistenz der Theorie ST∪
{¬Inf} impliziert (Tipp: Betrachten Sie die durch

m E n ⇐⇒ M |= ∃k ∃r [r < exp(2,m) ∧ n = (2 · k + 1) · exp(2,m) + r] .

definierte zweistellige Relation).

Aufgabe 27 (Das Cantor-Polynom). Sei SNT = {0, 1,+, ·, <} die Sprache der

Zahlentheorie.

Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

(1) (1 Punkt) PA ` ∀x ∀y [x + y = y + x ∧ x · y = y · x].

(2) (1 Punkt) PA ` ∀x ∀y ∀z [x + y = x + z −→ y = z].

(3) (1 Punkt) PA ` ∀x ∀y ∀z [x · y = x · z −→ (x = 0 ∨ y = z)].

Mit ϕ bezeichnen wir die SNT -Formel

(1 + 1) · v2 ≡ (v0 + v1) · (v0 + v1 + 1) + (1 + 1) · v0.

(4) (2 Punkte) Beweisen Sie, dass

PA ` ∀x ∀y ∃z [ϕ(x, y, z) ∧ ∀u (ϕ(x, y, u) −→ u ≡ z)].

Sei nun S die Sprache, die SNT um ein zweistelliges Funktionssymbol c erweitert,

und T die definitorische Erweiterung von PA, die c durch ϕ definiert.

Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

(5) (1 Punkt) T ` ∀z c(0, z + 1) = c(0, z) + z + 1.

(6) (2 Punkt) T ` ∀x ∀y c(x, y) = c(0, x + y) + x.

(7) (2 Punkte) T ` ∀x0 ∀x1 ∀y0 ∀y1 [c(x0, y0) = c(x1, y1) −→ x0+y0 = x1+y1].

(8) (2 Punkte) Ist M ein Modell von T , so ist M(c) eine Bijektion.

Abgabe: Mittwoch, 20. Juni 2018, bis 13:00 Uhr in den Briefkästen.
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