
Einführung in die Mathematische Logik

Sommersemester 2018
Übungsaufgaben Prof. Dr. Peter Koepke

Serie 3 Dr. Philipp Lücke

Aufgabe 8. Es sei L = {+, ·, 0, 1, <} die Sprache der geordneten Körper.

(1) (1 Punkt) Formulieren Sie die Axiome für geordnete Körper in der Sprache L.

Es sei nun Lf = {+, ·, 0, 1, <, f} die Erweiterung von L durch ein einstelliges Funk-

tionssymbol f .

(2) (2 Punkte) Formalisieren Sie die folgenden Aussagen in der Sprache Lf :

(a) f ist streng monoton wachsend.

(b) f ist stetig.

(c) f ist gleichmäßig stetig.

(d) f ist differenzierbar.

Aufgabe 9. Gegeben seien Sprachen S0 ⊆ S1, eine Menge Φ0 von S0-Sätzen und

eine Menge Φ1 von S1-Sätzen. Wir sagen, dass Φ1 eine definitorische Erweiterung

von Φ0 ist, falls die folgenden Aussagen gelten:

• Für jedes n-stellige Funktionssymbol f ∈ S1 \ S0 existiert eine (n+ 1)-stellige

S0-Formel ϕf und ψf ∈ Φ1 mit

Φ0 |= ∀x0, . . . , xn−1∃y [ϕf (x0, . . . , xn−1, y)

∧∀z (ϕf (x0, . . . , xn−1, z) −→ y = z)].

und

ψf = ∀x0, . . . , xn−1 ϕf (x0, . . . , xn−1, f(x0, . . . , xn−1)).

• Für jedes n-stellige Relationssymbol R ∈ S1 \ S0 existiert eine n-stellige S0-

Formel ϕR und ψR ∈ Φ1 mit

ψR = ∀x0, . . . , xn−1 [R(x0, . . . , xn−1)←→ ϕR(x0, . . . , xn−1)].

• Es gilt Φ1 = Φ0 ∪ {ψs | s ∈ S1 \ S0}.

Außerdem sagen wir, dass Φ1 eine konservative Erweitertung von Φ0 ist, falls

Φ0 |= ϕ ⇐⇒ Φ1 |= ϕ

für jeden S0-Satz ϕ gilt.

(1) (3 Punkte) Zeigen Sie, dass definitorische Erweiterungen konservativ sind.

(2) (8 Bonuspunkte) Angenommen, Φ1 ist eine definitorische Erweiterung von Φ0.

Zeigen Sie, dass für jede S1-Formel ϕ1 eine S0-Formel ϕ0 mit Φ1 |= ϕ0 ←→ ϕ1

existiert.

(3) (4 Punkte) Zeigen Sie, dass für jede Sprache S und jede Menge Φ0 von S-

Sätzen eine Sprache SR ohne Funktionssymbole, eine Menge Ψ0 von SR-Sätzen

sowie Mengen Φ1 und Ψ1 von (S∪SR)-Sätzen mit den folgenden Eigenschaften

existieren:
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(a) Φ1 ist eine definitorische Erweiterung von Φ0.

(b) Ψ1 ist eine definitorische Erweiterung von Ψ0.

(c) Φ1 |= Ψ1 und Ψ1 |= Φ1.

Aufgabe 10 (10 Punkte). Leiten Sie die folgenden Regeln im Sequenzenkalkül ab.

(1)
Γ ¬ϕ
Γ ϕ −→ ψ

(2)
Γ ψ

Γ ϕ −→ ψ

(3)
Γ ¬ϕ
Γ ϕ −→ ψ

(4) Schnittregel:

Γ ϕ

Γ ϕ ψ

Γ ψ

(5) Kontraposition:

Γ ϕ ψ

Γ ¬ψ ¬ϕ
(6) ∧-Einführung:

Γ ϕ

Γ ψ

Γ ϕ ∧ ψ
(7) ∧-Elimination:

Γ ϕ ∧ ψ
Γ ϕ

(8) ∧-Elimination:

Γ ϕ ∧ ψ
Γ ψ

(9) ∃-Elimination:

Γ ϕ t
x

Γ ∃xϕ
(10) ∃-Elimination:

Γ ∃xϕ
Γ ϕ y

x ψ

Γ ψ

, wobei y /∈ free(Γ ∪ {∃ϕ,ψ}).
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