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Aufgabe 1. Sei R ein Ring.

(a) Zeigen Sie, dass es genau einen Ringhomomorphismus Z → R gibt.
(b) Gibt es einen Ringhomomorphismus Q → Z[i]?
(c) Sei n ∈ N. Angenommen es gäbe einen Ringhomomorphismus Z/nZ → Z.

Zeigen Sie: 1 = 0.

Aufgabe 2. Es sei f(x) = xn+1+cnx
n+ · · ·+c1x+c0 ein normiertes Polynom

mit ganzzahligen Koeffizienten c0, . . . , cn ∈ Z.

(a) Zeigen Sie: Ist f(ab ) = 0 eine rationale Nullstelle, so gilt tatsächlich a
b ∈ Z.

(b) Finden Sie unendlich viele Gegenbeispiele im Falle von Polynomen mit Leit-
koeffizient ̸= 1.

(c) Stimmt die Aussage in (a) auch, wenn wir Z durch Z[i] und Q durch

Q(i) = {x+ iy | x, y ∈ Q}

ersetzen?

Aufgabe 3. Eine algebraische Zahl ist definiert als die (komplexe) Nullstelle
eines normierten Polynoms mit ganzzahligen Koeffizienten. Zeigen Sie, dass die
Menge der algebraischen Zahlen abzählbar ist.


