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Aufgabe 60 (242 Punkte).

(a)
(b)

Ist die Abbildung Z x N — Q, (a,b) — ¢, injektiv/surjektiv/bijektiv?
Gibt es einen Ringhomomorphismus Z[i] — Q7

Losung.

(a)

Die Abbildung ist nicht injektiv. Zum Beispiel gilt
2 1

(@) =5 =5 = £((1,2)

Die Abbildung ist surjektiv. Da Q die Menge aller Zahlen ist, die sich als

Bruch darstellen lassen gilt

qu:q:%mitaez,beN:»qu((a,b))mitaez,beN

Die Abbildung ist nicht bijektiv, da sie nicht injektiv ist.

Es existiert kein solcher Ringhomomorphismus (als Homomorphismus zwi-
schen kommutativen Ringen mit 1). Wenn ein Ringhomomorphismus ¢ exis-
tieren wiirde, so miisste dieser folgendes erfiillen:

1. p(1)=1

2. p(z+y) =¢(@)+ 0(y)

3. p(z-y) = () - o(y)

Aus ¢(0) = ¢(0+0) = ©(0) + p(0) = 2 - ¢(0) folgt, dass ¢(0) = 0.

Aus 0 = (0) = (1 + (1)) = p(1) + p(~1) = 1 + (1) folgt

Bs gilt (¢(i))2 = p(i?) = p(—1) = (=1). Da aber (i) € Q gilt auch
(0(i))? > 0. Dies ist ein Widerspruch. Also kann der geforderte Homomor-

phismus nicht existieren.

Aufgabe 61 (3+2+2+2+2 Punkte). Ein Stammbruch ist eine rationale Zahl

der Form 1 fiir eine natiirliche Zahl n > 1. Die Zahl i lasst sich als i = % + %

n

als Summe zweier Stammbriiche darstellen.

(a)

Zeigen Sie, dass jeder Stammbruch als Summe zweier verschiedener Stamm-

briiche dargestellt werden kann. Wann ist diese Darstellung eindeutig?



2

(b) Schreiben Sie ¢ als zwei unterschiedliche Summen zweier Stammbriiche.

(c) Kann jeder Stammbruch als Summe beliebig vieler paarweise verschiedener
Stammbriiche dargestellt werden?

(d) Schreiben Sie % als Summe von 8 — n Stammbriichen fiir n = 2,...,6.

(e) Zeigen Sie, dass die Zahl % fiir jede natiirliche Zahl m > 2 als Summe

zweier verschiedener Stammbriiche dargestellt werden kann.

Liosung. (a) Jeder Stammbruch hat die Form

1 1 1 1 1

n n+l +n(n+1) T+l +n+n2
Fiir n nicht prim ist dieses nicht eindeutig. Sei n = a - b mit a,b # n. Dann
gilt

1 1 1 1 1 1

n_ab:a(b—|—1)+ab(b+1) n+b+n(b—|—1)

Diese Darstellungsweise ist von der oberen verschieden, zum Beispiel da
1#b#n2
Fiir n prim und % = % + % gilt:
a-b=mn-(a+b)
= nl(a-b) = n|a oder nlb
0O.B.d.A. sagen wir nla, also a = k - n. Damit bleibt
kE-n-b=n-(k-n+b)=k-b=k-n+b=klb
Sei b=k -z, dann
K x=k-n+k-z=k-z=n+x= (k—1) -2 =n. Dan sich nur als
n = 1-n darstellen lasst, bleiben zwei Moglichkeiten.
l.(k—1)=1lundz=n
Dann gilt b = k-2 = 2n und @ = k- n = 2n. Dann haben die Briiche
in der Darstellung jedoch denselben Nenner, also fallt diese Moglichkeit
heraus.
2. (k—1)=nundx =1
Dies fiihrt auf die ganz oben angegebene Form.
Also ist fiir n prim die Darstellung eindeutig.
(b)
1 1 1 1 1

TTBRT6 9 18
(c) Ja. Zu zeigen per Induktion. Der Induktionsanfang liegt hier bei £ = 2 und
entspricht Aufgabenteil (a).



Sei als Induktionsvoraussetzung eine Darstellung
1 1 1 1
n al a9 ag

gegeben. O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass die a; sortiert sind, also

1
ak—&—l)

a1 < ag < ... < ag. Dann gilt nach der Formel oben i = ak1+1 + ot

LS S 1
n o ap  ap ar+1  ag-(ap+1)

und da ap < ar +1 < ag - (ax + 1) treten auch in der neuen Darstellung

keine gleichen Nenner auf.

(d)
11 1
ﬁ_n+1+n(n+1)
1 1 1
B n—i—l+ (n+1)2 +n(n+1)2
1 1 1 1
Tt T2 T s Tamr?
1 1 1 1 1
Tt Tt T s Tt Tt 1)t

1 1 1 1 1 1
ndl T TR et D)t 1P s ip

(e) Wir unterscheiden zwei Falle:
1. Die Zahl m ist gerade, dann gilt m = 2k und % = % Nach (a) gibt es
dann die geforderte Darstellung.
2. Die Zahl m ist ungerade, dann gilt m = 2k 4+ 1. Durch eine Betrachtung
dhnlich wie oben ergibt sich

2 1 1
m M CTES Y

m:k—i—l

Aufgabe 62 (2+2+3 Punkte). Essei Qp = {z € Q | z > 0} die Menge der

positiven rationalen Zahlen.

(a) Zeigen Sie, dass Q4 eine Gruppe beziiglich der Multiplikation ist.
(b) Beweisen Sie: Jedes x € Q4 ldsst sich eindeutig schreiben als Produkt

_ € ek
Lv_pll...pk

flir Primzahlen p; < ... < p; und ganze Zahlen ey, ..., e, # 0 mit k > 0.
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Zeigen Sie, dass eine abelsche Gruppe G genau dann abzéhlbar ist, wenn
es einen surjektiven Gruppenhomomorphismus Q; — G gibt.

Hinweis: Nutzen Sie die Existenz einer surjektiven Abbildung von der
Menge aller Primzahlen zu der G zugrunde liegenden Menge aus. (Insbe-

sondere bedeutet ,abzihlbar“ hier ,endlich oder abzdhlbar unendlich.)

Losung. (a) 1. Es gibt ein neutrales Element.

Genau wie in Q selber ist 1g, = %, es gilt 7 - % = % -5 = ¢ fir alle
a,be N.
2. Es gibt zu jedem Element ein inverses Element.

Sei € Q gegeben. Dann hat z die Form x = § mit a,b € N. Sei y = 2,

dann 7 -y = 7 - 2 = Z—g = Z—g = % Letzteres gilt nach Definition der
Aquivalenzrelation, da ab-1=1-ab. Auch y -z = g 3= % = 3—2 = %

Also ist y zu x invers, y = 1.

3. Es gilt Assoziativitét.
Fir a,b,c,d, e, f € N gilt

a'<c e) a ce alce) (ac)e ac e (a c);

b \d f) b df bdf) (d)f bd f \b d

wobei wir verwendet haben, dass N assoziativ ist.

In N gilt die eindeutige Primfaktorzerlegung. Das heiflt, dass es fiir jedes
a,b € N eine eindeutige solche Darstellung

a=p{-ps?-...-pF und b =phpl. -pik

gibt. Dabei kann ohne Weiteres angenommen werden, dass die Menge der
Primzahlen pq, po, ..., pi Uibereinstimmt, da wir fiir Primfaktoren, die in ei-
ner der Darstellungen nicht auftauchen, auch den Faktor p? = 1 ergénzen
konnen.

Nun kénnen wir

e1 €k e1 €k
a Py Py P . ‘pk _p61*d1‘ ‘pek—dk
= 0 4= 4 i = D1 O %
b pll . 'pkk pll pkk

schreiben. Also hat jedes 7 eine Darstellung der geforderten Art.

Angenommen, es gibt ein x € Q, mit zwei Darstellungen dieser Art, also
z=pit.pFfundx = p‘li1 -...-pz". Auch hier kénnen wir wie oben annehmen,
dass die Primzahlen in dieser Darstellung iibereinstimmen oder nétigenfalls
diese ergénzen. Dann gilt p{* - ... pi* = p‘fl -pzk = p?_dl -pzk_d’“ =1.
Gleichzeitig hat p{* =9 - .. -pz’“_d’“ die Form £,
der Primfaktorzerlegung von a vorkommen, wiahrend alle p; mit e; — d; < 0

wobei alle p; mit e;—d; > 0 in

in der Zerlegung von b vorkommen.
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Da 1 die Form 1 = ¢ mit a € N hat, folgt, dass in der Darstellung von a
und von b dieselben Primfaktoren vorkommen. Da jedes p; mit e; — d; # 0
aber nur in einer der Darstellungen von a und b enthalten ist, folgt, dass
keiner der Exponenten grofler oder kleiner als 0 ist. Daher gilt e; = d; fiir
alle p; und die Darstellung von z ist eindeutig.

Angenommen es existiert ein surjektiver Gruppenhomomorphismus. Da Q4
abzahlbar ist, ist auch das Bild, der Abbildung, also G abzéhlbar.
Angenommen G ist abzdhlbar. Da es abzéhlbar unendlich viele Primzah-
len gibt, gibt es dann nicht nur eine surjektive Abbildung N — G, sondern
auch eine surjektive Abbildung P — G, wobei P die Menge aller Primzahlen
bezeichnet. Bezeichnen wir diese mit . Definieren wir nun einen Homomor-
phismus ¢ von Q4 — G durch die Primzahlzerlegung aus (b), indem wir
fir @ = p{* - - - pi* festlegen

(@) = (1) - .- (o))

Aus der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung ergibt sich, dass die Abbil-
dung wohldefiniert ist.

Es gilt ¢(1) = 1, da das Produkt auf der rechten Seite der Definition leer
ist.

e

Sei nun y = pill -+ p” (wobei weder e; = 0 oder d; = 0 ausgeschlossen

werden) dann gilt

Yla-y) =T ) = (p(p) N (o))
= ((p(P1)™ - e (2(2r))*) - ((P(P)™ - oo (0(pr)) ™)
= ¥(x) - (y)

Also ist hier tatséchlich ein Gruppenhomomorphismus gegeben. Da ¢ sur-
jektiv war und P eine Untermenge von Q. ist auf der ¢(x) = ¢(x) gilt, ist

auch 9 surjektiv.



